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p. p. 

Meine^ umfangreichen Terlag auf dem Gebiett) der Mathematischen, 
der Technisohen. und NatTirwissenscliafteii na«h. aUen Richtungen bin 
weiter auszubauen, ist mein stetes durch das Veriaraueii tmd Wohlwollen 
zahlreicher hervorragender Yertreter ohiger Gebiete von Erfolg begleitetes 
Bamüheu, wie mein Terlagsk atalog aeigt, und ich hoife, daß bei gleicher 
ünterstataung seitens der Gelehrten nnd Sehnhnaiiner des In- und Aus- 
landes auch meine weiteren Unternehmungen Lehrenden nnd Lernenden 
in Wissenschaft und Schule jederzeit förderlich sein werden. Verlaga- 
anerbieten gediegener Arbeiten auf einBchlügigeTn Gebiete werden mir 
deshalb, wenn auch schon gleiche oder ähnliche Werke über denselben 
Gegenstand in meinem Verlage erschienen sind, stets sehr willkommen sein. 

Unter meinen aahlreichen Unternehmungen mache ich ganz besonders 
auf die von den Akademien der Wissenschaften zu Göttingen, Leipzig, 
München nnd Wien herausgegebene Eneyklop adle der Mathematischen 
Wissensohaften aufmerksam, die in 7 BiVnden die Arithmetik und 
Algebra, die Analysis, die Geometrie, die Mechanik, die Physik, die 
Geodäsie und Geophysik und die Asti'onomie behandelt und in einem 
SehluBband historiache, philosophische und didalctische Fragen besprechen 
wird. Eine franzBaisohe Ausgabe, von französiechen Mathematikern 
besorgt, hat zu erscheinen begonnen. 

Weitester Verbreitung erfreuen sich die mathematischen und natur- 
wisaenschaffclichen Zeitschriften meines Verlags, als da sind: Die Mathe- 
matisohen Annalen, die Bibliotheea Mathematica (Zeitschrift für 
Geschichte der Mathematischen Wissenschaften), das Archiv derMathe- 
ma.tik und Physik, die Jahresberichte der Deutschen Mathematiker- 
Vereinigung, die Zeitschrift für Mathernfttik und Physik (Organ für 
imgewandte Mathematik), die Zeitschrift för mathematiBchen und 
naturmiBaensehaftliohen TJnterrieht, die Mathematisoh-natur- 
wiasensehaftliohen Blätter, ferner Natur und Schule (Zeitschrift 
fQr den gesamten naturkundlichen Unterricht aller Schulen), die 
Gleographisohe Zeltschrift u. a. 

Seit 1868 veröffentliche ich: „MItteilimgen der Veriagabaeh- 
handlazig B, G-, Teabner". Diese jährlich zweimal erscheinenden 
„Mitteilungen", die in 30000 Exemplaren im In- und Auslande von mir ver- 
breitet werden, sollen das Publikum, das meinem Verlage Aufmerksamkeit 
schenkt, von den erschienenen, unter der Presse befindlichen und von den 
vorbereiteten Unternehmungen des Teubnerschen Verlags durch aus- 
fährliche Selbstanzeigen der Verfasser ' in Kenntnis setzen und sind 
ebenso wie das bis auf die Jüngstaeit fortgeführte AusführUohe Ter- 
aelehnis des Verlags von B. 0-, Teubner auf dem Gebiete der 
Mathematik, der Teohnischeu und Naturroiaaenschaften nebst 
Grenzgebieten, 100. Ausgabe [XLVHI u. 272 S. gr. Öj, in allen Buth- 
handlungen unentgeltlich zu haben, werden auf Wunsch ahi'r auch unter 
Kreuzband von mir unmittelbar an die Besteller übersandt. 

Ljiipaiö, Postatrafle 3. 

B. G. Teubner. 
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Zum Gredächtnis George Salmons. 

Geb. 25, September 1819 in Dublin, gest. ebenda 22 Januar 1404 

Die 6. Auflage dieses Werkes (1898) wai die letzte, dw ick 
meinem ekrwiiidigen Freunde unter die Augen legen konnte, diese 
neue muß okne sein Geleit ersclieinen. Es sei mir deshalb gestattet, 
an Stelle eines Vorworts, welches das Buch wohl entbehren kann, 
durch eine kui-ze Darstellung vom Leben und Wirken seines Ur- 
hebers die Erinnerung an ihn zu pflegen. 

Er hat mich unter seine Freunde gezählt, mich durch mehr 
als 44 Jahre mit seinen Briefen erfi-eut und uns, auch mit Gemahlin 
und Töchtern, vielmal besucht; leider konnte ich seiner Einladung 
nach Dublin au den beiden festlichen Gelegenheiten: Versammlung 
der „British Association" von 1878, die er leitete, und Drei- 
Jahrhundertfeier (Ter-Centenary) des Trinity College 1892, als er 
Provost war, nicht Folge leisten. Aber er liebte das Eeisen sehr, ich 
fand schon 1865 seinen Namen im Fremdenbuch von Zermatt; fast 
alljährlicli kam er allein oder in Begleitung seiner Damen bis au 
den siebziger Jahren seines Lebens nach dem Kontinent, nach 
Frankreich und Deutschland, besonders auch in die Alpen, die 
südlichen Täler des Wallis, das Engadin, das Bemer Oberland; 
und so sah ich ihn wiederholt in Zürich, aber auch vorher schon 
in Prag und in Chomnita. 

Als ich ihn zum erstenmal sah, erschien er mir recht als 
das Ideal .eines Mannes; hoch und aufrecht, In-eitschulterig; in 
Kopf und Hand der Mann geistiger Arbeit, helle freundliche 
Augen ; einfach , bieder , liebenswürdig , von vollendeten Formen 
ohne jede Pose. Ich sagte mich ihm im stillen zu, für immer. 
Allem, was ich von seinen Arbeiten entdeckte, bin ich deshalb 
mit Interesse nachgegangen, imd nun ich selbst ein alter Mann 
bin, schätze ich die lange Dauer unserer Verbindung als eines 
der größten Güter, die mir auf moineBi Weg durchs Leben ge- 
schenkt wurden. Ich erzähle darum gern von ihm. 

Von Chemnitz aus war ich mit ihm 1859 in wissenschaftliche 
Verbindung getreten. Ich hatte mir sein Buch von den höheren 
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rV Zum Gedächtnis Greorge Salmoiis. 

ebenen Kurven von 1852 veractafft und war natiSrlich dadurch, zu 
dessen Vorläufer von den Kegels dmitten geführt worden, von 
welchem, die 3. Auflage von 1855 vorlag. Wie das dem von 
jeher auf das Selbststudium angewiesenen jungen Lehrer schmeckte, 
der von Plückers Quartanten von 1828 und 1831 herkam! 
Ich wendete mich an den Autor mit der Bitte um seine Zu- 
stimmung KU einer von mir geploiuten freien deutschen Bearbeitung 
seiner Bücher, Sein erster Brief brachte mir seine Billigung und 
das Versprechen seiner Mithilfe, zugleich empfahl er mich seinen 
Freunden Arthur Cayley und J. J. Sylvester, denen er die eben 
erschienenen Vorlesungen zur Einftilmmg in die neuere höhere 
Algebra gewidmet hatte, das erste Lehrbuch der Fonnentheorie ; sie 
erfreuten micli bald durch die Zusendung ihrer wichtigen Arbeiten. 
Salmon selbst sandte mir im Februar 1860 seine Arbeiten von 
1850 über die gewundenen Kurven mit dem ersten Versuch ku ihrer 
Klassifikation, von 1857 über die ebenen Kurven dritter Ordnung, 
und von 1855 über den Grad der Reziprokalfläche einer gegebenen 
algebraischen Fläclie — die Lösung des Problems, das den Schluß- 
stein im Bau seiner analytischen Geometrie von drei Dimen- 
sionen bildet. In der Tat folgte nach der Invariantentheorie der 
Flächen dritten Grades, welche Salmon mir im April 1861 sendete, 
diese Eaumgeometrie seihst schon 1863. Salmons System der 
analytischen Geometrie mit der zugehörigen Algebra war vollendet. 
Mit allem Fleiß habe ich ihm durch die langen Jahre einen guten 
Teil meiner Arbeit gewidmet; vor allem seinen Kegelschnitten, da 
sie für den wissenschaftlichen Standpunkt des Ganzen grundlegend 
und zugleich den weitesten Kreisen direkt zugänglich imd vielfach 
auch genügend sind. Nach den Kegelschnitten folgten zuerst die 
Vorlesungen (1863) tind die Eaumgeometrie (1863, 1865), die 
höheren Kurven aber erst 1873. Denn mein großer Freund ent- 
sagte mit dem Jahre 1865 der mathematischen Lehrtätigkeit und 
Produktion, welcher schon immer nur ein Teil seiner außer- 
ordentlichen Kraft gewidmet war, weil er mit gleicher Liebe und 
Energie arbeitend in der theologischen Wissenschaft und in seiner 
Kirche stand. Nun gab er seine Stelle als FeUow und Tutor 
auf und ward KUm Regius Professor of Divinity erwählt, zum 
Haupt der Theologenschule des Trinity College, natürlich um sich 
ihr ganz zu widmen. 

An dieser Stelle mag von seinem Bildungsgange und der 
Ent Wickelung seiner Studien das Notige gesagt sein. In der 
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Zum Gedächtnis George Salmons. V 

südlichen Hafen- und Handelsstadt Irlands Cörk, dem Wohnsitae 
seiner Eltern, verlebte er seine Jugend uad empfing in der 
berühmten Solmle von Hamblin-Porter eine sehr tüchtige Vor- 
hildimg, mit welcher er sehr jung (1833) in das Trinity College 
einiirat. Hier standen auch die mathematischen Studien in vor- 
züglicher Pflege; nicht allein durch den Inhaber des mathe- 
matischen Lehrstuhles J. Mac-Cullagh, das Haupt einer irischen 
geometrischen Schule, in der sich Salmona außerordentliche Begabung 
rasch bemerkbar machte, sondern auch durch den Astronomen 
W. E. Hamilton, den Schöpfer der Quatemionentheorie und Ent- 
decker neuer mechanischer Prinzipien, und durch den trefflichen 
Physiker H. Lloyd. Q. Salmon erwarb 1837 und 1838 seine Grade 
in Klassik und Mathematik und erhielt 1841, nach Ablegung der 
Prüfung für Pellow-ship (aus Logik, Mathematik, Physik, Ethik, 
Geschichte, Chronologie, Griechisch, Lateinisch, Hebräisch — ein 
Fellow sollte ein „all round man" sein!) die Stelle, in welcher er 
zunächst Mathematik lehrte. Schon 1842 veröffentlicht« er, Mac 
Cullaglis Eraeugungs weise der Flächen zweiten Grades ergänzend, 
die nach ihm benannte neue; aber von 1844 ab lehrte er auch 
als Assistent des Eegius Professors in Theologicis, ward ordiniert, 
Priester und Diakon, und arbeitete in Wort und Schrift für seine 
Kirche. Aus seinem analytisch -geometrischen Unterricht entstand 
um die Jahreswende zu 1848 als ein Textbuch „A Treatise on 
Conie Sections"; aber er hat auch über den Infinitesimal-Calcnl 
und über theoretische Dynamik mit Beispielen zum Gebrauch ihrer 
Differentialgleichungen gelesen. Die Wirkung des Kegelschnitt- 
Buches auf die sonst auch in der Mathematik lokalpatriotischen 
Studenten in Cambridge zeichnet die dort entstandene Geschichte 
von einem Mann, der auf eine wüste Insel verbannt nur drei 
Encher soll mitnehnien dürfen. Welche wird er wählen? Antwort: 
die Bibel, Shakespeare und Sabnons Oonics. 

Es geht hier nicht an, Salmons mathematische Entdeckungen 
allseitig zu besprechen, und ich kann glücklicherweise dafilr auf 
die vortreffliche Würdigung Sabnons als Mathematiker verweisen, 
welche Professor M. Nöther in Band 61 der „Mathem. Annalen" 
S. 1 — 19 gegeben hat. Ich will nur kuri das algebraisch- geo- 
metrische Hauptproblem erläutern, das er sich früh stellte und 
dessen Lösung ihm unter den schöpferischen Vertretern der 
Mathematik seiner Zeit für immer eine ehrenvolle Stelle sichert. 
Es ist das Problem der Eeziprokalflachen, d. h. die Beantwortung 
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VI Zum Gedachtniö George Salmoiis. 

der Frage, wie es — natflrlicli durch, den Einfluß der Singulari- 
täten der Mäche — gSBchieht, daß die Reziproke von der Rezi- 
proken einer algebraischen Fläche mit dieser selbst von gleicher 
Ordnung wird. 

Salmous erste Veröffentlichung darüber ist vom November 
1846 datiert, und die völlige Erledigung von 1855. In jener 
bestimmt er die Ordnung der Reaiprokalfiäche als der Anzahl 
der Tangentialebenen der Originalfläche gleich, dio durch eine 
Gerade gehen; in dieser untersucht er den Tangentialkegel der 
Originalfläche und bestimmt aus seiner Ordnung und den An- 
zahlen seiner Doppel- und Eückkelirkaiiten seiae Klasse, d. h. 
zugleich die Ordnung des Querschnittes der Eoziprokalfläche. 
Hat die Fläche eine Doppelkurve und eventuell eine Eückkehr- 
kurve, so zählt ihr projizierender Kegel an demselben Punkte 
zweifach bezüglich dreifach als dem Tangentenkegel augehörig; 
hat die Originalfläche solche Kurven nicht, so wird doch die 
reziproke solche enthalten, weil der Punttreihe einer Doppelkurve 
in ihr eine bei jeder Originalfläche höheren Grades zu erwartende 
Reihe von zweimal berührenden Ebenen entspricht und demgemäß 
eine Kurve der zugehörigen Paare von Berährungsp unkten in der 
Fläche; und einer Eückkehrkurve dort eine Reihe von stationären 
Berühr ungsebenen mit dem Ort ihrer Berührungspunkte hier, der 
in allen Flächen von höherer Ordnung auftretenden Hesseschen 
oder parabolischen Kurve. Weben den singulären Punkten und 
Tangentialebenen fordern aber die singulären Tangenten der Fläche 
genaueste Untersuchung; zu dem Studium der zweipunktigen und 
dreipunktigen Tangenten hinzu wird das der vierpunktigen, der 
drei- und iweipunktigen usw. bis zu den viermal zweipunktigen 
durch die Aufgabe gefordert; kurz die Erledigung solcher neuen 
Fragen, wie sie in den §§ 467 bis 490 (3. Aufl. der deutschen 
Bearbeitung der Raumgeometrie) vorgängig der Theorie der Eezi- 
prokalfläohen (§§ 491 bis 516) diskutiert sind. Die neuen Begriffe 
führten zu neuen EUminationsproblenien und zu neuartigen alge- 
braischen ^Prägen, als deren wichtigste die Bestimmung von Ordnung 
und Gewicht beschränkter Systeme von Gleichungen oder Be- 
dingungen genannt werden mag (a. a. 0. §§ 438 bis 456). 

Ein glücklicher Umstand kam dem Abschluß des Unternehmens 
zu Hilfe; es war die Entdeckung der Haupteigenschaften der all- 
gemeinen Fläche dritter Ordnung, die im Briefwechsel zwischen 
Salmon und Cayley im Sommer 1849 gemacht und allseitig durch- 
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Zum Gedächtnis George Salmona. VII 

gebüdot veröffentlicht ward: daß die Fläche 27 Gerade enthalt, 
deren jede durch 5 koplanare Paare der (ihrigen geseknitteiL wird; 
so daß sie zu dreien in 45 Ebenen liegen, welche die dreifachen 
Berühninga ebenen der Fläche sind, während die 27 Ebenenhüsohel 
um die Geraden die Gesamtheit ihrer zweifach berührenden Ebenen 
bilden. Es ist klar, daß mit diesen eharakteristiseheu Eigeu- 
schaften entsprechende einfache Eigenschaften der EeziprokaJfläehe 
gegeben sind, welche durch die zweite Reziprotalbildung wieder in 
die originalen zTiruckgohen müsson; so entsprechen den 27 Geraden 
der OriginaWäche ebensoviele Doppelgerade der Beziproken, die 
ihre Doppelkurve bilden., und in jeder fünf dreifache Punkte den 
dreifachen Tangentialebenen von jener usw. Es ist auch deutlich, 
wie Salmon die 27 geraden Reihen als die der Flfiche dritter 
Ordnung angehörige Spwialform der Kurve der Punkte mit vier- 
punktigen Tangenten in der allgemeinen Flüche sofort erkennen mußte; 
aber es war eine Meiaterprobe seines durchdringenden Scharfsinnes, 
daß er auch sofort zu dem Beweise des allgemeinen Gesetzes durch- 
drang, diese Kurve werde von einer Fläche (11 — 24)'*' Ordnung 
aus der originalen «**'' Ordnung ausgeschnitten. 

Die Fläche dritter Ordnung mit allen ihren Spezialformen 
war damit in den Schatz elementarer Tataachen für die Theorie 
der algebraisühen Flächen eingereiht und leistete in Salmons Hand 
wortvolle Dienste bei der Entscheidung schwieriger Punkte der 
allgemeinen Theorie; er hat die große Aufgabe so vollständig er- 
ledigt, daß Cayley nur noch die Formulierung der Tatsache hin- 
zufügen konnte, daß Fläche und ßeziprokalfiäche vom nämlichen 
Geschlecht sind. 

Salmon hat im Jahre 1860 noch die Invariantentheorie der 
Fläche dritter Ordnung aus der Pentaedergleichung entwickelt; diese 
war 1851 von Sylvester gegeben worden, mit dem er damals in Ent- 
deckungen zm- algebraischen Formentbeorie vielfach verbunden war. 

Natürlich beriefen auf Grund so bahnbrechender Arbeiten 
nächst London (1863) die großen Wissenschafts akademien des 
Festlandes George Salmon wetteifernd zur Mitgliedschaft; er klagte 
nur, daß es in einer 2eit geschehe, wo er von diesem Arbeitsfelde 
bald Abschied werde nehmen müssen. Ich vrill dazu hervor- 
heben, daß die Freundschaft mit Cayley für die fortbildende 
der Sabnonschen Bücher nach 1866 sehr wirksam 
t, insbesondere für das längst vergriffene Buch von 
den höheren Kurven. Zur Weihnacht 1869 berichtete mir Salmon, 
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VIJI Zum Gcdäclitnie George Salmoas. 

weil er wußte, daß es mir auch, eine Festfreude sein würde, von 
dem Anerbieten. Cayleys, ilun selbst die Hilfe zu gewähren, die 
er in den Verpflichtuugen seines neuen Amtes zur Herausgabc einer 
neuen Auflage bedürfe, und so ist es geachehen. Oayley hat eine 
Reihe von Beiträgen zu allen Teilen des Buches geliefert , aber 
Salmon hat, um der Darstellung die wünschenswerte Einheitlich- 
keit zu sichern, sie sorglich eingearbeitet, und Cayley hat das 
Ganze revidiert; das geschah währead der Jahre 1870 bis 1872, 
und im Mai 1873 konnte das neue Werk erscheinen. Kurz nachher 
erschien auch die deutsche Ausgabe, weil durch die freundliche 
Hitteilung der Korrekturbogen ihre fast gleichzeitige Herstellung 
ermöglicht ward. Ebenso hat Cayley dem Freunde Kahlreiche 
Beiträge zur 3. Auflage der Geometrie von drei Dimensionen von 
1874 geboten und alle Korrekturbogen gelesen. Das waj- edelste 
Uelehrtenfreundschaft ! 

Ich darf wohl auch hinweisen auf den Hochsinn der beiden 
großen wissenschaftlichen Freunde, der sich in ihrem Verhalten zu 
Steiners Veröffentlichung über die Fläche dritten Grades von 1856 
ausprägte: Sie gaben ilnn alle verdiente Ehre und stellten nur die 
Tatsachen fest; seine Wahl zum auswärtigen Mitgliede der Royal 
Society stand bevor, als er starb. 

Die letzte analytisch -geometrische Arbeit Salmons war für 
seine Eaumgeomctrie bestimmt; er sandte mir im Januar 1865 
die Korrüktnrabaüge des Kapitels über die Invariantentheorie der 
Systeme von Flächen zweiten Grades. Sonst hat er 1866 die 
Herausgabe der hinterlassenen letzten Arbeit seines juristisch-mathe- 
matischen Freundes Hargreave ober die „Auflösung der alge- 
braischen Gleichungen" für die Familie besorgt. Sein erbetener 
Beitrag zu der kurz vorher gegründeten mathematischen Monatsschrift 
„Messenger" „von den Perioden der Primzahlreziproken" war wohl 
längst bereit; es wird berichtet, daß Salmon bei langen Synodal- 
verhandlimgen scheinbar unaufmerksam beständig Ziffern sehrieb, 
zugleich aber auch, daß aus seinem Munde, wenn er danach 
selbst sprach, die klarste und vollständigste Zusammenfassung des 
Gehörten kam. 

Aber aus dem Jahre 1865 stammt seine interessante Unter- 
suchung über „Geisterklopfen vor 150 Jahren", die der dritte Band 
der „Fortnightly Review" von G. H. Lowes enthält. Hier läßt er 
aus den vielseitigen imd genauen Berichten der Glieder der Wesley- 
über das Geisterklopfen von 17 t 6 in ihrem Stammhaus 
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EpwDithparsoaige m der (rrafschaft LiHLola dem Leser die Ubei 
Beugung aufgehen, diß ein Scherz der jirngstm Tochtei des Hauses, 
die illem keinen Beucht verfaßt hat, dei eiste Uispnmg lenei 
uaeiklarlifhen fetorimgen gewe'itn ist In diesen Vorgängen hit John 
Wesley, dei Vater der Methodisten em entschieden Ühematurliches 
m seinem eigenen Lehenskioiae gesellen- — em Mann, dei gioJJen 
Einfluß auf den Gang deä lehgiosen Denkens m England ans 
getibt hat Damit trat fialmon zugleich dem untei meinen Lands 
leuten ran sick gieifenden wttsten freisterahorglauben entgegen 
Es iTar im Voijahi seiner Eeginaaeit, und dei Aufsatz ist wie so 
viele seiner Predigten em Zeugnis für snnf einsichtige Beohaehtimg 
der geistigen fetiomungen dei Zeit und seine geistvolle und geschickte 
Bekämpfung der verwerflichen untei ihnen 

Es gibt soviel mii bekannt 13t, fünf Sammlungen ^on Pie 
digten balmons die erste von 1861, die letzte ^on 1900 Eine 
Luther- Gedächtnispredigt zum 10. November 1883 wurde separat 
gedruckt. 

Aus der Eegiuszeit selbst sind zwei der Vorlesungen, dJe 
er seinen Tkeologen gehalten hat, zur Veröffentlichung gelangt; 
nämlich 1885 die historische Einführung in das Studium des Neuen 
Testaments, der er in der 2. Atifl.age eine Vorlesung über die 
nicht kanonischen Bücher hinaufügte; und 1888 die Vorlesungen 
über die Lifallibilitat der Kirche. Der Erfolg des ersten Werkes 
in England war und ist ganz so groß wie seinerzeit der der Kegel- 
schnitte; im Januar 1890 erschien die 4. Auflage, die 5. von 189J 
wurde stereotypiert wie 1879 die 6. der Kegelschnitte, und zu den 
folgenden fugte Salmon Noten hinzu, welche je die neuesten Unter- 
suchungen betreffen. Das Werk wurde das bevorzugte Testbnch 
der englischen Theologen für seinen Gegenstand. Es wird von den 
Engländern mit Stolz als die entscheidende kritische Zurückweisung 
der Übei^fie deutscher und holländischer Bibelkritik angesehen — 
die Theologen von Cambridge nannten es den „Hammer der Ger- 
manen" (Malleus Germanorum). Tatsächlich vfar es Salmon selbst 
das Kebate unter seinen Büchern und repräsentiert wohl allseitig 
seine reifste Kraft. 

Die Vorlesungen über die Infallibilität der Kirche haben nicht 
die gleiche glänzende Aufnahme gefunden, trotz der Vollständig- 
keit und Gründlichkeit der ganzen Untersuchung überhaupt, und 
obschon z. B. die durchgehende Auseinandersetzung mit Newman 
vom größten Interesse ist, der zuerst Pusoyt war und dann Katholik, 
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aiüetzt Kardinal wurde. War doch dieser in der Mitte der ftofeiger 
Jakre als erster Rektor der römisch -katholischen üniYersität Dublin 
SalmOB. so nahe gerückt. 

Wenn SaJmon selbst gesagt hat, daß er sich um die Zuriick- 
weisung der päpstlichen Ansprüche so wenig Sorge mache wie 
um den Baeonisclien Ursprung der Dichtungen Shakespeares, so 
denke ich daran, wie kühl die ganze gebildete Welt die Verkün- 
digung der päpstKchen Unfehlbarkeit aufgenommen hat; die Sache 
war weniger aktuell als sie schien. Salmons Untersuchung zeigt 
aus jener Stimmung heraus allen Glanz seines Humors; reizend zu 
lesen wie eine Novelle sei sie, hat ein Freund gesagt. Und mit 
Anspielung auf das Gesamtziel des Werkes sagte einer seiner 
theologischen Schüler von iim „Du hast uns gelehrt, keinen Men- 
schen für unfehlbar zu halten, auch dich selbst nicht". 

Es gilt von seiner ganzen theologischen Lehrtätigkeit, daß 
Salmon Männer bilden wollte, die klar sehen gelernt, nicht solche, 
die niir sähen, was er sah. Er hat doshalb auch keine Schule 
gebildet, wenn schon viele ihn ihren Meister nannten; aus seinem. 
Unterricht sind Theologen sehr verschiedener Parteirichtungen her- 
vorgegangen. 

Seine theologischen Vorlesungen beruhten auf gründlicher Kennt- 
nis namentlich auch des Historischen; im Band 1 (von 1874) des Jahr- 
buches „Hermathena", das sich das Trinity schuf, erscheint Salmon mit 
Notenzum Chroniken des Hyppolitus. Seine außerordentliche Kenntnis 
vom ganzen Christentum der ersten Jahrhunderte belegt aber be- 
sonders seine umfangreiche Mitarbeit an dem großen „Dictionary 
of Ohiistian Biography" von Smith und Wace, das in vier 
mächtigen Bänden (1877 bis 1887) die Literatur, die Dogmatik 
und das kirchliche Lehen während der ersten acht Jahrhunderte 
der Christenheit behandelt. Über 20 größere Arbeiten und mehr 
als 150 kleinere Beiträge rühren von SaJmon her — er war der 
hilfreichste Mitarbeiter des Ganzen. Aber ein Freund hat, wenn 
auch etwas übertreibend, gesagt, daß seine Gelehrsamkeit in diesen 
Bänden begraben liege. 

Noch 1897 und 1898 brachten die Jahreshefte der Hermathena 
Arbeiten von Salmon über Jfeuestes in der Theologie. Nun hoffte 
man aus dem Nachlaß eine Schrift über das synoptische Problem 
au erhalten als eine Prucht der stillen Arbeit seiner letzten 
zehn Jahre — „das ausgereifte Urteil des Weisesten der modernen 
Kritiker über die schwierige Präge". 
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Doch icli kehre noch einmal in die Zeit Salmons als ßegius 
zurück, indem ich anführe, wie er dem großen Leserfcreise der 
englischen Zeitschrift „Nature" im September 1883 das Bild seines 
Freundes Cayley zeichnete, der der Jahre sversammlimg der „British 
Association" präsidierte — so liebenswürdig wie geschickt (Nr. 725, 
Vol. 28). Am Schluß erwähnt er des Freundes Vielsprachigkeit 
in der Form, daß es nickt viele europäische Sprachen gebe, in 
denen er nicht zu schweigen verstehe. 

Dann trat Salmon mit fast 70 Jahren in die letzte Periode 
seiner Tätigkeit, er ward im März 1888 von der Eagierung zum 
ProTOst, d. h. zum obersten Leiter und Kepräsentanten des Trinity 
ernannt, als der Mann des allgemeinen Vertrauens, als den sie 
ihn kannte; und er hat diesem arbeits- und verantwortungsvollen 
Amte noch fast 16 Jahre bis zu den letzten Tagen seines Lehens 
vorgestanden. Nun spricht man von ihm unbeschadet seiner aus- 
gezeichneten Vor^nger als von dem großen Provost, in Würdigung 
seiner hoheu Auffassung von öffentlicher Pflicht, seiner echten. 
Humanität und Herzeusfreundlichkeit, seiner freien Anerkennung 
der Leistungen jüngerer Männer — kurz um seiner charaktervollen 
großen Persönlichkeit wiUen. 

in das fünfte Jahr seiner Leitung (5, Juli 1892) fiel die 
Dreihundertjahr - Jubelfeier des Trinity, als der protestantischen 
Universität von Irland. Sie wurde zum imposanten Ausdruck seiner 
europäischen ßeputation, aber in seinen Briefen war nichts von 
dem Feste zu lesen, nicht nachher und nicht vorher; er schrieb 
mir aus deu Osterferien, die er mit Freund Cathcart in Bagneres 
de Luchon am Fuße der Maladotta in den Pyrenäen verbrachte 
— und wieder Anfang September nach einer wohltätigen drei- 
wöchigen Badekur in der Nähe von Clennont Ferrand in der 
Auvergne aus Villars sur OUon im westlichen Wallis, wo er die 
Kühle suchte; die Interessen seines Trinity und der Protestanten 
in Irland, die durch Gladstone gefährdet werden könnten, be- 
schäftigten ihn sorglich — aber er hat sie glücklich durchgesteuert. 

Ohne Zweifel war für sein letztes hohes Amt seine außerordent- 
liche Vielseitigkeit wichtig, aber sie ging weit darüber hinaus. Er 
war ein Meister im Schachspiel und ist darum einst zum Spiel gegen 
Murphy erwählt worden, soll auch einen Erfolg erreicht haben. 
Ich habe schon erwähnt, daß er stets viel und vielseitig las, auch 
viel ünterhaltungs Schriften, aber ich will hier noch einige Beispiele 
dazu geben. Er kannte die Jugendliteratur so gut, daß er zum 
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39. Band der „Fortnightly Eericw" (Anfang IS&b) t 

essante TJnterauciiuiig über das Thema „What B y 1 b t 

konnte; er schätzte das Mädchenbuch „Alice in W I 1 d h h 
Er orfreute sich vor allem am Humor, au d m f m 
dem derheu. Er liebte STrs, Gaskeils Kovelle „Cr f d B j 1 

vom feinen Humor so, daß er sie unä zweimal d te 1 h 
von Thomson hübsch illustrierte Ausgabe v 1891 mit 1 
biographischen Skizze von A. Thackeray-Kitch Ute vi h 

haben. Und vom derben Humor bescherte m 1878 

bis 1885 treffsicher zum brennenden Ohristbaum j ü d t 

Paar der „Pieture Books" von Randolph Oalde tt, d m t fili h 
humorvollen Zeichner, der leider schon 1886 ie 1 m ßt 
suchte mit uns die Preude zu teüen, die er d BIl 

englischer Volksfröhlichkeit hatte, von Cowp B U d m 

John Gilpin, von der Elegie Goldsmiths vom t 11 Hl 
imd ohne alle Klassik in den Testen, von d m H d J k 
baut, von der Müchmaid, der Puehsjagd, dem g ß u fe h Im t 
Panjandrum usf. 

Vielleicht hat solche einfach natürliche \ 1 t gk t hm 
seine geistige Arbeitskraft und Gesundheit bis h h Alt 

erhalten, helfen; gewiß erklärt sie mit, wie es g h h, 1 ß ilim 
so allseitig nicht nur hoher Respekt, sondern Liebo und Verehrung 
zuteil wurde. 

Aber im. Kern seines Wesens war seine kdndliclie Prömmig' 
keit; die Sicherheit, die er hatte, daß die Lehre Jesu Christi 
die höchste Weisheit sei, und daß alle Walirheit aus der nämlichen 
Quelle stamme. 

Auch ihm ist Sehmerz und Leid nicht erspart geblieben, 
aber er hat sich heschieden, daß er die Geheimnisse der gött- 
lichen Liebe nur noch nicht verstehe. Bei seinem Tode rühmte 
man seine Mildtätigkeit, die ebenso geheim als reich war. 

Li der Gedächtniskapelle der Kathedrale von St. Patrick, 
deren Kanzler er durch 33 Jalire war, ist vor Jahresfrist zu seinem 
dauernden Gedächtnis ein von seinen Freunden gestiftetes schönes 
MedaiUonp orträt mit lateinischer Inschrift feierlich enthüllt wordon. 

In dankbarer Erinnerung am 23, Januar 1907. 

Wilh. FieäleF. 
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95 Doppelelemente oharakteriatisoiieB Do j peh erhiltnia für die 
Involution gleich — 1 hyj erbolische elliptische und para- 
bohscht Involntion . . . 

96 Symmetrische und rechtwinklige Involi tion Definition ima- 
ginärer Element« durch die Involution B 1 — 3 Asso- 
ziierte Scheitel zu zwe Punkten Involutionen liuch har- 
monische Paare vom "N^nllpunkt ai a (IG . . . 

t7 Doppelelemente der Xolhneition B Pflnf Arten . . 

98 Zentnflohe KolImeatiOE Zentrum Achse und Charakteristik 
Involution ebener Systeme B ... 

19 Uberfihrung koUmearei ftebilde in zentriache u)erspekti- 
Tische) Lage B I — o Gegenachsen gleiche Reihen und 
ßHScheL (ileiohungen der KoUmeation ins zweil)ieiten(16*) 
100 Spezielle hneare Verwandtschaften Perspektivische AfSni 
tat Achaenaymmetne Plachengleichheit perspektivische 
Ähnlichkeit /entnsche &ymmetiie Kongruenz m Ial^Iielel 
Lage KoEineationen mit den absoluten RicMim„en th 
Doppelpunkten P 1 — 3 
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VI. Kapitel, g 101—118. 60 Beisp. 
Der Er eis. 

101 le chunjT we t n C r'i Ips n Pa allelLoo imaten 

10 nie ch ng d a k e bcb Bed n^ungen f u 1 e lU^ememe 
Lrle ctnii B I — 3 Zentrum der m ttleren Fntfe nuniren 
als Kre sm ttelj unkt 

lOS Nonoalform der Ere Bifie oh ng Reelle iiiM,giiire rmd 
iNTillkre ae Ze oben des S bat tut onsreaultats B Die ent 
91 rectenden Hullkre e de KoUineat on 

1 04 Kre 8 d u h dre Punkte B 1 — 4 Distanaenrelat on 
Bwiaehen ner Punkten e nes Kre sea (171 

105 L ueare Erzeugung e nes Kre ses Konstanz dea Per i her e 
w nkels B 1^5 

106 Sehn ttpunlite e nes Kre tes m t emer r eraden Beilh ng 
De Ead ua st Normale B 1— ■* lehnen de n le 
rt mmten P inkten V estimmte Winiel j annen 

107 Ere se a 8 h en AchBenabachn tten jeder eelle K e b be 
Btimmt m t jedei eellpn f eraden e n Funktej aar B 1— S 

*108 Imag na e Kre 8p nkte n Lnendlieben KesaBym]t ten B 
104 Gle cb nt, e ne Kre atanHente B 1—3(18! 

*110 Tangent ilgle bung dea K e ses 
111 Tan^entenpaare dea Kre see Qnad at der Tangenten! d,nge 

11 Parim terdi 8tellnng 1er P nkte des K e ses Cle ch ngen 
von Sehne unl lingente B 1 — h l'ingentenBchn tt fir 
Sehnen von konBt nte Länf,9 umgeaehnebene8 Se hase t 
letA um der m ttle en Entfern n^en (18*) 

11 Poli gle chun„ les E e sea e ner Tangente B 1 — 7 D e 
M tten 1er durck zwe Kre se begrenzt n Sehnen d Trob 
erneu hrer ctn ttp nkte 1 egen auf e nem K e a de Kre ae 
11 er dre Sehnen e nes K e 8P8 a 8 e nem Punkt als Du ch 
mesae sehne den a ch n d e Punkten emer Geraden 
Peaucellie che Ceralfiüirun.' (1 aOj 

114 Potenz en P nktes n lezug auf nen Kie a für di£e e 
fu nne e P nkte in bez gif einen mig naren Kre 
e ne r'erade Der Potenzk e B 1 — " I i be durch 
zwe 1 unkte an ne ( erade ("1) ' 

116 Pol harn on che Pole i Pola e n bezng anf einen 
maginä en Kre 8 B 1—4 

116 Polare als Ye bm 1 mgssebne der Berdhmngsj unkte dea 
Tangenten! aa ea lua dem Pol i ez eil als Tangente des 
P la auf dem I e ae B 1—4 "W nkel le ian^enten 
p 1 d 1 n ttp Itw ukl Pia e i 
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in. Polaikoningieite Eeihpn und BmiheJ B 1—6 Foliien 
harmoniSLliei PuBkte a:ad liarmo matte btiahlen 

118, Polaikonjni^erte Dieiecke, speziell sich seibat koojugiPrte 
oder Polaidieiecke fnr leelle umi tni imaginaie Kceiae 



VII. Kapitel. §119 — 140. 60 Beisp. 
Systeme von Ej^eleen 

119 Eadikalach e zwe er Kr se ode Potenzhn e I i 

120 Sehnittpinikte zwe er Ere se l sonder awe er NnlRrP se 
(assoziiert zwe konjug ert mag oHrenj B 1 — 5 Ba 1 kai 
achsen reeller und imaginarei Kreiae mkl s ve N llkre se 

l"! Ead kilaentmm Ire er Kre se B 1 — " 

122 fechmttw nkel zwe e Kie ae -tl ogonalachn tt und D a 

m tralachn tt e ne^ K e ses mit e uera audern Hiuptk e a 

(Ortto"! zu Ire K e BPn B 1—10 Eie ae a ö len ohn tt 

w nkein m t d ei featen ( 8) 
1 3 P teuz Bwe er Kre se sp aiell voa L n e un 1 K s i 1 

vou L n enpa'iren B 1—8 ("4) 
1''4 Das Kreisb sohrt und aeine Potenzine 
125 Das Bus hei der Pola en e nca Pcnttea n beaug aut e n 

K e ab aehel Doppeltkonj gie-te Pole 
12b Gienzpnnkte und Urundpnnkte lea Kre sl Us heia B De 

Bis bei entspre liender Kreiae m kollinearen Bienen ana 

den N llkre sen (2o) 
127 Itonju^ e te Ere ab a hei hre C -thogonalitat B 
1 S Dae Kre snetz nn l se n Eadikalaentrum ae ne T scbel 

B 1—9 las Neta auB drei Kre sen er L e ae n mpm 

Neta ( 5 1 
12S tteiae naame Tangenten awe er Kreiae B 1 — i Ihr 

M tten Ere <ie durch ihre Ben hnint,s ti i S bn ttj nkte 

130 Ahn] chke tsaentra zweier Ere ae nd Ahnl bk itakre a 
Längende gerne naamen Tangenten (26J B 1— 4 Tangenten 
l^jige unl Schnittwinkel Wethselael nen 

131 ^ er Ahnlichke taachaen von de K eiaea ihre CleicK 
wmkh„ke t Spez alf 11 der Be hmng 

132 ^ e Bus hei von C leichw nkeltre aen au dre Kreisen 
B 1 — 3 i-iesneta nd rie hwinkelkre a einea Kre aes 
K sl ischel nd E e ae nter festenW nkeln £a zwe Kre a n 

1j3 Be ihr ugakre ae zu Ire Kre aen B Re n geomet ache 
Begrün iun der Kunsl ukt on (^ 7) 
*1S4 Drehung a nn m Kre 
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135. Ab l Ik t i K B 1— Abnl hk t nt m 

wKui d Itteähilidblh 

g 1 g md 265 

136. 1 te h It d P kt w 1. ß und 

P t kr k th f, 1 tbt Z t h K Hin t 

d i t li It d P kt ( 8) 288 

*137. P nai d p k E 1 1 1 In (9) 270 

"138. DI meaK tmK dm d 

I B k 1 d ^ t 272 

*139. Ig Itai B — 8 J I B b 1 li U bru d 

1 unkt t m B i k 1 k t k E 

A f m d t lg d In (SO) 274 

•140. Dt T t dWmkl It Ptol m k 

•^ t al p If U B 1—5 D tft 1 ti w k 

Punkt dB» iBlt wkd htt 

■w k 1 VI K w 1 d I^g n d 

mmTte ffK hd 

Shttwikl wimlffK wh d 

P ts l K 1 w F f 1 p ( 1 32 33) 277 

VIII. Kapitel. § 141—163. 14 Beisp. 
Hauptelgeneehaften der Kurven zweiten Qra,des. 

141. Zakl der Bedingungen znr Bestimmung eines Kegel acknittee 281 

142. Die Koordinatentranaformation durck Verschiebung bzw. 
Drekung 382 

143. Soknittpunfcte mit einer Geraden 283 

144. Polarglei okung des Kegelschnittes; Asjmptotenrichtungen 284 

145. Gattungen von KegelBchnitten: ElKpBen, Hyperbeln, Parabeln 285 

146. Fiffur der Kurve aut der allgemeinen Gleichung ImaginT,rp 
Kegelacknitte B 1—4 287 

147. Daa Zentium des Kegelschnitten, '^ymmetiie m bezu^ aut 
dassellie 288 

148. Die Duickmessei a!» Mittelpunktsorte paralleler Sehnen 290 

149. Alle DniL-kmeaser der Parabel sind parallel J91 

150. KoDiugierte Durchmesser einea Zentralkegelacknitte? 292 

151. Die Acksen, speziell bei Kieio und Paiabtl 29S 

152. Die Aeymiitoten 294 

153. Die Tangente eines KegplichnittPS 294 

154. Zweite \bleitmg B 1—3 295 

155. Pol und Polaie in bezug aut den Kegtlachnitt TT,ngente 
und Durchmeoaei als Sijeaialfölle B 1—2 297 

156. Dl« 1 angentenpaai au'' einem Punkt Äußere« und Inneies 
Gleichung bezogen autTinjentpa];aai und Beiuhrun^sseline 291 
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157 PolarPntheorie die Polaren der Punkte einer Geraden niid 

die Pole dei 'itiihlen eines Ptmktes 301 

15& Die dem Kegelichnitt ein geschriebenen Vierecke .... 302 

l'i'i PolardieiLckp dea KegelBchnittes; ala Diagonaldreiecke ein- 
gesclinebener Vielecke reep. umgesohriebensr Vieraeito, 
HaimoniaLhe Pole und Polaren (33*) 303 

1(jO Harmoniaolip Pole B. 1—4. Zentram, Durchmesser, hal- 
bierte "legmente 305 

löl Die linke Seite der Kegels chnittsgleichung 306 

Ib2 Die fiechteckp aus "Segmenten in Sehnen; inaheeondere von 

Asyni]^ totennchtung und im Fall der Parabel 308 

1S3 Die Tangentxalgleichung der Kurre zweiten Grades; Diskii- 

minante B S09 

IX. Kapitel. § 164—189. 60 Beisp. 

Die Zentraleigensoliafteii von Ellipse und Hyperbel. 

164. Uie lianafcimation zur Zeutraljfleichung P 1^2 311 

105. Die Tianstcrmation zur ithsengleiuhung- äl2 

166. Die Konstanten dei Tianaformition bei leehtwinkligen 
Koordinaten B 1— 2 313 

167. Zui Achaenirleichung aus der Zentraigl i hunj, in schief 
winkligen Kocrdmaten B 1 — 2 314 

*168. Die Konstanten dei allgemeinen lianaformiticn (o4) 316 

169. ITonnalgleichungen dei Zentialkegelsohnitte 317 

170. Noimale Polargleichungen von Ellipse und Hvperbel 318 

171. Die beatalt der ElLpse 319 

172. Konstrattion der Flhpse aus den Achsen 330 

173. Die Farametergleichungen dei Llhpsi (35) 331 

174. Der EUipsPuaiikel (36) 323 

176. Die Gestalt dei Hyperbel 323 

176. Konjugierte Hypeibeln StpUvertretung. Von der Ellipae 

zur Hyperbel 324 

177. Die Asymptoten der Hyperbel; DurckmeEserparallelogramme 325 

178. Die Asymptotengleichung der Hyperbel 337 

179. Die gleichaeitige Hyperbel und ihr Zuaammenhang mit dem 
Kreia. B. 1 — 5. Zwei Kreise, ihre Potenakreiae und die 
gleichseitige Hyperbel; gleichseitige Hyperbeln durch drei 
Punkte; der umgeschriebene Kreia eines Polardreieeka geht 
durch ihr Zentrum (37, 38, 39) 338 

180. Parametergleichungen und Konstruktion der Hyperbel . . 329 

181. Polaren und Tangenten. Entfernung der Polare eines Punktes 
vom Mittelpunkt, Von der Polare zum Pol, Tangential- 
gleichnng der Ellipse und Hyperbel. B. 1^6. Normalform 
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bolte 

der Gleichung dei Tangente la? Tangentenpaai aus einem 
Ptmkte SPm Winkel Ort der Schnittpunkte lechtwinkligec 
Tangenten Pol und Polare in komn^ierten Kegele ehnitten 331 
183 GtleichungLti tuajuffiertei Duichmessei elliptische und 
hyperbobsche Involutioa der konjugierten Durthmesaer die 
Asymptoten als ihie Dorpeletrahlen die Aühsen als lir 
Eechtwmkelpaar 333 

183 Konstraktion konjugierter Durchmeasor B 1—10 Fara 
metennethode Sehne der EOipBenpimkte a ß ihr Pol und 
ihre Langt, die Fl&üie des emgeachnebenen Dreii-cka unt 
seiaijtngefichnebenei Kieis Flache dLsum^sebnebenenDiei 

eeks konjugierte Durchmesser konjugierter Hyperbeln (40) 335 

184 Winkel nnd Längen konjugiertet Duichmesser und ihre 
Relationen B 1 — -1 Konstante yuadratsumme der Reai 
proken reehtwinkbger Dnrchmessei Abstand des Zentiums 
von dei Tangente die Achsen lua zwei konjugierten D irch 
messem AchsenlHngen und Exzentrizität aus der allgemeinen 
Gleichung 337 

185 Die Eonstr iktion der Achsen aui konjugierten Durchmtssem 
B 1 — '' Zwei paiaUele Tangenten un.1 eine btwejjhehe 
gleiche Dreiecke aus zwei Halbmpsscrn mit ihieu Tangenten 340 

18b Supj. lementaraehnen und koniugierte DnrehmeBaer von yoi 
geschnebenem Winkel zwei aymmetriache Paare m der 
Hyperbel Grenaweit des Winkels m der filhj.se S41 

187 Die anf gleiche konjugierte Durchmesser be/ogeno Ellipsen 
gleichang fillijae aua dem Kreis B 1 — S Die Halbachsen 
aus dea gleichtn konjugierten Durchmessern nnd ihrL,m 
Winkel fetellvertretet der Ellipaenasymptoten Gleichung 
desP'iareB konjngiertei Duiühmesser mit gegebenem Wmkel 343 

188 Eigenschaften der Hyperbel beauglioh der Asymptoten 
Tangenten awischen len Asymptoten gleich dem parallelen 
Hilbmesser ihi Dreieck die Segmente in einer bekantc 
B 1—3 Die Geraden ans zwei festen Punkten dei Hyperbel 
nftüh einem boweglnhen fassen konstante Strecken in den 
Asymptoten Schnitt der Tangenten m zwei Punkten 344 

18 J Beispiele von UrtPin /weiten Grades 1 — 18 Ellipsen 
Mittelpunkts ]rte von Kreisen ais Reruhrungs und Schnitt 
bedingungen beweghi,he Dreiecke Pole der Tangenten 
eines Kegelsthnittes in beyug auf einen andern Ort des 
Sehn ttes dei Tangenten m den Endpunkten konjugierter 
Durchmesser Inaektion des Kreisbogens Ellipse aisemem 
konzentrischen Kreis umgeBchriebene Parallelogramme der 
Pllipse mit zwei Gregenecken im fecbeitelberi hrungskieis 
und den zwei andprn in den Diiektrisen S46 
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\ Kapitel t; ] 90 — 210 63 Bei^p s 

Die Fo^taleigenschafteii you Ellipse und Hyperbel 

190. Die Nnrniile der Zentraliurven das Piodukt ihrer Lange in 
den AI stand der Tangente vom Zentrum ihieAchBenabBelmitte ■ 

191. Subnormale unl SubtangPiite Noimalenlangen vom Fuß- 
piiükt zu den Ackuen ihr Iiodukt und ilir Verhältnis 
B 1 — 1 Konstante Eechteck aus der Nirmile und dem 
Ibstand dei Tangente Tom 7entrum dip Normalen! kige 
auB iliiem Neigun^Bwinkel Neue Konstruktion dei Achsen 
iTiB zwei konjugierten Duichmessem ^ 

192. Die vier Noimaltn aus einem gegeb nen Punkt und das 
Substitutionaiesultat seiner L.oordinaten in die Normal 
gleiLkung des Kegels ctnittts B l^o ßedingungsglPH/liung 
zwisclien den fc.oordinatpn einei Normalp Kooidinaten des 
Tangenten and Noi malende bnittei von awei Punkten 
reckt winkbge Normalen die biquadra tische bleictniig 
awischen den Ab'aiBSen der luBpunkte der vier Nrrmalen 
^ua einem Punkte (40*) 

193 Die reellen und lie imaginaicn Brenntnnkte 
194, Die Direktnx alg Pclaie des Brennj unktes harmoniBclie 
Polaren aus dem Biennpunkt sind reihtwinklig (40**1 
*195. \Ogemeine Detnition dei Biennjunkte ah ferhnitte der 
Tangenten von absoluter RiLbtung Die Pinre der Brenn 
pnnktes sind asBoaiiert B KollineaieDmfonnungdeaiieisea 
in den Eegelsehnitt mit dem Kntapreuhenden semea Mittel 
Punktes als Brennpmikt (41) 
196. Biennstrahlen B Ihr Piudukt für die Pußpimkte der vier 
Normalen an? einpm Punkt 

197 Deflnit on des Kegehelinittes ans Brennpunkt und Direktrix 
Exzentrizität £ (41*1 (42) 

198 Die Fokalgleicliun^ des Kegelschnittes B 1—5 Segmente 
emer Fokaltelme harmoni<!cl]P9 Mittel undPiodnkt If ikal 
'ehne und Hauptachse Summe der au konjugierten Durob 
messern parallelen Pokalaehnen Summe der Reziproken 
rechtwinkliger Pokalselmen 

199 Die h unme bzw Differenz der Brenustrablen emps Punkte» 
ihr Produkt und sein Verhältnis zum Quadiat der Noi male 

200 iadenkonstiaktion der Flbpse und Hvperbel 

201 Der Winkel der Brennstiahlen eines Punktes B 1 — 3 
Winkel der Normale mit Brennatrahl und Hauptachse und 
Exzentnzit'^t Projektion dei Normale auf den Brennstiabl 
die Tangentenquadrate dei hall en Winkel der Bieun 
strahlen für die Endpmkte koniugiertei Dnchmtiser hdben 
konstante '- 
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203 Produkt dPi Biennpiinktaalj stände einpr Tanseit^ zwei 
TingentPn emes EegelaclinitteB und die Brenastrahlen ihrea 
So]jnitti[jiinkte'< haben die selb enWijikellialbieieadeii B 1—5 
Zur Analogie zwiscben Polaie und Tangente in Erweite 
rung der Testsätze (43*] 

20d Der bcheitelkreiB als Fußpunktkurve des Brecniranktes 
B 1 — ^9 Entfernung der Tangente vom Zentiiin in dei 
Eiebtung eines Biennatrahles die 4.1 scbnitte der Brenn 
weite durch die Normale Bind den Brennstrablen propor 
tional Pulargleictung des Sc-heitelkreiBes Ort der &ym 
metriBchen eines Brennpunktes in bezug auf die Tangenten 
die Entfernungen einei Tang'ente von den Stellyertretern 
der imagin&iien Bionnpunkte Direktrix duroli den Sehnitt 
eine^ Halbmesseis mit der Brennpuiikt''nomia|p doi Tan 
gent^ im En Ipnnkt Ortskrei^e 

204 Dei dnrch eine Sehne am Brennpunkt ^eBpinnte Winkel 
B 1 — i Konstanter Winkel einer bewegten Tangente 
zwischen zwei festen am Brennpunkt der KreiB über doi 
btieoke Binei Tangente zwischen den Haupts cheiteltangenten 
enthalt die Biennpnnkte Die Stiablen von 7wei festen 
Punkten emea KegelschnitteB nach zwei festen bestimmen 
auf der Direktnx fepgmente die vom Brennpunkt unter 
konstantem Wmkel erscheinen (441 

305 Der Abitand dei Brennpunkte Ton den Asymptoten ist die 
halbe NebenaL-tse der BrennBtrahl ist der m der Asym 
ptotenrichtung gemessenen Entfernung vm der Direktns 
gleich Konstruktion dei Hyperlel 

206 Die Scheitelgleichung dei Kegelschnitte (45) 

207 Die auf die T'vngente und die Normale bezogene Gleichung 
B 1 — 2 Die IlTpDtenusen dei emgeachriebenen rechtwiiLk 
ligen Dieieeke von gegebener Tregenecke gehen durch einen 
festen Punkt der Normile fepezialia filr Kieis und gleich 
seitige Hyperbel und Biweiterung Kegels chnittorte aus 
Tangentenpaaren die auf emer festen Tangente eine kon 
stante strecke fasien usw 

203 Beispiele su den i okaleigenaohatten B 1^20 Bienn'itrahl 
und Oidinate Ort der FnSi unkte der Gleicbgeneigten rom 
Brennfunkt zu den Tangenten die Normale Pokilpolar 
gleichung einer ''ebne emci Tangente Für die Sehnen 
PP dmeb emen Punkt O ist tanyi'J'O ia.n^PFO 
konstant Der bchnitt dei Normalen m den Bndpunkten 
einer Sehne und ihie Mitt hegen m einer Paiallelen zni 
Hauptachse Fui e ne Fotalsehne gebt die Gerade vom 
"Schnittpunkt der Tangenten nach dem. dei Normalen duich 
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i 
den andern Brennpunkt bei ihrer Drehung dnrcliHuft der 
NormaleiiBEhiijtt einen Kegebchnitt Der 'Winkel zwischen 
den Flbpsentanf^enten ans einpm Punkt ihre Langen die 
der parallelen HalbmessPi unddieBienaBtrahlen lesPunkteB 
Die Brennstrahlenabsehnitte eines heliehigen PimkteB hahen 
gleiche Differena ihrer Eezipioken DreieckaflT.che ans diei 
Nonnilen Orte des Schnittes vnn Bienn->trahl und Eadins 
des Hauptseheitelbenihrungikieiaes und der Normale mit 
ät,m Rad us desselbeu Orthogonale N^oimalen Dei zu 
Piner von einem Scheitel at agehenden Bllipsensehne i arallele 
Ei.dinB tiifft die Tangente in ihrem Enle m der Tangente 
am andern Scheitel usn (46^62 

*309 Die Kegelschnitte als Mittelpunktsoite Ton Kreisen iie 
awBi fp'ite KreiBO unter vorgeBohr ebenen Winkeln achne den 
I ta gleich oder ungleichartig berühren ihre Piart. im 
allgen einen und in. speaiellen FTÜen 

*210 Die Fokalgleichiing m Linienkooidinaten B 1^4 lei 
Kegelschn tt aus fxeraden deren Alstände \on zwei festen 
Punkten konatantea Produkt haben Die Brenni unkte aia 
dtr allgemeinen C lei hung Dei Kegolacl nitt aua dem 
a weiten Schenkel eines rechten Winkels dessen erstei 
Schenkel duruh einen lesten Punkt geht während der 
Scheitel emen Kieia beschreibt auB der Sehne eines 
konstanten fcch im semen &ch itel drehenden Winkels 
zw sehen awei leaten Geraden (5ä) 

SI. Kapitel. § 211—229. 22 Beisp. 
Die Parabel. 
21 I I h 1 h 1 P 1 1 

21 D S h t 1 1 h g 

213 T nsf m t S h tel 1 h t> ^ 1— ^ m t 

> t mm g B 1 t w h d LI w 

htwiukl g Tgt 1 P blnnllmhlb 
P m. t 
214Pikt b hfwkl Kdt mHit- 

1 m t B 

215 D P 11 1 p 1 f 11 

216 (i t It d P 11 

21 K tm 1 h r t It d -u 1 K I h tt 

218 r T ng t d P b 1 

21 Z mm nh d L j m te 

220 P I d P I T t Igl h B 1—4 h tt 



y Google 



XSVI Inhaltsverzeichnis. 

ist die Hälfte des zngeh.örigBn eingeschriebenen Dreiecks. 

Parameterausdruck der Parabel (54) 392 

221. Die Normale und die Subnormale, Drei Normalen durch 

einen Punkt 394 

322. Der Brennpunkt; die imaginären Bronnpunkte sind die 

absoluten Richtungen ... 394 

223. Die Fokalgleichung; der Parameter eines Durchmessers ist 

das Doppelte vom BrennatraU seines Endpunktes . . 395 

224. Die Direktrix; Brennpunkts- und Direktrixabstaad eind gleich 396 
226, Der Winkel von Tangente und Brennatrahl 396 

226. Der Fokalabatand der Tangente ist die halbe Normale. 

Die Scheiteltangente als Pußpunktlinie. B. 1—2 .... 397 

227. Der "Winkel zweier Tangenten; orthogonale Tangenten 
schneiden sich in der Direktrix 398 

228. Der Brennatrahl des Schnittes aweier Tangenteu halbiert 
den Winkel der Brennstrahlen ihrer Berührungspunkte, und 
Spezialfälle. Der umgeachriebene Kreis eines Tangenten- 
dreiseita geht durch den Brennpunkt (65, 55*) .... 399 

229. Beispiele. 1 — 12. Der Höhenechnitt einea Tangentendreiaeita 
ist in der Direktrix. Eingeschriebenes Viereck und paralleles 
umgeschriebenes Vieraeit. Der umgeschriebene Kreis eines 
eingeschriebenen Dreiecks, eines Tangentendreis eits. Ort 
der Schnittpunkte der Tangentenpaare mit gegebenem 
Winkel. Die Fußpunkte der Senkrechten Tom Brennpunkt 
auf die Normalen bilden eine Parabel. Der Normalschnitt 
und die dritte Normale; Ort der Normalensehnitte in den 
Enden der Sehnen durch einen Punkt; der Schnitt recht- 
winkliger Normalen. Ton den Längen und dem Winkel 
zweier Tangenten zum Parameter. Vier Örter von Tangenten- 
schnitteu (56) 400 

\U Kapitel § 230— 25U 3t Beisp 
Spezielle Beziehungen z'weier Xegelsohiutte 

230. Schnittpunkte und Schnittsehnen zwe er Kegel chn tte 403 
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literaturnacliwcisuiigeii. 

A. Kap. I— -V. Punkt und Gerade. Koordinatentheorie 
und Projektivität. 

1) § 1, S. 1. Fermats „Isagoge ad locos plaiioa et solidos". 
Deseartes „Geometrie" (1637) Buch S. Vgl. „Historiacho Bemerkungen" 
von B. Baiteer (IH) in den Berichten der matheic.-phjsit. Klasse der 
K. 8. Geaellsch. d.WiBseneoh. 1865. Neuestens S, G«»<Aej- „Die AnfUnge 
imd Entwickelungsstadien des Koordinatenprinaipa " in den „Abhand- 
lungea der Natucforsch. Gesellach. an Nürnberg" VI, Bd. 60, S. 8. Über- 
dies aber wegen der Art, wie die antike DarsteUungaform der Lehre von 
doa Eegel schnitten eine geometrische Algebra bildet und als solche 
verwendet worden sei, so daß sie einer Umwandhing in analytische 
Geometrie fähig war, daa schöne Werk von ZeutJmi „Die Lehre von den 
Kegelschnitten im Altertum", Kopenhagen 1886— 18S7 {511 S. 8°). 

3) § 4, S. 6. Die eindentige Definition einer Strecke, eines Win- 
kels usw. oder die Durchführung des Prinzips der Zeichen in der 
Geometrie verdankt man Mobius „Der barycentrische Caicul" 13S7 
(„Werte" Bd. I. 1885), Siehe §g 1, 17, 19, 165 Anra, 

3) g 17, S, 25 u. § 43, S. 64, v. Staudt b^ründete die Lehre von 
den imaginären Elementen in der Geometrie in seinem Werke „Beiträge 
zur Geometrie der Lage" (1856 — 1860); eine analytische Darstellung 
davon gab Stolz in Bd. 4 der „Mathem. Annalen" S. 416f. (1871). Die 
hier vorliegende ist unabhängig davon entstanden. 

i) % 61, S. 99. Vgl. FVaeker, „Analytisch- geometrische Entwieke- 
lungen". 2 Bde., 1828. Z. B. 1, Nr. 34f., Nr. 383f. 

5) §64, S. 105. Vgl. das Kap. „Die geometrischen Netze" in 
MöUus' „Barycentr. Caicul" S, 266 — 282. (,^erke" 1. S. 237f.) 

9) § 64, 4. S. 107, Der wichtige Sata von den perspektiviBcben 
Dreiecken ist von Desaryws. Vgl. „Oeuvres de Desargues^^ p. Pondra. 
Paris 1864. 1. S. 41S, 430. 

7) § 74, S. 121. Die ersten trimetriachen Koordinaten sind die 
baryzentrischen von MÖbius (1827). § 23 n. § 31 oder S. 45, 51 von 
Bd, 1 der „Werke". Vgl. hier § 85, S. 147, Die vollständige Ausführung 
des Gedankens von Koordinatensystemen der geraden Linie ist das 
Verdienst von PJiicfter. Siehe „Anal jtisch-geometrwch e Entwiekelungen", 
Bd. 2 (1831) und spätere Schriften. Durch dieselben wurden die wahren 
analytischen Aasdrucksformen fui die Lehren Steiners gefunden, welche 
den fruchtbaren und doch sich scheinbar widerstreitenden Methoden 
von Poneelet und Gergonne ihre wahre Grundlage nnd höhere Vereinigung 
gegeben hatten. 

8) § 79, 8. 132. Das Prinzip der Dualität ward nach Foneelets 
Vorarbeiten von Gergonne ausgesprochen und von Flacker zuerst auf 
analytische Basis gestellt. Steiner hat es dann als eine Folge der ein- 
fachsten Beziehungen der von ihm aufgestellten Grundgebilde (Pnnkt- 
roiheu und Strahlbüschel) geometrisch erwiesen, welche in ihrer ana^ 
lytischen Ausdrnckaform auch in iniaerem Text dazu geführt haben. 
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9) §80, S. 134. Der Ausdruck DoppelTerLältnia oder DoppelBctnitt- 
verdältma ward yoe MÖbius iu „Der batycentriscte Calcul" 1827 ein- 
geführt, die Tlieorie in großer TollBtäridigkeit entwickelt und aur 
tJntersuchung der Kollineation und der daraus entspringenden Bpeaielleren 
Verwaadtschaften verwendet; Bchließlich ancli zur Untersuctiing der 
BeziprozitM. Später iBt der Ausdruck 

k : r^ Bin AOF ■ sin P'OB : sinÄOP' ■ smPOB 
die anharmonische Funktion oder daB anharmonische Verhältnis ge- 
nanttt worden und diese BeEeiclinung von Chmles hat große Verbrei- 
tung gefunden, obwohl sie, weil negatiT, nicht glücklieh ist. Okasles 
hatte im „Traitö de geomötrie supörieure" 1852 die Entwickelung einer 
Planimetrie auf Orncdlage des ankarmonischen Yerhältniaaes begonnen. 
Aber schon Steiner hatte seine iundamentale Bedeutung für die ffanze 
Geometrie weiter entwickelt in dem Werke : „ Systematisohe Ent- 
wickelung der Abhängigkeit geometrisoher GreBtalten Ton einander." 
1833 („werke" 1, 1881. S. 229f.) Vgl. in der alten Geometrie Popp«« 
„Mathem, collect." VU, 129. 

10) § 80, S. 1S5. V. Staudt hat die harmonischen Gebilde zur 
Grundlage der ProJektiTH&tstheorie und der reinen Geometrie gemacht. 
Vgl. seine „Geometrie der Lage" (g 8, S. 73) 1847, 

11) § 81, 8. 136. Vgl, Pappus „ Collectiones mathem." VII, 129. 

12) § 84, S. 142, Für die folgende Entwickelung der projektivi- 
sehen Koordinaten vgl, man des Herausgebers „Darstellende Geometrie 
in organischer Verbindimg mit der Geometrie der Lage", Leipzig 1871, 
S, 507 f,, Jetüt 3. Aufl. Bd, 3, 8, 72f, nnd die Litei-atnmotizen daselbst, 

13) § 86, S. 150. Die algebraische Abküraungasymbolik ist im 
engsten Zusammenhang mit Gayleys Methode der OperationBBjmhole 
(„Grelles Journal" Bd. 34 usw., jetzt „Colleoted WorkB" Bd, 1 Nr. 6Sf.); 
sie wurde in der hier gebrauchten Bezeichnung durchgeführt von Aron- 
hold in der Abhandlung über die kubischen temS,ren Pormen (a. a. 0. 
Jonmal f. Mathem. Bd. 55) und besonders erfolgreich entwickelt und 
angewandt von Olebseh (ibid. Ed. 69 usw.). Vgl. in „Vorlesungen über 
die Algebra der linearen Transformationen" toh G. Salmon in meiner 
deutschen Bearbeitung (2. Aufl.) die XIV, 

14) § 89, 8. 160. Der Ausdruck Kollineation ist von MÖbmS: „Der 
barycentr Caleul", S. 301 f., 8. XI f. der Vorrede; der Hame Homographie, 
Homologie von Poneelet aus „Traitö des propriötöa projectives des fignres", 
1822, Art. 297 f Für die geometrische Theorie vgl. man in Möbim' 
Werk den 2. Abschnitt S. 181—308 („Werke" I 8. 26Sf.). 

16) § 91, S. 163. Für die voUständige geometrische Deutung der 
Koeffizienten der linearen Substitution in § 90 und für die Ableitung 
der allgemeinen Transformation der Koordinaten in @ 91 vgl. man des 
HeranBgebers „Darstellende Geometrie" 2, Anfl, §g 162, 163 imd die 
entsprechenden Noten, bea, 3, Aufl. Bd, 3, 8, 6Sf, 

16*) g 93, S. 171, Die Bezeichnung „Involution" nnd die Grund- 
formeln für dieselbe rubren von Desarmes her. Vgl. „ Oeuvies de D." 
Bd. 1 S. 103—230 hea. 119—157 nnd 8. 246 — 260, 

15**) # 94, S, 174, Vgl, Fiedler „Darstellende Geometrie" Bd. 1 
(4. Aufl.) § 20, 14, 

16) § 96, 1. 8.181, Vgl, Ckasks „Traitö de göom. sup." (1862) 
Kap. SS; MÖbiiis in den Berichten der math.-physik. Klasse dar K. 8. 
CEesellsch. d. Wissensch. von 1868 („Werke" 2, S. Salt) und Oayley in 
den „Annali dt Matem," Bd, 1 von 1863. Die hier gegebene Darstellung 
wurzelt in dem Gedankenkreis der „Cyklographie", Leipzig 1882, 
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16*) § 99, 3. S. 193. Man vergleicte eu B. 2 die daratellend geo- 
metrische Bestimmung der entapre chend gleichen Büschel und Reihen 
in aentriscli koUinearen ebenen Fignren in Fiedler „Darstellende Geo- 
metrie" Bd. 1 (4. Anfl.), § 14 Figur S. 58, and die konstruktive Her- 
stellung der zentriBchen Lage koUinearer Ebenen ebenda in § 23 
Figuren a — c, S. 123, und Figur S. 179 nach der hier entwickelten 
Methode. Der Übergang zur allgemeinen Lace in B. 4 S. 198 iat wichtig, 
weil er den Weg mit angibt zur analogen Behandlnng der kolünearen 
Eänme. An Stelle der Gegenaohaen q', r treten zwei Gegenebenen 
Q', B bez. a;' = und x^ti, welche der nnendlicli fernen Ebene des 
andern fianmes entaprechen und in denen die znm absolnten Ereise ent- 
sprechenden rein imaginSien Ellipsen W iiad W liegen, durch deren 
Achsen die Koordinatenebenen y'= 0, a'= bez. y= 0, s= gehen, die 
mit « = bea. a:' = das einzige Paar entsprechender trirektanguläier 
Ecken bilden, das die kollinearen Eänme enthalten; und aufweiche als 
Koordinatenecken bezogen, sie daher in ebenso einfacher Form dar- 
stellbwr sind wie hier in 4) die ebenen Systeme. Drei Paare AA', BB', 
OC entsprechende Ebenen TOn allgemeiner Lage mit den entsprechenden 
Schnittpunkten (ABC) oder S und (A'B'C) oder S', voUenden bei 
bekannten Gegenebenen die Bestimmung und liefern durch die In- 
betracbtnahme ihrer Normalen in S bez. 8' und die der Ebenen D dnrch 
S parallel E und D' durch S' parallel Q' die Konstruktion der ent- 
sprechenden rechtwinkligen Koordinatensysteme und der EUipson Ji\ E* 
in den Gegenebenen Q', R. 

B. Kap. VI —XIII. Die Kegelschnitte, insbesondere der Kreis, 
und die Methode des Unendlich -Kleinen. 

17) % 104, 4. S. S06. Die hier angewendete Methode der Unter- 
suckung stammt von Cayley — siehe „Cambridge Mathem. Jonm," Bd. 3, 
S. 267 (1841) jetat „Collected Works" Bd. 1, Nr. 1. 

18) g 109, S. 215. Diese Form rührt von Bumside her. 

18*) § 112, 6. S. 219, Mey^ Hirsch behandelte das analoge Pro- 
blem für Punkte des Raumes und die Kugel in seiner „Sami " 
rometrischer Aufgaben" S. 339 im 2. Bd. Vgl. Steiners „Werke"- 
15f. und S. 139f. „Zwei polygonometrische Sätae". 

19) §113,6.8.221. Vgl. „CambridgeMathem.Joum."Bd.l, S.169. 
30) § 113, 7. S. 223. Zuerst in „NouTelles Annales de Mathöm," 

Bd. 23, S. 414. Sodann ibid. Bd. 32, 8. 71. 

21) §114, 8,328, Den Namen Potenz bei Kreisen gebrauchte auei-st 
J. Steiner in „CreUea Journal" Bd. 1, 8, 164f. in einer für die Einsicht 
von der Nützlichkeit des Begriffes durchschlagenden Abhandlung. Aus 
ihr stammt auch die Auffassung der Berührung als Spezialfall von dem 
Schneiden unter bestimmtem Winkel und die Aufstellung der bezüg- 
licken Aufgaben. („Werke" 1.) S. 19f, 

22) § 119, 8.233. Eadikalachse TOn GaulUer, „Journ. de l'ecole 
polyt." Bd. le, 1818. Chordale von Flacker, „Analyt.-geometr, Ent- 
wickelnngen" Bd. 1, S. 93. 

23) § 122, S. 239. Siehe Pltickej; „Analytisch -geometrische Ent- 
wickelungen", Bd. 1, Nr, 101, 137f. 

24) § 133, 8. 240. Die Erweiterung des Potenzbegriffes von Punkt 
und Kreis auf zwei beliebige Kreise findet man bei BarhO'ox „Annales 
de r:ßcole normale supMeure 2. Reihe Bd. 1, 1872, S. 3a3f. und bei 
Clifford in der Kote „On the Powers of Spheres" (1863?), siehe „Mathe- 
matical Papers of W. K. Clifford''. London 1882, S. 332 und 8. 54G. 
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2B) § 12ß, 8. 246. Vgl. Poneelets „Traitö des ptopriÖtös pro- 
jectivea de fignres", S. 41, wo überliaupt die Theorie der Kreisbüscliel 
ihre erste yoUere Ausbitdung erfuhr. Man vgl. noch Casey im „Quar- 
terij Joum. of Mathem." Bd. 5, S. 43, 118. Bei Poncelet ward anct 
die Lehre von den Ihnlichfceitspuntten (g§ 130f., 243) weitergefühi-t. 
Die Darstellung der Büschel eatsprechender Kreise in kollinearen 
Ebenen, B. von § 126 und g 127, gehört dem Bearbeiter. 

25*) § 128, 7. S. 251. Die Relation Ewischen den Tangentenläagen 
ans einem Punkte an Tier Kreise eines Netaea rührt von Harvey her. 
„Tranaact. Irish Acad." Bd. 24, S. 458. 

26) § ISO, 4. 8. 267. Vgl. /. Steiner in Bd. 46 von „Grelles Journ." 
8. 197. („Werke" 3. S. 465.) 

27) § 133, 8. 261. Diese Lösung rührt von Gergonne her. „An- 
nales des Mathöm." Bd. 7, S. 38S, 

28) g 136, 8. 269. Der Begriff potenehaltender Punkte ward durch 
J. Steiner in der nnter 31) genannten Abhandlung eingeführt („Werke" 1, 
8.33) und ohne Zweifel schöpfte er daraus auch die Theorie der Inversion. 

29) g 137, 8. 269. Zuerst bei Flüeher „Analytisch -geometrische 
Entwickelnngen" 1828. 1, Nr. 18* „Grelles Jonrn." Bd. 11, 8, 219f., 
datiert 1831, obschon durch J. Steiners potenahaltende und Foncelets 
inveca hegende Punkte vorbereitet. Als Prinaip der elektrischen Bilder 
entdeckte W. Thomson „Journal des Mathöm." t. 10, 8. 364 das Prinzip 
der reziproken Eadien von neuem 184B rmd Liouvüle behandelte es im 
12. Bd. seines „Journal" allgemein. 

30) g 139, 8. 275. Pur das Allgemeine; GauB „AUgemeine Auf- 
lösnng der Aufgabe, die Teile einer Fläche so abzubilden, daB die 
Abbildung dem Abgebildeten in den kleinsten Teilen ähnlich wird", 
Altena 1825. („Werke" 4, S. 189 — 216.) 

31) g 140, 8, 277. Diese Lösang gab Casey in der „Kojal Irish 
Acaderoy" im April 1866; einen aUgemeinen Sata derselbe in „Her- 
mathena" Bd. 3, 8. 279f. (Dublin 1879.) 

32) §140, 1. 8.278. Eine Untersuchung von Cayley „Cambridge and 
Dnblin Mathem. Journal" 2, S.270; siehe „Collected Works" Bd.lNr. 1, 

33) g 140, 3. 8. 279. Vgl. die neueren Abhaadlnngen von Barhoitx 
(„Annales de l'^cole normale" 2. Sör. t, I, 8. 323--392) nnd von Fro- 
heniiis („Journal f. Mathem." Bd, 79, S. 186), sowie Lachlan „Philoe. 
Tranaact. of London" 1886 8. 481 f. „Measenger of Mathem." Bd. 16, 8.98. 

SS*) I 159, 8. SOS. Wohl zuerst bei Besargues „Brouillon project" 
Werke 1, 8. 189. 

34) g 168, S. 317. Diese Methode gab Boole im „Cambridge Math, 
Joum." Bd. 3, 8, 106, nnd 2. Serie Bd. 6, 8. 87. 

36) g 173, 8. 322. Vgl. (^^«««.„CambridgeMath. Joum, Bd 4 S 99 
B6) §174,8.323. Ygl. O'Briens „Koordin, Geom." 8. 112 

37) § 179, 8. 329. Diese Vervollständigung der Beziehungen zwischen 
der gleichseitigen Hyperbel und dem Kreis gab ich in der „Cyklograpbie 
in anderer Form. 

88) § 179, 9. 329. Pur Aufg. 3 siehe Brianchon-Poncdet in (Jei 
gonnes Annal." Bd. 11, 8. 206. 

39) Ibidem für Aufg. 4, 8. 329 siehe a. a. 0., 8. 210. 

40) g 183, 7. 8. 337. Die Formein der Aufg. 7 gab Mac CullagJi 
„Dublin. Exam. Papers" 18S6, 8. 22. ibid. 9) vgl. Turnei- , Cambr and 
Dublin. Math. Journ. Bd. 1, 8. 122. 

40*) g 192, B. S. 353. Vgl, H. M. Taylors Note im Bd, Ib, 8. 39 
des „Messecger of Mathem.", und im 1. Bd. der „Analjt. Geometrie des 
Ranmea von Salmon-Fiedkr, 4. Aufl. B, und Note ?.u g 93 anf S, XV. 
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40**) g 194, S. 3B6. Man führt den Satz zurück auf de la Sires 
„Seetiones conicae" Till, 2S von 1685. 

41) § 195, S. 368. Die allgemeine Definition der Brennpunkte 
einet ebenen Kurve stammt von PUieker, siebe „Creilee Joum." Bd. 10, 
S. 84. Für den Schlnß des Art. vgl. J. Steines Abhandlung „Grelles 
Jonm." Bd. 37, S. 161 („Werke" 3, S. S91f.) nnd dazu die Arbeit des 
HerftuBgeberB, „Acta Matbemat." Bd. B, S. BSlf. {beeondera § 31f.), in 
■welclier der Zusammenhang dieser Lehren mit den Eigenschaften der 
linearen KreisBysteme vollständig entwickelt iat. 

43) § 197, S. 360 — wie speaieller schon § 196. Vgl, O'Briens „Co- 
ordinate Geometrj" 8. 85. Danach hat schon Euler („Introdnctio in 
analysis infinit." 2, § 128) die Brennpunkte des Kegelschnitts bestimmt. 
Tgl. auch F. Schtir „Lehrbnch der analytischen Geometrie" § 9. 

Femer A. Breuer „Die Normalform der allgemeinen Kegelachnitt- 
gleichung." 

43) FOr B. 3 in g 201 S. 366 vgl. man „Acta Mathem." Bd. 6, S. 390f. 
48*) g202, S.367. Die Sätae inAufg.l bis 5 sind von W.B.Sadkir. 

44) g 204, S. 370. Vgl. (TBrien a. a. 0. S. 156. Die Figur des 
Satzes spricht sich auch in der Form ans: Die Brennstrahlen von Bwei 
Punkten eines Kegelsohnittes sind aquidistant vom Po! P der sie ver- 
bindenden Sehne. Man bemerkt, daß für einen £reis der gemeinschaft- 
liche Berührungskreis der Brennstrahlen in den Orthogonalkreis von P 
übergeht, also die Potenz des Punktes P liefert. Vgl, den Schluß von 
§ 192. In dem schätzbaren Buche von J. Casey „Treatise on the 
Analyt, Geometry of the Point, Line, Ctrcle and Conic Sections" 1885 
ist der Sata als Beiapiel zur Parameterdarstellung der Ellipse behandelt 
(g 124, 14); föi- a-f j?, a-ß als die beiden Punkte ist ihr Pol durch 

—, — dargestellt, der Berflhrungskreis der Brennstrahlen hat 

cos p COB p ° 
den Eadius Ö tan ß und die Gleichung 

45) § 206, S. 372. Siehe Pappm, „Mathem. Collect," Buch VII. 
iXkdmiäi, aagaßäXleiiV, vasQßdileiv, heißen resp, mangeln, gleiehkommen, 
übertreffen. Der letzte (238.) Sata dieses Buches ist auch der Satz des 
Art, 196, welchen Apollonius noch nicht hat, 

46) § 208, 4. S. 374. Den Sata in Aufc. 4 gab Frost, „Cambridge 
and Dublin Math. Jonm." Bd. 1, S. 68, Vgl Eütorf in „Crellea Jonm." 
Bd. 38, S. 89. 

47) g 208, 5. S. 374. Für diese Gleichung siehe Davies „Philosoph, 
M^azine" 1842, S. 192. 

48) g208,7.S.374. DerBeweisinÄufg.7 rührt vonJlfacCW%fi her. 

49) § 208, 9. S. 375. Der Beweie von Larrose „Nonvelles Annal," 
Bd. 19, S. 85, 

50) § 208, 14. S. 376. Die Gleichung der Aufg. gab M. EobeHs. 

51) g 208, 16. 8. 377. Das Beisp. rührt von Bwnaiäe her. 

52) g 208, 17 Schluß, 8. 378. Für weitere Ausführnng vergleiche 
die Note von Fckardt in Bd. 18 der „Zeitschrift f. Math. n. Phys." 8. 106. 

53) % 210, 3. S, 381, Tgl. Woktenholmes „Matbemat, Problems" 
a. Ed. 8. 189. 

54) g 220, 3. S. 393. Den Satz der Aufg. 3 gab Oregory, 
„Cambridge Math. Joum." Bd. 2, 8, 16. 

55) § 228, S. S99. Vgl. O'Brien S. 156, 



y Google 



XXSrV Literatumaehweisungen. 

56*) § 328, S. 400. Zuerst bei J. H. Lambert „InsignioreB orbitae 
cometarum" 1771. Vgl. C. Taylors Darstellung in „Messenger" 9, S. 6Sf. 

66) g 229, 1. S. 400. Vgl. Steiner in „Gtergonnes Anaal." Bd. 19, 
S. 59. („Werke" 1, S. 207.) 

57) g 236, S. 409. Die zweite Koostraktion gab J. Steiner „Grelles 
Journal", Bd. 30, S. 371. (Siehe „Werke" 3, 341.) 

67*) g 335, B. S. 410. Für das Beisp. vgl. Kallenberg in „Nouvelles 
Ann." 18S0, S. 399. 

68) g 286, 8. 410. Man findet diesen Satz schon im Hauptwerke 
Poncekts. Solche Paare von Sehnen sind von 0. Terguim und von 
Ohasles untersucht worden in Bd. 3 des „Journal de Lionvüle" bez. 
S. 17 und 385. Für Nulikreise gibt es nur ein reelles Paar solcher 
„lignes cojyointes". 

63*) §238,1.8.411. Vgl. Jbacfit)iwffiaI„Crellea Journ." Bd.SS, S.95. 

59) § 338, 2. S. 411. Die diese Sehne betreffenden Aufgaben sind 
neuerdinga gestellt und behandelt worden in Bd. 31, S. 193, 336 und 
den folgenden Bänden der „Nouvelles Aunales". (Vgl. auch Bd. 10 
des „Giomale di Matematicte" S. 320.) Die Enveloppe der Sehne TL 
für alle Punkte des Kegeisclmittes ist ein sehr spezieller Fall von der 
in Art. 86, Anfg. 3 der „Änai. Geom. der höheren ebenen Kurven" von 
Saimon- Fiedler (Leipzig 1832) bestimmten. 

60) § 236, 4. S. 411. Vgl. Steiner „Grelles Jonrn." Bd. 32, S. 100 
(„Werke" 2, S. 877); und JoacMmsfhai an dem bei 68*) a. 0. 

00*) g 286, 6. S. 412. Bei verzeichneter Ellipse können die Fuß- 
punkte ihrer vier Honnalen aus P mit Zirkel und Lineal gefunden 
werden — siehe Konr. Stibifs, Bd. 116 der Sitzungsberichte der K. Ak. 
d.W. in Wien, IIa. 

61) § 247. 6. S. 424. Der Satz ist von Bumside. 

61 *) g 248, 6. S. 427. Das schöne Hauptresidtat der Untersuchung 
von J. M. S. Smißi über die Fokaleigenachaften kollinearer Gebilde, die 
in Bd. a der „Proced. of London Math. Soc." S. 211 {nun „Colleeted 
Papers" Bd. 1) veröffentlicht iat. Die Ergebnisse gehen in voller 
Analogie auf die Kollineation der dreidimensionalen Räume über, weil 
die Gmindgleichungen in g M., St. eigentlich nicht von der zentrischen 
Lage {B. 2) abhängen, sondern von der Beziehung auf die Gegenachsen 
und ihre Mittelpunkte und Potenzen, denen im Raum die Gegeuebeuen, 
ihre Zentra und Achsen und deren Potenzen entsprechen. Vgl. oben 
Note 16*). Die entsprechenden rechtwinkligen Plächen- bez. Volumen- 
elemente der Steile stehen in einfacher Abhängigkeit von ihren eUip- 
tischen Koordinaten. 

62) g 262, S. 439. Die Untersuchung über die Fokalsehne ver- 
dankt der Autor Tovinsend. 

63) % 265. 8. 442. Dieser Satz iat von Grases. Vgl. dessen Über- 
BSizung von Chagles „On conea and spherical conics" S. 77. Aber schon 
bei Leibnite „Commercium Epiatolicnm" in dem Briefe vom S.Jan. 1704 
an Job. Bemonlli findet aioh ein sehr aUgemeiner Satz. 

64) g 266, S. 443. Dieaer allgemeinere Satz ward zuerst von Mac 
Cvllagh in „Dublin Eiam. Papers" 1841, 8.41; 1842, S 68, 83; dann 
von Gkasles „Compt. rendus" Bd. 17, S. 838 gegeben. Vgl, de Jon- 
guieres „M^langes de gäomötrie pure" S. 66f. 

66) g 268, S. 443. Zur Ausdehnung des Satzes auf Hyperbel und 
Parabel vgl. AzareUi „Atti dell Acad. Pontif. Rom". Bd. 21, 1871. 

66) I 267, 8. 444. Diesen Beweis gab Hart „Cambr. and Dubl, 
Math. Journ" Bd, 4, S. 193. 
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Erstes Kapitel. 
Der Koordinatenbegriff und der Punkt. 

3 . Parallelkoordinaten. Zur Bestimmung der L^e eines 
Punktes in der Ebene ward von Fermat und Descartes (Car- 
tesius)^) folgende Methode eingefülirt und später durch die 
Geometer allgemein gebrau elit. 

Man nimmt an, daß die Lage von zwei geraden Linien 
oder Achsen X' X, Y' Y, welche sieh im Punkte schneiden, 
fest gegeben sei. Wenn man dann durch einen Punkt P ihrer 
Ebene die Geraden P' F, P" P 
bez. parallel zu Y' Y, X' X f 

zieht, so nennt man P' 6es. „/ 

P" die Projektion, des Pmiktes 
P mf die Achse X' X des. T Y. 
Man erfährt aus der L^e des , / 

Punktes P die Längen P" P, ^ j___-J .2 

P' P und kann sie auf den / 

Achsen durch die bez. gleichen / / 

Längen OP', OP" messen. 

Umgekehrt ist durch die Projektionen P', P" der Punkt P 
eindeuiig bestimmt, als die freie Ecke des aus den Seiten 
OP', OP" gebildeten Parallelogramms. Die Ortsbestimmung 
von P in der JEbene erfordert also nur die Angabe der Pro- 
jehtionen F', F" in zwei festen Geraden. 

Es ist üblich, für die allgemeine Maßzahl einer in der 
Achse X' X gemessenen Länge OF' das Zeichen x, für OP" 
in der Achse Y' Y das Zeichen y zu brauchen. Die Längen- 
einheit muß dazu angegeben oder ein für allemal willkürlich 
fixiert sein. Ist nun P" P = a, P' P = b, so können wir 
dies ausdrücken durch die Gleichungen x ^ a, y ^i. 

Salmon-Fiealet, ansl, ßeom. d. KcgelBDliB, i, Aufl. 1 
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2 I. Der Koordiuatenbegriff und der Punkt. 2. 3. 

2. Die Parallelen F" F, P'F werden die Koordinaim des 
Fvmkies F genannt; die Parallele zur Achse ^'X insbesondere 
die Ahssisse, die Parallele zur Achse Y' Y die Ordinate von P. 
Die festen Achsen heißen Koordinatenachsen, und zwar X' X die 
Ahszissenachse oder x-Achse, Y' Y die Ordinatenachae oder 
y-Ächse; ihr Schnittpunkt heißt A.%y Anfangspimkt (Ursprung) 
oder Nullpunkt der Koordinaten, da für ihn Ahszisse nnd Ordinate 
Null sind. Man unterscheidet das so durch Angabe der Achsen 
und des Maßstabes definierte Koordmatmsystem von anderen 
als das CaHesische, das gemeine oder das der FaraUeVwordi- 
natm. Wenn speziell der Achsenwinkel -^ XOY— ra ein Rechter 
ist, nennt man x, y reeJdwivMige (ordiogonale) Koordinaten. 

Sind in der vorigen Pigur die Koordinaten des Punktes P 
X — a, y ^b, so haben seine Projektionen P' und F" die 
Koordinaten x^ a, y = und x ^ 0, y — h. Die Koordi- 
naten eines Punktes F sind also die Abszisse seiner Pro- 
jektion F' und die Ordinate seiner Projektion F". Und all- 
gemein liegen die Punkte gleicher Äbzissen « = a auf der 
Parallelen durch P' zur ^-Aehse, die Pnnkte gleicher Ordi- 
naten y "= b auf der Parallelen durch F" zur ai-Achae. So 
haben alle Packte, die in der Abszissenachse Hegen, die Or- 
dinate Null, alle Punkte der Ordinatenachse dagegen die Ab- 
szisse Null. 

Ahlmrgend soll ein Fiinkt von den Koordinaten « = «, 
y = b als der Punkt a\h beseichnet werden, so daß dann z. B. 
P', P", die Punkte ö|0, 0|i, 010 sind, 

3. Vorzeichen. Durch die Gleichungen x = a, y ='h 
ist der Funkt P eindeutig nur dann, bestimmt, wenn mau 
weiß, nach welcher Seite hin man die Längen a in der 
a;-Achse, b in der ?y-Achse von aus abzutragen hat. Wären 
die Koordinaten nur die Maßzahlen absoluter Längen OF', 
OF", so müßten wir a, b zu beiden Seiten von in den 
Achsen abtragen, und jeder der Punkte P, F^, P^, F^ der 
Figur genügte dann den Gleichungen x = a, y = 1). 

Es ist aber möglich, zwischen Abszissen OF', OP^ 
(oder Ordinaten), welche der Länge nach gleich, dem Sinne 
nach entgegengesetzt sind, algebraisch zu unterscheiden, indem 
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B.'ze InunHeE "\ orzeichcii der Koortliviaten. 3 

man ilmen letöchfilene Vorseichen beilegt. Wir setzen fest, 
daß Längen (oder ebenso Winkel), die in einem bestimmten 
Sinn gemessen sind als positiv 
betrachtet wei ien, daß sie aber 
als negativ gelten, wenn sie im 
entgegengesetzten Isinu gemes- 
sen sind. Dei Smn der Messung 
wird durch die Aufeinanderfolge 
von Anfangs und Endpunkt 
der Strecke ausgedinekt so daß 
0P[ ^ F'O =- - OP, und 
OF'^ = F"0 ^ - OP" ist. 
Es ist dabei willkürlicb, welchen 
Sinn wir in jeder Achse als den 
positiven ansehen wollen, je- 
doch üblich, die nach rechts gemessenen Abszissen OF' und 
die nach ohen gemessenen Ordinaten OP" als positiv, die je 
im entgegengesetzten Sinn gemessenen Sfcrecten OP'^, OP"^ 
als negativ zu betrachten. Vermittelst dieser Bestimmungen 
sind die vier Punkte F, Py, F^, P^ leicht zu unterscheiden 
»Is die Pvmkte von den Koordinaten 




X = -f «, )/ = -{- 6; 



-«,!/ = + &; ar = — (i, 3/ = — &; 
x^ + a, ij = — h*) 
Die Koordinatenachsen teilen die Ebene in vier Felder 
(Regionen), bei orthogonalen Achsen Quadranten genannt. 
Unterscheidet man die von ausgehenden Zweige der Achsen 
als die positiven und die negativen Halbachsen der x, bez. y, 
so sind die vier Felder durch die Vorzeichenkonibinationen 
■+ I -i-; — I +; — I — ; + | — zu ehaa-akterisieren. Denn o/fenlior 
simimen für alle PanUe nwb Ftläes die Vormckm der gleich- 
bencmnten Koordinaten leweilen uberein. Bewegt sich ein Punkt 
P in der Ebene, so entspricht nur jeder Überschreitung der 
Achse der x, bez der y ein Voi zeichen Wechsel der ungleich- 
benannten Koordinate y, be,^ j desselben durch Null hindurch. 



*) Diese UntPioüiPiiluug muß dem Anfänger aus der Trigonometrif 
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4 t. Der Koordinatenbegrilf uud der Piinkl;, i. 

B, Punkte +a[ + i), — a\ — i liegen symmetrisch in bezug 
auf 0, a\l>, l>\a symmetriscli aur Halbierungslinie des Winkels 
zwischen + x, + y, usw. 

4. Ist in einer beliebigen Geraden ein positiver Sinn 
und der Nullpunkt einer Abszissenmessung festgesetzt, so 
ist die Entfernung F' Q' zweier ibrer Puntte nach Größe 
und Sinn bestimmt. Denn nicht nur für den Palij daß F' 
zwischen und Q' liegt, ist F'Q' — OQ' — OF', sondern 
auch, falls etwa zwischen P' und Q' Hegt; denn dann sind 
OQ' und OF' in entgegengesetztem Sinn gemessen und F'Q', 
ihre arithmetische Differenz, ist ihre algebraische Summe. 
Daher ist stets eine Strecke F' Q' gldch der Ähssisse des Mtd^ 
Punktes Q' mmm der Ähssisse des Anfangspunktes P'. 

Sind P' imd Q' die Projektionen Yon P und Q, so heißt 
F' Q' die Projektion der Strecke FQ. Sie ist nach dem Vorigen 
positiv oder negativ, aber unabhängig davon, oh der durch 
PQ definierte Sinn in jener willkürlichen Geraden positiv oder 
negativ heiße. Die beiden Projektionen F' Q' und F" Q" 
übertragen also zwar ihren Bewegungssinn auf die Strecke 
PQ (im Gegensatz zu QP), aber, den Fall ausgenommen, 
daß PQ einer der Achsen parallel ist, folgt daraus noch keine 
J'estsetzung, ob PQ positiv oder negativ zu messen sei. 
Solange wir nur eine Strecke PQ betrachten, hat es auch 
keinen Zweck, ihr ein Vorzeichen beizulegen, da dieses ja 
andeutet, daß diese Strecke zu einer anderen addiert oder von 
einer solchen subtrahiert werden solle. Liegt aber ein dritter 
Punkt R in der durch P und Q bestimmten Geraden, so be- 
dingt P'Q' + Q'R' + P.'P' = eine 
Vorzeiehenbestimmung der Strecken 
gemäß der Identität 

PQ+ QB + BP=-0. 
l^i I j Bilden die Punkte P, Q, S ein Drei- 

Q^ — ^ rp' Qf ' S' ji' " eck PQS oder n Punkte P, Q,S, ... T 
ein Polygon FQS ... T und denkt man 
sieh die Begrenzung in einem bestimmten ümfdhrungssinn 
vollständig durchlaufen, also nacheinander die Strecken 
PQ, QS, . . . TP, so ist notwendig die algebraische Summe 
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Umfahnings- und Drehungssinn. 5 

der Projektionen P'Q'+Q'S'A \- T' P' gleich Null. 

Einen anderen Ansdrnck liierfiir gibt der Satz: die Frojektwn 
jedes die Pimkte P imd Q verbindenden Lini^tsuges auf eine 
beliebige Gerade ist glekh der Projektion der geraden Strecke 
PQ auf dieselbe. 

Für die Messung der Winkel kann ein für die ganze 
Ebene gültiger, positiver Sinn festgesetzt werden. Man 
pflegt den Dreimngssinn des llhrseigers als negativ, den eni- 
gegengesetsten als positiv su beseicknen*) Bei unserer Wahl 
der Achsen gelangt also OX durch eine Drehung im positiven 
Sinne nacheinander mit OY, OX', OT' zur Deckung. Ist 
auf zwei Geraden der positive Sbin jeweilen fixiert, so wird 
als ihr Winkel derjenige genommen, den die gleichsinnigen 
Halbstrahlen einschließen; so ist ^ XOY ^ X' OY' = m 
der Achsenwiukel (während ^ XOY' = -^ X' 0¥= m + st). 
Umgekehrt überträgt die Angabe des nach Größe und Zeichen 
bestimmten Winkels den Sinn des einen Sehenkels auf den 
anderen, und eine Änderung des Winkels um ji bedeutet 
die Umkehrung des Sinnes auf dem zweiten Schenkel. Alle 
Winkel -^ FOQ lassen sich ausdrücken als die cdgelyraischem 
Differenzen der Winkel -^ XOQ — XOP, welche ihre positiven 
Schenkel mit einem posiUvm Anfangsstrahl machen, nämlich 
der Halbackse OX*) 

5. Koordinatenausdruck der Entfernung d zweier Funkte 
P, Q oder ^' j y', x!' \ y". 

Für den Fall, daß die Verbindungslinie der Punkte P, Q 
einer Achse parallel ist, z. B. der ^-Achse, ist PQ^P'Q' die 
algebraische Koordinatendifferenz x" — x' . Im allgemeinen 
ergibt sieh aber die Entfernung Pß ans den beiden Pro- 
jektionen P' Q\ P" Q" als dritte Seite eines durch diese ge- 
gebenen Dreiecks. 

*) Betrachten wir die Bewegung eines Punktes auf einem Ereise, 
so daß sein zugehöriger Zentriwinltel im positiven Sinn wächst, so 
befindet eich das Kreiainnere zur Linken jenes Punktes. Daher gilt 
iüberhaupt de:^emge ümfährungssinn einer nicht übers chlagenen ge- 
schlossenen Figur als positiv, bei welchem stets das Innere derselien 
dem bewegten Punkte zur Lmken bleibt. 
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Q 1. Der Eoordinatenbegriff und der Funkt. 6. 

Unter Voraussetzung rechtwiuMiger Achsen ist offenbar 
P^ = PS^+ QS", also, wegen 

PS^x" -x', SQ^y" -y', 

__.f d^^ix"-x'y+(f-y'y. 

-]S DieBntfemung einesPankteeP 

i vom Nullpunkt erhalten wir, indem 

I „ wir «" = 0, j/" = einsetzen, aus 

Denken wir in der Figur all- 
gemeiner den Achsen winkelXO i^=e) 
schief, so ist ^ QSF = % — co und es gilt 

Pq''=F8^-{^ ÖS^-2F~S- ^-cos QSF, 
wobei die Seitenlängen des Dreiecks immer absolut (positiv) 
zu nehmen sind. Man verifiziert dann für verschiedene relar 
tive Lagen von F und Q gegen die Achsen leicht, daß statt 
der Läi^en die Strecken so einzuführen sind, daß 

d^^(y^'^c(fyJr(i/'-yy+2(x"-!if)(y" — y') cos a; 
für die Entfernung des Punktes x'\y' Tom Nullpunkt speziell 

d^ ~ x'^ + j/^ + 2x'y' cos ra. 
Für OJ =■ ^ geben aus diesen Formehi wiederum die obigen 
hervor. Dabei hat die Entfernung d der Punkte selbst ein von 
dem der Projektionen unabhängiges, also doppeltes Vorzeichen, 
da ihr Ausdruck durch eine Quadratwurzel gegeben wird und 
hier natürlich die Bemerkungen des vorigen Artikels gelten. 
Wie schon hier so zeichnen sich im allgemeinen die 
Formeln bei der Anwendung rechtwinkliger Koordinaten durch 
größere Einfachheit aus. Wir werden aber im folgenden 
die hauptsächlichsten Formeln in ihrer allgemeinsten Gestalt 
geben, da die schiefwinkligen Parallelkoordinaten zuweilen 
mit Vorteil anzuwenden sind und die Spezialisierung in der 
Einführung von <" = "s- besteht. 

B. l) Die Koordinaten der Ecken eines Dreiecks sind 
3^== 2,*/'= 3; 3/'=4, y'= — 5; x"'^ — 3,f'^~Q; 
unter Voraussetzung rechtwinkliger Achsen sind die Längen seiner 
Seiten ^68, -j/öÖ, "/lOß. 
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Polar- und Parallel koordinatfin. ^ 

2) Die Langen der Seiten eines Dreiecks, dessen Ecken die- 
selben Koordinaten haben wie vorher, sind unter der Voraus- 
setzung des Achsenwinkels ¥0n 60", Y^, Y^'7, yTöl. 

3) Der Ausdruck dafür, daß die Entfernung' des Punktes x\y 
Yom PuTtUe 2|3 gleich 4 ist, lautet: (x — if + (y ~ 3)^= 16. 

4) "Der Punkt x\y ist von den Punkten 2|3 und 4l5 gleich 
weit entfernt, wenn 

(ii;-2)ä + (j/-S)ä = (a^-4)^ + (*/- 5/ oder x + y^l. 

5) Der Punkt, welcher von den Punkten 2|3, 4] 5, 6|l 
gleich weit entfernt ist, hat die Koordinaten 

^ =• !i ' J' ^™ "T ''^id die Entiernung ^-^ ■ 

6. Polarkoordinaten, Außer der Methode der Parallel- 
koordinaten zum Ausdruck der Lage eines Punktes wird noch 
eine andere häufig angewendet, die aus den Betrachtungen 
der beiden vorigen Artikel folgt. 

Ist ein fester Funkt als NuUpunkt und ein fester Salb- 
siraM OX durch ihn als NuUdrahl gegeben, so kennt man 
aus der Lage eines Punktes P seine Entfernung OP vom Null- 
punkt und den Winkel X OP. 
Umgekehrt ist durch den 
Winkel die Gerade OP und 
der positive Sinn derselben 
(§4) eindeutig bestimmt; als- 
dann wird P fixiert durch die - — 
absolute Länge OP, falls man 
dieselbe immer im positiven 
Sinn auf dem zweiten Sehenkel 
abträgt. Die Entfernung OP heißt der Vektor r (radius 
vector), der Winkel XOP die Anomalie & (das Argument) 
des Punktes P, & und r msammen die Pdarkoordinaten von P, 
da auch der Pd genannt wurde. Den Punkt P bezeichnen 
wir auch durch das Koordinaten paar ^Ir*), wofür, wenn aus- 
nahmsweise negative Vektoren vorkommen, auch gesehrieben 
werden kann &■ + !c\~ r. 

*) Die Angabe von S- durch griechische Buchataben oder in Bruch- 
teilen vou 3t (Bogenmaß) schließt eine Veiwechelucg von O ! r mit cc | y aus. 
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g I. Der Koordinatenbegriff und der Punkt. 7. 

Offenbar könnte nach Einführung eines zweiten Poles 0' 
aaf OX der Punkt P auch durch die bloße Angabe der 
beiden Anomalien XOP, XO'P eindeutig und, wie man sagt, 
iipolar bestimmt werden. So existieren noch viele Koordinaten- 
systeme, die notwendig durcheinander ersetzbar sind. 

7. Aus den Parallelkoordinaten x ] y eines Punktes P 
folgen seine Polar koordinaten ■9' | r und umgekehrt. Für 
den gebräuchlichsten Fall, wo rechtwinklige Koordinaten in 
Polarkoordinaten mit demselben Nullpunkt und der positiven 
a: -Achse als NuUaehse umzusetzen sind, ist 
ic = r cos %; y ^r sin &, 
deim X, y sind dm orthogonalen ProjeMiomn des VeMors r auf 
die A<Men. Zum umgekehrten Übergang gilt 

tga_f, r-i^FT¥'-~- 

SO daß in der Tat zu jedem Vorzeichen von r ein bestimmter 

Winkel & gehört und beide um ar verschieden sind. 

Bei schiefen Achsen mit dem Winkel JLOY = a ist 

OP:P'P = sin OP'P : sin P'OP, also 

T,, T, sin S' , ,-in; sin (m— 'S-) 
P' P = y = r-. — 7 ebenso VF' ^ x = r — r^ - 

älinlich wie vorhin. Umgekehrt ist auszugehen von 

y : X '-^ ain %■ : sin(ro — &■). 
Da dieses Verhältnis »/ : x nur von der Anomalie ■& abhängt, 
ist für die Koordinaten aller Punkte des Halbstrahles OP 
y : X ^ const. Alle Punkte mit gleichem Vektor liegen hin- 
wiederum auf einem Kreis mit dem Zentrum in 0. 

Wenn endlich der Nnllstrahl OP mit der Achse OX 
nicht zusammenfällt, sondern diese den Winkel HOX—a 
mit ihm bildet und -^ROP = &■' ist, so ist in den vorigen 
Formeln einfach # durch &' — a zu ersetzen; also für recht- 
winklige Koordinaten 

a: = r cos (#' — a), y ^r sin (%-' — a). 

B. l) Die folgenäea Gleicbungen in. rechtwinkligen Koordi- 
naten sind in solche für Polarkoordinaten zu übertragen: 
x'^+ y^=r bmx Aufl. r = 5»» cos & 
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Transfuitnation ilei Koordinaten. 9 

2) Die folgenden Gleifhungpn iE Polarkoordinaten sind in 
solche zwischen leclitwinkligen Koordinaten, umzusetzen: 
r^ sin 20 = 2a* Äufl xy = a^ 
r^ = a^ cos 2& {a^* + y^Y = «^(as^ — J/^) 

A cos -i-0 = oii x^+i/^ = {2a~ xY 

rT= aJ cos \& (2a!^+ 2j;^— axf ^^ a^{x^ -\-y^. 

8. Distanz zweier Funkte in Folarkoordinaten. Sind 
P, Q die beiden Punkte %' \ r', &" \ r", so ist nach 

FQ^= ÖP'+ ÖÖ'~20P- OQ- eosPOQ 
cP^r''^ + r"'^- 2r'r" cos (&" — &'). 
Oft werden Parallel- und Folarkoordinaten zweckmäßig 
nebeneinander benutzt. Vergleichen wir z. E. diesen Aus- 
druck für d^ mit dem in g 5 für rechtwinldige Koordinaten 
erhaltenen, so entspringt die Relation 

x's^' + p'y" = rV cos (&" — &') = r'r" cos (p^ 
aus welcher der gemeine Koordinatenaua druck für den Winkel 
ip ^ POQ folgt, unter dem die Strecke PQ Yora Nullpunkt 
aus erscheint, sobald man r', r" als bloße Abkürzungen für 



Yx'^-i- 1/% y^'^ + p"^ ansieht. 

9. Transformation der Parallelko ordinalen. Es wird 
oft notwendig, aus den bekannten, auf gegebene Achsen be- 
zogenen Parallelkoordinaten x, y eines Punktes seine Koordi- 
naten x', ?/ in bezug auf ein anderes gegebenes Achsenpaar 
abzuleiten Diese Operation wird die Transformation der 
Koordinaten genannt. Sie ist bestimmt, sobald man die Lage 
der neuen Achsen im alten System kennt. Ihr Nutzen liegt 
darin, daß man swei ganz bdiebige Q-erade der Miene als 
nme Achsm nehmen kann. 

Den allgemeinen Fall, wo sowohl der Anfangspunkt als 
die Achsen im neuen System andere Lage haben als im alten, 
können wir offenbai- stets erreichen, wenn wir nacheinander 
folgende Transformationen ausführen: erstens ändern wir 
den Anfangspunkt, setzen aber die neuen Achsen den alten 
bez. parallel voraus; zweitens halten wir den J 
fest, lassen aber die Achsen sich ändern. 
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. Der Kooi'dinatonliegriff und der Pijiikt. 10. 




Der erste Fall kann als Parallel- oder Verschiel/ungs- 
transformation gebennzeichDet werden, da das neue Achsen- 
, System a/ O'y' aufge- 

/ faßt werden kann als 

das Resultat der Pa- 
rallel Verschiebung des 
alten Systems x Oy um 
die Strecke 00'. Sind 
die Koordinaten des 
neuen Anfangspunktes 
0' im alten System 

so ist 

OF'=OE+ 0'P\, F'F=08 + F\F. 
Hat also P im alten System die Koordinaten x\y, im neuen 
aber die (akzentuierten) Koordinaten x']^, so sind die Trans- 
formationsformeln 

CK ■= a/ + a^o, y-^y' + yo; x'=x- x^, y' = y — Vo- 
Jlso werden die gleichnamigen Eoordinaien aller Pmüzte der 
Ebene um je eine (additive) Konstante geändert. 

* Man bemerke, daß die Formeln noch eine zweite Deutung 
gestatten, wenn wir a/|^' als Koordinaten eines von F ver- 
seliiedenen Punktes Q im alten System betrackten. In der 
Tat, wenn man das ursprüngliche Koordinatensystem festhält, 
jedoch alle Punkte P um Strecken verschiebt, die parallel und 
gleich 0' sind, also im umgekehrten Sinne wie vorhin die 
Achsen, so sind die Koordinaten x'y' ilu-er neuen Lagen Q aus 
jenen Formelu erhältlich, 

B. Geaügeu die Koordinatoa eines Punktes der Relation 
^^ -h y^ — i^ — 62/^18» so verwaadelt sicli dieselbe, wenn 
der Anfangspunkt nach 2|3 verlegt wird, in a;'^ + «/'^= 31. 

10. In dem zweiten umfassenderen Fall sind die Ächseu- 
richtungen beliebig verändert, während der Nullpunkt fest 
bleibt. Sind x, y die positiven alten Achsen mit dem Winkel o) 
und bilden die neuen Achsen x', y' mit x bez. die Winkel 
■^ X, x' '^ a, ^ X, y' = ß, so ist der neue Achsenwinkel -^ x', y' 
= ra' = (5 — K, und die Winkel -^ a^, */ = ra — a, ^y',y = a—ß. 
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TranEformatiün durch Dreliniig-. W 

Man erhält nnn die Transformationsformeln am ein- 
fachsten dadnreh, daß man die gebrochenen Züge OP'P 
und OP[P auf die Normalen 
von P zu den alten Achsen ortho- 
gonal projiziert und den Satz des 
§ 4 anwendet. Unmittelbar hat 
man MP durch die alten und 
durch die neuen Koordinaten 
ausgedrückt als 

MP = JIP\ + SP 
^0P\ ainßOP',4- P\PsmSP,P 

oder j/ sin (0 = x' sin « + i/' sin ß. 
Die Normale von P auf die j/-Achse erhält man offenbar, indem 
man p, a, ß bez. ersetzt durch x, a ~ a, a» — ß, also 

^ sin M = x' sin (cj — «) + y' sin (ra — ß). 
Diese Formeln gelten allgemein, nicht nur bei der Annahme 
der Figur, wo a, ß, a positiv und ra > ^ > ß ist. Fällt z. E. 
y' jenseits von y, so ist j5 > ra, also a — ß und sin (ra — ß) 
negativ einzuführen. 

Der analytische Ausdruck der Koordinatentransformation 
bei festem Nullpunkt ist also der, daß die x\ii ersetzt werden 
durch homogene lineare Funktionen der x'\y', deren Koeffi- 
zienten von drei Größen a, ß, to abhängen. Man erMIfc auch 
die umgekehrte Transformation direkt in analoger Form. 

Endlich entspringen aus der Aufeinanderfolge der beiden 
bisherigen Schritte (§ 9) für die allgemeinste Koordmaien- 
tramsformation die Formeln 

(x — %) sin (0 = a/ sin (ra — ß) -|- y sin (co — ß) 
{y — %) sin 0) = a^ sin ß + ^ sin ß. 

B. l) Man bilde die umgekehrte Transformation durch Auf- 
lösung der dircMen unter Beachtung der Relation 

sin co' sin m = sin ß sin (a — k) — sin ü sin (ro — ß). 

2) Bei jeder Transformation ist 

x:^+y^+ ^'xy cos CO = «'^-f y^4- Sa^V'cos Kl'. 
Denn , setzen wir x' sin a -j- !/' sin ^ = L, x' cos k -f- j;' cos (5 ^ M, 



können die all; 



Transformationsformeln gesehrieben 
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12 I- T>er Koordinatenbegriff und der Punkt. 11. 

werden y sin m — L, a: sin to = jlf sin » — X cos a ; also ist durch 
Quadrieren and Addieren x^ + y^ + xy cos m = i^ + M^, ander- 
seits aber durch Auflösimg der Ansätze 

i2+ lfs_r'3+ /2+ '':r'/ cos f/°- ) 
'^lehe a ich d p Beisj lele z i? 2 "> 

11 Der zweite Transfoimationsfall umfaßt e nige wich- 
tige Spezialfälle die sieb aucb kurz diiektuuterauchen lassen. 
Oft ist von bckufm FataUelloojdit afen « lecItuinUigm m 
ttaubfoimieieii imtei BebphaUung lei x iclse Daziistin den 
allgemeinen Foimeln nir einzusetzen a = j3 ^ - i aber 
ebenso leicbt liest man aus der Figui des § 10 di ekt ab 

JI/P = y-/sn(a OJlf= 1 =j + /cos o 

und umgekehit y s u tu = / x sin (o = i sin et — «/' cos ra. 

FiU« das alte und das neue Aubsenpaai denselben Winkel 

f) = (0 emscbbeßt s kinn m^n das neue als die um den 

Winkel a~^ ^ediebteLage 

des alten betrachten. Hierin 

ist insbesondere für o = , i 




ß ^-ä+ & inbegriffen: die 

IransformaUon von recftt- 

!c winkligen Koordinaten dii/rch 

Drehimg des Achsensystems 

Ulli einen Winkel &. Man erhält auch direkt aus der Figur 

wegen 

x^OB^SP\, y^RP\+SF, 
X = j} cos & — '>/' sin &, y = x' sin & -^ y' cos ■&. 
Die Äofloaungen dieser Gleichungen nach x/, y' entstehen 
natürlich durch die Vertauschung von x, y, & mit 3?, ^, — & 
bez. Man nennt diese den Drehungen eines reehtwinkUgen 
Achsen Systems entsprechenden Koordinatenrelationen ortho- 
gonale Transformationen. Sie haben die in 
a;3 _|. y» ^ ^s _|_ y'i 

enthaltene Eigenschaft, die Summe der Koordinafcenquadrate 
nicht zu andern, was geometrisch daraus folgt, daß beide Aus- 
diucke das Yektorquadraf desselben Pimktes darstellen (§ 5). 
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Orthogonale Transfonaatioueii. 13 

Zu beachten iat, daß, wenn der Drehungssuin der gleichen 
Achsenwinkel a;', y' und x, y nicht übereinstimmt, in den all- 
gemeinen Formeln zu setzen ist w' = — o oder ß ~ & — a, 
bei rechtwinkligen Koordinaten ß = & — —■ Die zu letzteren 
gehörigen Formeln erhält man offenbar nicht durch eine 
bloße Drehung, sondern, indem man nach Änsführung einer 
Drehung des rechtwinkligen Achsensystems die positive und 
die negative Halbachse der y' miteinander vertauscht, also 
mit einer orthogonalen Transformation die einfache Eraetznng 
von y' durch — y verbindet. Man nennt diese Transforma- 
tionen X ^ x' cos 9" + ;/ sin &, y — x' sin & — y cos & un- 
eigentlich orthogonale. Für ihre algebraische Theorie verweisen 
wir auf die § 86 genannten „Vorlesungen" Art. 43f 

B. Aufy. l) Die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes 
genügen der Relation ^^— x^~ Q; wenn die Halbierungslinien 
der Aehsenwiukel das ueue Achsensystem bilden, geht diese über 
in x'y' = 3. 

2) Die Formeln für die Transformation von gegebenen schiefen 
Achsen au den Halbierungslinien der Achsen winkel als neuen Achsen 
sind ailgemeia (a •= — i ß => — i^); 

a; sin (0 •= a;' sin 1^ — »/' cos ^ . y sia m = x' sin ^ + «/' cos y- 

3) Transformiert man die Gleichung 23;^— öa;^ -f- 2^^= 4 
von einem Achsensystem w^-^ zu rechtwinkligen Achsen unter Bei- 
behaltung der ic-Aehse, so wird sie ^sf^ — Tx'y'f/^ -\- I0y'^= 6. 

» 12. Die Formeln für die Transformation von einem 
rechtwinkligen Achsensystem zu einem anderen gestatten offen- 
bar wiederum eine aweite Auffassung (vgl. § 9). Denken wir 
das Achsensystem a;,)/ fest und x\y',s^\y', als Koordinaten ver- 
schiedener Punkte P, Q in bezng auf dasselbe. Ist dann 
QiQs ■ ■ ■ eine beliebige Figur der Ebene, die durch eine 
Drehung um den Winke! 3" um den Fixpunkt mit einer 
kongruenten Figur P^P« ... zur Deckung gebracht werden 
kann, so sind die Koordinaten x^ly^, x^ly^, ■ ■ ■ aus den auf 
dieselben Achsen bezogenen Koordinaten ^i\y\, ^^\y'i, -■■ 
vermöge der Gleichungen zu berechnen x = x' cos & — y' sin %; 



y Google 



14 !■ Dev Eoordinatenbegriff und der Punkt. 13, 

y = a/ sin 9- -I- »/' cos S-. Demgemäß verwandelt die orthogonale 
Transformation eine gegebene Figur in eine (gletchsÜmmig) 
hmgruente Figur. 

Da ferner die Punkte xf \ y' und z' \~ y' symmetriscli 
zur y-Acliae liegen, so Terwandelt der Zeichenwechsel der 
Ordinate jedes Pmiktes einer Figur dieselbe in eine ihr aym- 
metrisctie. Auf ein festes Koordinatensystem bezogen, ent- 
spricht vermöge einer imdgentlick orthogfmalen Transformation 
einer gegebmm, Figur eine symmetrisch gleiche (xmgldchsiimmig 
hongruente). 

Da aber bekanntlich eine ebene Figur durch eine Drehung ■& 
um einen Fixpankt Xq I y^ mit jeder ihr kongruenten Figur der 
Ebene zur Deckung zu bringen ist und auch die allgemeinste 
Lagenveränderung des Koordinatensystems von diesen drei 
Konstanten a^| ä/o, * abhängt, so kann auch jede ebene Figv/r 
in eine bdiäiige ihr hmgruente oder symmetrisch gleiche ver- 
wandelt werden, iitdem man die Koordinaten ihrer Punkte, tmter 
passender Wahl der Konstanten, durch nach den aUgemeimm 
Formeln transformierte Koordinate ersetz. 

Endlich bleibt noch der Fall zu betrachten, daß auf den 
fest gewählten Achsen der Maßstab geändert wird. Steht die 
neue Längeneinheit zu der alten im Verhältnis k : 1, so sind 
die Koordinaten a: j y eines Punktes in der neuen Einheit 
X — ha!, y = h^, d. h. die Koordinaten ändern sieh pro- 
portional. Tragen wir statt dessen zu gegebenen Koordinaten 
x' I y die proportionalen x\y in der unveränderten Einheit 
auf, so ist der Vektor von P das Ä:-fache des Vektors von Q 
und 0, F, Q liegen in gerader Linie (§ 7). Die Figureit 
der FunMe x'\t/ und /ca/|Aj/' heißen dann ähnlich wnd ähtdich 
gelegen oder homofhehsch und die zugehörige Koordinaten- 
relation die. AlinltfJilce^tsttansformation. 

13. Teilverhaltnis eines Punktes In einer Strecke. Eine 
Strecke AB wiiä duich einen Funkt C ihrer Geraden im Ver- 
hältnis «1 : % gdeÜt, wenn die Teilstrecken AG : CB in diesem 
VerhäU/nis stehen Nach dieser Definition hat man die Teil- 
strecken so zu messen, daß ihre Summe gleich der geteilten 
Strecke, J.C + CB = AB, ist Somit bestimmt jeder inner- 
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TeilTerhältnis in der Strecke. 
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halb der Strecke AB gewählte oder innere Tmlpunkt C, ein 
positives TeÜverhäUnis AG: CS, jeder in eine Verlängenmg 
von AB fallende oder äußere Teil/purilzt ein negatives TeÜ- 
verhäUnis, denn die Teilstrecken haben im ersten Fall gleiche, 
im zweiten verschiedene Vorzeichen.*) 

Werden nun A, B, C durch parallele Strahlen auf irgend 
eine Gerade nach A', B', C projiziert, so ist nach elemen- 
taren Sätzen A' C i C S' = 
AG : GB, A. h. das TeilverhäUnis 
vmrd durehParallelpro^eUion nicM 
geimdert. Haben A, B die Koor- 
dinaten iBi I J/i , a-g I y^ bez, , so 
können die Koordinaten 
des Teilpunfetea C zu jedem 
Teilverhältnis n^ : Mj bestimmt werden. Denn die Projektionen 
auf die Achsen geben 

Wj : %= Ä'C' : C'B' ^ x' — x^ix^ — x', 
ebenso ^i- %= ^' — y^- Vi — 2l' ', 

Die ersten Formeln liefern zu jedem Pankt C der Greraden 
AB das Teil Verhältnis, die letzten zu jedem beliebigen Ver- 
hältnis «1 : Mj die Koordinaten des zugehörigen Teilpunktes. 
Somit ist jeder JPimkt der Geraden AB eindeviig hestimmhar 
durch die Verhalfmsisahl v = n^: n^, nach welcher er die 
Streclce AB teilt. 

Verfolgen wir die Orts Veränderung des Teilpunkfces C, 
wenn wir das Teilverhaltnis v von Null in ille j ositiven 
und negativen Zahlweite annehmen Ia«Ln iur i =0 

) In ler Blementaigeometne pflegt man nui den innertn Te 1 
puntt einer Strecke ai betracbten unl sein ledveih Itma als eme 
positive Zalil anzugeben In den Jehrbu:,hoia der aEalytischen &eo 
metrie findet man öfter« iie oV ge Definition al „eändert m b, « = 
AC:BC 1 h man hitte de Teilstrecken jeweilen von den Eni 
punkten dei "^t ei..ke nach dem T ilpunkt Jim zu mess n Man hit 
alsdann nui jewoilen die Teilveihiltnisse des Textes mit entgegen 
gesetztem "^ nraei hen z lesen 
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16 I. Der Koördiiiatenil)egriff luid der Punkt. 13. 

(Wj = 0) fdlit C mit A zusamnien; nimmt v positive wachBeade 
Werte aa, so entfernt sieh G ■con A und nähert sieh S, 
so daß zu V = -f 1 (»jj = iig) der Mittelpunkt M von AB 
gehört; aher erst für v — -\- om (fi^~ 0) erreicht C den 
Punkt B. Da dies auch für v = — oo geschieht, so müssen 
diese Verhältnis werte + oo ebensowohl als identisch betrachtet 
werden wie die Werte ± 0. Für wachsende negative (also 
absolut abnehmende) Werte von v entfernt sieh G als äußerer 
Teilpunkt immer mehr von B, solange v< — 1 («^< — n^); 
dagegen entfernt sich G in entgegengesetztem Sinn als äußerer 
Teilpunkt immer mehr von A, wenn v von Null an abnimmt, 
aber v > — 1 (w^ > — %) bleibt. 

Zu jedem Wert des Teil Verhältnisses v können wir also 
den zugehörigen Teilpunkt in endlicher Entfernung angeben, 
nur nicht zu v = — 1 (ra^ = — m^) , für den a; = oo, »/ = oo 
wird. Nennen wir nun Pimkte mit unendlich großen (co) 
Koordinaten unendlich ferne Punkte, so werden wir zu der 
Annahme geführt: in jeder Geraden der Ebene liegt nm ein 
mtsiger unenMch femer Punkt Denn, gehört so bezüglich 
jeder endlichen Strecke der Geraden zu jedem Teilverhaltnis 
v^ — 1 ein einziger Pnnkt in endlicher Entfernung und 
umgekehrt, so müssen wir auch für den Teilverhaltnis wert 
j, _ „ 1^ den nur ein unendlich femer Punkt erzeugen kann, 
den Satz von der Eindeutigkeit der Bestimmung derselben 
noch gültig voraussetzen, sofern sich keine Widersprüche 
daraus ergeben. Wir haben gesehen, wie ein beweglicher 
Punkt den Punkt oo in beiderlei Sinn erreichen kann, daß 
also die Gerade als eine im Unendlichen geschlossene Linie 
t sein wird. 



B, l) Die Koordinaten des Mittelpunktes der Verbindungs- 
linie der Punkte x'[y', x"y" sind ai == ■ — ^ — > y= ^ ■ 

2) Die Mittelpunkte der Seiten des Dreiecks, welches die 
Punkte 2 I 3, 4 | — 5, — 3 | — 6 zu Ecken hat, sind i | — y, 

3) Die Verhindungslinie der Funkte 2 ' 3, 4 | — 5 ist in drei 
gleiche Teile geteilt, der dem ersten Punkte zuDächst liegende 
Teilpunkt ist ^ j y. 
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HMtnonisene Teilung. 17 

4) Die Ecken eines Dreiecks sind 3^\y\ a/'|«/", x"'\y"'\ der 
Punkt, der das erste Dritteil der Verbindtuigslime einer Ecke 
mit dem Mittelpunkte der Gegenseite angibt, hat 

a^ = i{^' + ^' + ^"). ä* = i (/ + ;'" +y"0- 

5} i'ür das in 2) gegebene Dreieck ist der Punkt {Schwer- 
pimk{), in welchem sich die Verbindungslinien der Ecken mit den 
Mittelpunkten der Gegenseiten (Mittellinien des Dreiecks) be- 
gegnen, 1 I — f- 

6) Bestimmen C, D in AB die TeilYcrhältnisse x, v, so 
igt {v + l)(y' + !)■ CD = ('i^ — v)ÄB. Also folgt für einen 

Punkt fi, für den ÄE:EB= v" ist, J^ = -^"^ : 4x7' 

7) In einem Dreieck ist eine Seite in dem Verhältnis n^:n^ 
und ^e Verbindungslinie dieses Teilpunktes mit der Gegenecke 
in dem Verhältnis «j + «^ : jJj geteilt; die Koordinaten dieses 
letzten Teilpunktes sind 

„^-|-^+„^ ' !) «,+ 5!, + », 

14. HarmoDiaohe Teilung oiner Strecke. Zu eiuem nur dem 
absoluten Wert v nach gegebenen TeÜTerhältnis einer Strecke 
AS gibt es einen inneren Teilpuntt mit AC : (7B = % : %, 
und einen äußeren Teilpuntt D mit AD : DU = — w^ : n^. 

Aus den Koordinaten von C in § 13 folgen also die von 
D durch Einführung von — v statt v und ebenso umgekehrt. 
Aus dem ersten Punkt folgt der zweite in derselben Weise, 
wie aus dem zweiten wieder der erste; eine solche Eigen- 
schaft einander zugeordneter Punkte heißt Vetiausehbarkeit. 

Zwei Funkte G, D, die eine Strecke AB nach mtgegen- 
gesetst gleichen Verhäl^issen teüen, Imßen em Paar konjugiert 
harmonischer Funkte in hesug auf das Punktepaar AB. Von 
den Punktepaaren AB und GD teilt jedes das andere har- 
monisch, denn aus der Proportion AG \ GB ~ —. AD : DB 
folgt auch GA: AB ^ — CB: BD oder die in bezug auf 
beide völlig symmetrische Bedingimg der Jmrmonischeti Lage 
von AB imd GD: 

AGBD + ADBC^O. 

Hannonische Paare AB, GD trennen sich, d. h. zwischen 
den Punkten eines Paares liegt stets ein Punkt des anderen. 
Bleibt AB fest und durchläuft die sanze Gerade, so nimmt 
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18 I, Der Koordinatonbegi'iff und der Punkt. 14. 

auch der konjugierte Punkt D jede Lage einmal an, und zwai- 
nähern sich beide jeweilen demselben Endpunkt der gegebenen 
Strecke von entgegengesetzten Seiten her, da sie ja durch 
ihn getrennt bleiben, und fallen für »i = in A, für «3 = 
in B zusammen. Bei Miüe M pvner Strecke AB (»i = Ws) 
ist Jiarmimiseh' 'konjuffinf dei ^^^ Punkt (^i= — ^i) H'if^ Ge- 
raden. Somit erscheint die Halbierung einer Strecke als ein 
Spezialfall ihrer harmonischen Teilung. 

Die harmonische Lage zweim Pmiktepßcwe .überträgt sich 
<mf. alle Are Paral}dprojä.tKymn, da diese kein Teil- 
TerMltnis ändern. Auf der i» -Achse gemessen, hat daher die 
obige Bedingung haimonischei Lage der Paare x^\%j-^, x^\y^ 
und x'\y', x"\y" den Ausdruck 

(^ _ ^^) (^r' _ ^) + (:," _ ^^) (^' -x,)^0 
oder 3^x" + x^x^ — t (^' + ^') C^i + ^s) ^ ^^ 

Statt erat durch Koordinatentransformation ^ 5 als neue 
AbszJssenachse einzuführen, können wir uns weiterbin einfacher 
nur auf die Ächsenprojektionen der Punktepaare AB, CD 
beziehen. Die symmetrische Relation drückt jede der vier 
Abszissen durch die drei anderen linear aus, z. B. -wenn 
j(=^>i^ die Abszisse des Mittelpunktes M you AB ist, 



Die Einführung von ii formt die allgemeine Relation um in 

(x' - u) (^' ~U) + (x, - u) (x, - u) --= 0; 
mit der Bedeutung 

MG ■ MD + MA ■ MB = 
oder MO ■ MD^MA'^ MB\ 

Siiut AB, CD hm-nioniscJie Paare, so ist das Produkt der Eni- 
fermmgen von G, D vom MUtelpimkt des Paares AB gleich 
dem Quadrat der halben Entfemtmg von Ä vm,d B. Umgekehrt 
liegen also alle Paare von Punkten, deren Entfernungen von 
einem Punkte M ihrer -Geraden ein positives konstantes 
Produkt p^ ergeben, harmonisch zu einem Paare von der 
Mitte M und den Abständen +^, — p. 
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15. Qleiohung des Pwnktepaarea. Die VertauscJibar- 
keit konjugiert harraonisclieY Punkte tritt in den Abszissen- 
relationen des TOrJgen Paragraphen darin herYOr, daß die- 
selben die Abszissen der konjugierten Punkte a/, x" und x^, x^ 
nicht einzeln^ sondern nur ihre Summe und ihr Produkt 
enthalten. In der Tat sind aus 

_ SM ^ W 

die beiden Zahlenwerte x^, x^ bestimmbar als die beiden 
Wurzeln der quadratischen Gfleichung 

tx^ — 2ux + w = 0, 
nämlich in den beiden äquivalenten Formen 

'^ t ~ M + y„e_(^' 

in welchen tv' — tw = D die Dish-imm<mtß der Gleichung heißt. 
Demnach können die Ähszissen der Punläe eines Paares 
als Wiirseln einer guadratisehen Gleichung definiert •werden, 
wie die Abszisse eines einzelnen Punktes bisher aus einer 
Umaren Gfleichung x = a erhalten wnrde. Einer besonderen 
Erläuterung bedürfen offenbar nur die PäUe, wo eine der 
Wurzeln oder oo sein soll. Wenn in der obigen Gleichung 
der Koeffizient w; = ist, so betrachten wir sie immer hoch 
als eine quadratische Gfleichung, deren eine Wurzel x = 
ist, während die andere aus ia; — 2m = folgt. Nun kann 
aber dieselbe quadratische Gfleichung auch in der Form 

geschrieben werden und wir haben sie also ebenso beim Ver- 
schwinden von t noch immer als eine quadratische Gleichung 
zu betrachten (nicht als eine lineare), von deren Wurzeln die 
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20 I- Der Eoor<liiiateiibegnff nn l lei P iilt l'. 

eine den Wert 1 : 3: = oder a; = cv die audeie iLei deu 
Wert 1 : X = 2u : w oder x = w ■.2u hat Dasselbe Resultat 
ei^bt sich auch aas der Betrachtung dei beiden aufgelösten 
Formen, da sich in denselben die Diskiimmante D, je kleiner 
w oder t werden, dem Werte m^ nähert Somit wird ein 
Pimktepaar, das den oc Punkt enthält, dui^h eine quadratischi 
Gleichung i) ■ x^- 2ux + w =^0 

dargestellt, die scheinbar linear ist. 

Setzen wir nun auch x -^ :i^' — 2u' it', x' s^' = lif : t' , 
so daß t' x^ — 2ih' X -\- w' ^ 

;£, a/' als Wurzeln liefert, so kann äw Sedinffung der har- 
monischen Lage i>on x', ^' miä Xj, x^ m den Koeffisienien der 
die Paare definierenden Gleichwigen geschrieben werden als 

^4-y — 2yy =0 oder 2tn^ ^tv^ + ivt'. 

Zu zwei gegebenen Paaren kann unter Umständen ein 
drittes gefunden werden, das beide gleichzeitig harmonisch 
teilt; haben die Paare z.B. einen gemeinsamen Mittelpunkt Jf, 
so ist itf cx> das gemeinsame harmonische Paar. Der algebra- 
ische Ausdruck des Problems ist die Bestimmung der Koeffi- 
zienten t, u, w der Gleichung tx^— 2ux -\- lo = des dritten 
Paares aus den Bedingungen 

2mm' = tw'+wt', 2tm"=tw"+wt", 
welche ausdrücken, daß die Gleichungen mit den Koeffizienten 
t', u', tv', bez. t", u", w" zu jenem harmonischen Paare dar- 
stellen. Die beiden Relationen sind in m : i, io:t linear, hefern 
für sie also stets ein einziges reelles Paar von Lösungen. 
Durch die Einsetzung derselben in die Gleichung des dritten 
Punktepaares erhalten wir als den eindeutig bestimmten Aus- 
druck des Problems 

{u't"—t'v!')x^+ (i'v/'- w't")x + (w'u" -u'ti/') = Q. 
Wir wollen vorläufig auf die Diskussion der Bedingungen, 
unter welchen diese Gleichung reelle Wurzeln hat, nicht ein- 
treten und nur bemerken, daß sich aus weiteren Betrachtungen 
(§ 95) der Satz ergeben wird: Ztvei Punktepaare hesUz&n ein 
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finäre Punkte, 21 

(reelles) Paar, wmn sie einander 
nicht irennmt. 

Jedoch wollen wir uoch den algebraischen Ausdruck für 
den Fall direkt suchen, wo als das zweite Paar der Mittel- 
punkt M des ersten Paares AB und der oo Punkt gegeben 
ist Lautet die Gleichung des ersten Paares (( = 1 gesetzt) 
x^ — 2ux -{- w — 0, so ist u die Abszisse des Mittelpunktes M. 
Ein zum zweiten Paar Mco harmonisches drittes Paar muß 
ebenfalls M zum Mittelpunkt {u' = u), also die Gleichung 
haben x^ ~ 2ux -\- w' = 0. Dasselbe ist auch zum ersten 
harmonisch, wenn w' ans w + i«/ =2uu' = 2u^ bestimmt 
wird; die gesuchte Gleichung ist somit 

x^—2ux + 2u^—w = 0. 

B. l) Zu den Paaren von den Abszissen 1|3; 6|8 liegt das 
Paar x^ — 9iB + 15 = gleichzeitig hannonisch. 

2) In bozug auf Oj— 2; l| — 5 sind gleichzeitig konjugiert 
harmonisch y (5 + y 5)- 

16. Imaginäre Punkte. Wenn wir auch jedes Punkte- 
paar einer gegebenen Geraden durch eine quadratische 
Gleichung zwischen den Abszissen darstellen können, so wissen 
wir doch noch nicht umgekehrt jede solche Gleichung als 
Ausdruck einer geometrischen Beziehung zwischen Punkten 
zu interpretieren j sondern erst solche mit reellen Wurzeln. 
Nun hat die Algebra, um ihren Sätzen Allgemeinheit und 
Einfachheit des Ausdrucks, ihren Aufgaben die Lösbarkeit 
zu sichern, das Gebiet der reellen Zahlen zu dem Gehi^ der 
komplexen Zahlmi erweitert, indem sie neben den reellen die 
imaginären Einheiten ± i durch die Definition i®= — 1 ein- 
führte. Alle komplexen Zahlen werden in der Form u -\- iv 
erhalten j wenn «i, v alle reellen Zahlwerte durchlaufen. In 
diesem Gebiet hat jede algebraische Gleichung zweiten Gfrades 
ax^ -\- 2hx 4- e = zwei Wurzeln, und zwar, unter Voraus- 
setzung reeller Koeffizienten, zwei reelle, zusammenfallende 
oder komplexe Wurzeln, je nacbderh die Diskriminante 
D = &^— »e positiT, Null oder negativ ist; dabei heißen die 
Wurzeln im letzten Fall insbesondere konjugiert imaginär. 
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als komplexe Zahlen x ^ u •}- iv, x = u — iv, deren Summe 
und Produkt reell ist: x + x ^ 2u, xx = ^l^ + v^. 

Wir werden weiterhin vielfach, zucäcbst am Problem 
des vorigen Paragraphen erkennen, daß wir diesen Sprach- 
gebrauch der Algebra auch auf die Geometrie übertragen 
müssen, um in sehr vielen FäUen ihre Sätze allgemein, ein- 
fach und streng ausdrücken zu können. Auf diesem Stand- 
punkt der Entwickelungen ist klar, daß in der Koordinaten- 
geometrie der geometrische Punkt TöUig durch zwei reelle 
Zahlen ersetzt wird und daß es durchaus folgerichtig ist zu 
sagen: wir fuhren, avich für ein Koordmatenpaar, das aus hrm- 
plexen Zahlen J^esteht, eme geometrische Bezeichnung als imagi- 
närer (idealer) Pimkt ein. Kofi^ugifiH heißen insbesondere solche 
imagimäreTimMe, derenKoardinaien b^e konjugiert imaginär sind. 

Wir Äaie« gemäß dieser Definition die fikr die geomeirischm 
Besiehtmgen reeller Fmikte gefundenen algebraischm Ausdrücke 
«fo öMtfÄ für die imaginären Funkte gültig anztmehmen und für 
diese die geometriscken Segriffsbildungen entdeckend su er- 
w^tem. Es mögen x | y irgendwelche komplexe Zahlen (reeUe 
inbegriffen) bedeuten, und x | y seien die zu ihnen kon- 
jugierten Komplexen. Es soU dann stets die Abszissendifferenz 
a/'— a/ eine Strecke, und zwar die Projektion der Strecke 
3^1«/', x"\y" definieren. Reelle Entfernung besitzen also nicht 
nur reelle Punkte, sondern auch solche imaginäre, deren 
gleichnamige Koordinaten in dem rein imaginären Teil (iv) 
übereinstimmen; rein imaginäre Entfernung haben konjugiert 
imaginäre Punkte untereinander und von ihrem stets reellen 
Mittelpunkt - - "t ^ - ^-i^- Wenn ein dritter Punkt x^ \ y^ 
mit x^ I j/(, % I j/j allgemein das TeilverMItnis bestimmt 
a^ — iCj : a^g — a^ -- l/g — j/j : )/y — «/g , so wollen wir, auch wenn 
dasselbe einen komplexen Wert hat, sagen, der Punkt x^\y^ 
sei ein Teilpimfet der Strecke x^\y,, x^ly^ in der durch 
diese beiden bestimmten Geraden. Wir erkennen also: in 
jeder reellen Geraden liegen imaginäre Pu/nkte, und zwar zwei- 
fach unendlich viele, die erhalten werden, wenn das Teil- 
verhältnis auch jeden komplexen Zahlwert annimmt (vgl. § 13), 
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Ein Paai' konjugiert imaginärer Punkte wird durch eine 
quadratische Gleieliung mit reellen Koeffizienten dargestellt. 
In bezug auf jedes Paar reeller oder konjugiert imaginärer 
Punkte bildet daher mit jedem reellen ein reeller, mit jedem 
imagmaien der konjugiert imaginäre Punkt ein harmonisclies 
Paar , denn nai (x — u)(x — u) kann zugleich mit u reell 
sein, wie die Bedingung harmonischer Lage in § 14 ea ver- 
langt Das ProbJem des § 15 liefert zu zwei reellen Glei- 
chungen eindeutig eine dritte reelle Gleichung. Somit ist das 
zu swei wülkmUck gegebenen gMchseüig harmonische Paar 
oolhg eindeutig äwch dieselbm mit definieri, selbst wenn es aus 
koniugiert imaginären Punkten besteht. 

ftl7 Darstellung imaginärer Punkte aus ihren Koordi- 
naten. Dei imaginäre Punkt kann in keiner Weise direkt 
geometrisch veraas chaahcht werden, solange die reellen 
Koordinatenpaare die reellen Punkte der Ebene bedeuten.*) 
Unter einer geometrischen Darstelltmg eines imaginären Pimkies 
harni mcm nw die Angabe solcher reeller Ptmkte verstehen, die 
SU seiner fiir geometrische Konstrttktionen verwendbaren Definition 
atisreichen. Die Möglichkeit, ein Paar konjugiert imaginärer 
Punkte durch reelle zu definieren, eröffnet aber die Schluß- 
anwendnng von § 15: su einem Punktepaar von der Gl&.chung 

%^ - 2ux ■\- w -^ 
existiert stets ei/n v/nd nur ein harmonisches Paar mit demselben 
Mittelpunkt ti, von der Gleichung 

x^— 2ux + 2m^- IV = 0, 
Ist die Diskriminante der ersten Gleichung positiv m^ — ic == v^, 
ist also das gegebene Paar reell und hat die Abszissen u + v, 
so ist die Diskriminante der zweiten Gleiehuns 



•) 8o ist die beltannte Gaußsche Darsteünug der komplexen 
Zalilen x = u-\-iv durch, die reellen Punkte von dea rechtwinkligen 
Koordinaten m|« nicht im Sinn der Euklidsohea Geometrie geometriacli 
au nennen, denn sie interpretiert nur eine Variable im algebraischen 
Sinn. Diese Interpretation hat mehrfach an der irrigen Anschauung 
geführt, der Punkt von den Koordinaten u-\-iv \ liege nicht in der 
a:-Achse, während er doch die Strecke ii | 0, ii | teilt. 
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ne^at v — {^ — ) = — +(=— unl las ab 
geleitete Paar bestellt au^ len koiiiUj,iert maginaien Punkten 

boimt bf das Ftat dpt Pmlie mü dm l n^ugtM imag 
naren Jbsztsspn t + n eindeiUg Ufmett ditcif das }eeüe Paa 
Von t^ Ahs'tssen m i u als das Paa iie!cli": bi diespm m J 
dem aus dem MiUdpuiAt u imd dem <x> Punkt lestämicn 
Pacte gleickieifig harmon seh hegt Setzen wir 

X — u -\- iv, ä' = w — i«, X = ZI -^ V, X^u — V, 

so folgt — — 

a! + ^ X + X _ x-x _ X-X 



Wir können etwa die Punlite X, X das Stelhertreterpaar der 
Punkte X, x nennen. 

Um endlich ancli die konjugiert imaginären Punkte x und x 
voneinander zu unterscheiden, wollen wir festsetzen, i3aß dem 
Sinne XX in der durch das Stellvertreterpaar begrenzten 
Strecke auch der Sinn xx in der imaginären Strecke ent- 
sprechen solle. Alsdann genügt die Festsetzung, daß der 
Sinn des Stdhertreierpaares den En^unJct der imaginären 
Strecke charakterisiere, der positive Sinn XX also den Punkt x 
mit positivem imaginären Teil (m -f iv, wenn v > 0), XX 
dagegen x. In der Zeichnung wird der Sinn durch einen Pfeil, 
in der Schreibung durch die Aufeinanderfolge angegeben, 
wobei die im reellen Gebiete nur stell- 
vertretende Bedeutung etwa durch bei- 
gefügte Klammern angedeutet werden 
mag, also 

x = \X,X], x = {X,X]. 

Jetzt können wir jeden Punkt 
von gegebenen Parallelkoordinaten 
X ^ u -^ iv, y = u' + iv' in reeller Form eindeutig darstellen. 
In der Abszissenachse ist 

» - (X, X| - 1« ~v,u + V], 
in der Ordinate nach se 
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Darstellung imagiaSier Punkte. 25 

v-{Y, ri-1»'-/, »' + *-'|, 

also ist x\'ij dargestellt durch 

\Z',Z]-\u^v\v:-v\u + v\„<+v\ 
In der Tat ist x\y davon unterschieden als [Z, Z'], x\y als 
{Z'", Z"\ und x\y ala {Z", Z'"]. Zugleich sehen wir, daß 
je 0wei Icot^gierl imaginäre PunMe x\f, x\y eine reelle Ver- 
hmdimgsfferaäe ZZ' hesUwmen, tvelcke ihr reeller Träger heißt. 
Somit wird ein imagina/rer Punkt der JEbme dndeuMg &m- 
gestdlt dwrdh Angabe seiwer reuen V&Mndv/ngshnte mit seinem 
Konjugierten, eines Sinms in derselben, und des SteUvertieter- 
paares. Wir werden an anderer Stelle (§ 96) diese Methode 
als die symmetrische Form eiuer zuerst von Staudt gegebenen 
Definition erkennen und mit derselben geometiisch operieren 
lernen, wofür hier einige elementare Beispiele schon gegeben 
werden iiönnen.^) 

B. l) In bezug auf das imaginäre Paar a + lii (vom Mittei- 
punkt a) ßuclet mau den zu dem reellen Punkt x' konjugiert har- 
monischen x" aus der Gleichung (| 14) 

(a/ — «) Qc" - ß) = (iif = — b\ 
Derselbe ist also bezüglich a der symmetrische zu dem konjugiert 
harmonischen von a/ ia bezug auf das Stellvertreterpaar a ± b. 

2) Dieselbe Gleichung liefert die reelle Definition eines zu 
einem reellen Paare x', x" harmonischen Paares, dessen Mittel- 
punkt awischen x' und x" liegt. 

3) Zu einem gegebeneu imaginären Paar [a + i] das har- 
monische Paar c ±ä von gegebenem Mittelpunkt zu finden, lehrt 
die Gleichung (c — a)^-|- b^ = d^. 

4) Man verifiziert nach § 13. daß a±bi die Strecke a±b 
harmonisch teilt im Verhältnis + i- 
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Zweites Kapitel. 
Der Gleiclmiigsbegriff und die Gerade. 



18. Eine Gleichung zwischen den Koordinaten definiert 
m geometrisehen Ort. Wenn die auf gegebene Achsen 
1 Koordinaten x\y unabhängig voneinander beliebige 
Werte x ~ a, p = h annehmen, so entspricht der Geaamtheit 
der Wertepaare der beiden unabhängigen Veränderhclien 
(Variabein) die üesamtlieit der Punkte der Ebene und nach 
anseren Festsetzungen (§ 16) auch umgekehrt. Eine Ab- 
hängigkeit zwischen diesen Variahein wird ausgedrückt, wenn 
eine Gleichung 

f{=:,y)-o 

von ihnen erfüllt sein soll. Wir setzen die Ftmkiion f{x, y) 
steUg und auf die Form einer gcmsen rationalen FtmMion ge- 
bracht voraus. Jede der Variabein wird durch das Bestehen 
dieser Gleichung eine stetige Funktion der anderen. 

Eine solche Gleichung reicht nicht hin, zwei Unbekannte 
a: I y zu bestimmen; vielmehr genügt immer noch eine un- 
begrenzte Anzahl von Wertepaaren x ] tj der Gleichung. Aus 
den sämtlichen Punkten der Ebene wird also eine Vereinigung 
■von unendlich vielen Punkten ausgeschieden, deren Koordi- 
naten durch die Gleichung f(x, y)^0 verbunden sind.*) 
Bifse Vereinigimg ]mhen wii als die geometrische Bedmiang 
du Glenfhung anzusehen und nennen sie den durch die Gleichung 

*) Die Gesamtheit iler Weite von n \aiiabeln heißt eine «.- 
äimensionale Ma/nmqt^lhgl fit daher heißt die Uesamtheit der Punkte 
dei Ebene em Gebilde von awei Dimensionen oder zweiter Stufe, die 
PnnTrte von deren Koordinaten nur eine unabh'ingig veränderlich ist, 
ein debilde von einei TliniPnHion (. ier min ^Ntufe. 
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Ort oder dm Ort von der Gleichzmg 
f(x,,)-0. 

Wir kennen schon verschiedene Beispiele geometrischer 
Örter. Nach § 5 hat ein Punkt von den rechtwinkligen 
Koordinaten x\y die Entfenrang d von a\li, wenn 

d^={x — af + (y - Vf. 
Diese Gleichung wird aber, wenn wir a \ h und d gegeben 
denken, durch unzählige Wertepaare x\y erfüUt, nämlich 
durch die Koordinaten aller Punkte auf einer mit dem Radius 
d um a\'b als Mittelpunkt beschriebenen Kreisperipherie, 
aber nicht durch die anderer Punkte, da solche einen von d 
verschiedenen Abstand haben. Also ist diese Kreislinie der 
Ort, welchen die Gleichung darstellt (vgl. § 7). 

Wenn wir ferner von einem Punkte nur wissen, daß 
er die Abszisse x — a hat, so kann er, welches auch seine 
Ordinate sei, nur in der zur ^-Ächse parallelen Geraden liegen, 
weiche die iC-Achse in der Entfernung a vom Nullpunkt 
sehneidet (§ 2). Wird also der Wert von y unbestimmt 
gelassen, so ist jene «/-Parallele (P'-P) der Ort der durch 
die eine Gleichung a: = a dargestellten Punkte a\y. So ist 
die j/-Achse z. B. der Ort der Punkte von der Abszisse Null. 
Wir haben in der a;-Achse auch schon zwei Punkte zugleich 
definiert durch eine Gleichung zweiten Grades in x (§ 15). 
Derselben Gleichung genügen also die Abszissen alier Punkte 
in den beiden i/-ParalIelen, welche durch jene beiden Punkte 
der a^-Achse gehen. So erkennen wir allgemein: mie Gleiehimg, 
welche die eine Koordinate y bez. x nicht enthält, definiert einen 
Ort, der atts paraUden Geraden isur y- hes. x-Achse hestehi. 

19. Ist das Koordinatensystem und eine Gleichung 
f^x^ ?/) == gegeben, so können wir von dem durch sie 
definierten Ort so viele Punkte bestimmen, als wir nötig 
haben. Wir nehmen für die Abszisse einen beliebigen Wert 
an ic =- a und suchen, welche Wertepaare a \ y der gegebeneu 
Gleichung genügen, bestimmen also die Ordinaten y so, daß 
fif'! ?/) = '-' wird. Die numerische Auflösung dieser Gleichung 
für die Unbekannte y gibt bestimmte Wurzeln y = p,g_,r, ... 
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Jeder Punkt a\p, «,2, a, ,r, . . ., dessen Abszisse der an- 
e Wert und dessen Ordinate eine jener Wurzeln ist, 
gehört dem gesncliten ürte an, da 
seine Eooidmaten die Gfleiehung 
desselben eifullen feodann neh- 
men wir für x irgend einen 
anderen Wert a' und finden aus 
f{a', J/) = als Wurzeln die Or- 
dinaten einer zweiten Eeihe von 
Punkten a' j p', a' \ g', a'\r', . . , 
desselben Ortes, nsw. Wir er- 
halten dergestalt beliebig viele 
getrennte (diskrete) Punkte, die 
dem Orte angehören. 

Nun soll aber p eine stetige 
Funktion von x sein, d. h. unendlieli kleinen Änderungen von 
X soUen auch unendlich kleine Änderungen von y entsprechen 
vermöge f(x, y) — 0, Genauer gesprochen heißt dies: macht 
man die Abszissendifferenz a' — « beliebig klein, so werden 
auch die Ordinatendifferenzen ^' — p, q' — q, r — r, ... kleiner 
als jeder angebbare kleine Betrag. Denken wir also die Inter- 
valle der aufeinanderfolgenden ^-Parallelen von den Abszissen 
a, a') a", . . . unmeßbar klein, so liegen auch die in ihnen 
enthaltenen Punkte des Ortes, in gewissen Folgen, einander 
unmeßbar nahe oder bilden kontinuierliche Reihen. Die Punkte 
des Ortes sind also durch einen stetigen Linienzug zu ver- 
binden: der diwvk die Gleichung definierte OH ist eine Kurve; 
f{x, y) = heißt die Gleichimg det Km le Die den Gleichungen 
f(x,^') = und x = a gleichzeitig genügenden Punkte heißen 
die Schnittpunkte der Kurve mit diesei y Pirallelen, 

Die reellen Punkte der Kuive können so sofort in dem 
Achsensystem graphisch eingetragen werden und bilden die 
reellen Kttrvemüge.*) Wir sagen aber überhaupt: die Kurve 

*) Diese graphiaclien Darstellungen der Knrven aus Gleichungen 
sind äußerst nötdiclie Übuflgen für den Anlanger. Für die Beispiele 
iinten ist die Yerwendimg von Papier mit Quadrateinteilung zu empfeUen. 
Insbesondere findet obiges Verfahren häufige Anwendungen in den Natur- 
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g^ durch den Funki x' \ y', oder der Punkt liegt auf der Etirve, 
wmn für seine KoorMnaien f (af, y) = ist. Daher gehören 
der Korve auch die imaginären Punkte an, deren komplexe 
Koordinaten ihre Gleichung befriedigen und nach demselben 
Verfahren gefunden werden. Haben insbesondere die Koeffi- 
zienten der Gleichung reelle Werte oder, kürzer gesagt, ist 
die Gleichung /■(a:,!/) = selbst reell, so gehören bekannt- 
lich die komplexen Wertepaare, welche ihr genügen, paar- 
weise zusammen: befriedigen x '^u + vi, «/ — «'+?/* die 
Gleichung, so auch x ^ u — vi, y ^ u' — v'i. Liegt also auf 
einer Kurve von reeller Gleichung ein imaginärer Punkt, so 
geht sie auch durch dcftt konjugiert imaginären Punkt. 

& Zusatz. Die Koordinaten eines nicht der Kurve an- 
gehörigen Punktes geben, in f(x,y) eingesetzt, einen von 
Null verschiedenen Fanktionswert; derselbe ist reell, wenn 
die Gleichung und x \ y reell sind. Bewegt sich der reelle 
Punkt x\y in der Ebene, so geben die Koordinaten aller 
aufeinanderfolgenden Lagen Funktiouswerte f{x, y) von un- 
veränderlichem Vorzeichen, bis der bewegliche Punkt die 
Kurve f (x, y) — überschreitet oder ins Unendliche rückt. 
Denn nur dnrch die Werte und <x> hindurch kann ein 
Funktionswert sein Vorzeichen wechseln; so geben also die 
Koordinaten von L und die von M in der Fig. den Funktions- 
werten f(x, y) entgegengesetzte Vorzeichen. Die reellen 
Kitirvensüge verschneiden somit die Ebene in Felder, deren Be- 
grenstmg ffoentueU durch das ünendUche vervollständigt wird, 
so daß für aUe Punkte eines Feldes die Fmkiion f(x, y) Werte 
von konstantem Vorzeichen annimmt. Damit kann man eine 
positive und eine negative Seite der Kurve unterscheiden. 

B. l) Man verzeichne in einer Figur eine Reihe von Punkten, 
welche der Gleichung y ^ 2h -\- S genügen 

Für die Werte a; = — 2, — 1, 0, J, 2 etc findet man die 
Werte von y bez. gleich — 1, 1, 3, 5, 7 usw , die entsprechenden 
Punkte liegen alle in einei Geladen 

Wissenschaften, van zu den auf experimentellem Wege gefundenen au- 
aammengehörigen Werten zweier Großen dutLli die interpolierte Kurve 
ila^i allgemeine (Tg'Jeta der Abhingigkeit zwiochendec-pltienhu/ustelleo. 
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2) Man verzeiehne den durch die Gleiclmiig p=-x''~5x — 2 
dargestellten Ort. 

Man findet für a; = ~ 1, — -f, 0, -|-, 1, f, 2, |, 3, -}, 4 
die bez. Werte y = 2, — ^, — 2, — xi ~ ^' ~ ^' ~~ *i ~ ¥> 
— 2, — x, 2. Wenn man diese Punkte aufträgt, so reichen sie 
hin, die Form der Kurve anzudeuten, welche dann unbegrenzt 
fortgesetzt werden kann, iniJem man dem x größere positive oder 
negative Wei-te gibt. 

3) Man stelle die Kurve p = 3 ± ^ {20 ~ x — x^ dar. 
Jedem Werte von x entsprechen zwei Werte von y^ kein reeller 
Zug der Kurve liegt rechts von der Geraden x = 4, oder links 
von der Geraden a: =■ — S, da flir größere positive oder negative 
Werte von x der Wert von p imaginär wird. 

20. Aus der gegebenen Gtleiehung eines Ortes kann 
eine unbe grenzte Anzahl anderer Gleichungen abgeleitet 
werden, die denselben Ort darstellen. Hat die Kurve iu 
einem gegebenen Koordinatensystem die Gleichung fix, y) = 0, 
so stellt offenbar zunächst auch jede Gleichung cf{x,y) = Q 
denselben Ort dar, wenn c eine willkürliche von Null ver- 
schiedene Konstante ist; denn die Funktionen f(x, y) und 
cf(x, y) verschwinden nur gleichzeitig. Jede Gleichung da/i-f, 
oJme ihre geometrische Bedeuhmg «m <mdem, mit beliebigen kon- 
stanten Falctoren multipliziert werden. Daher kann z. B. ein be- 
liebiger Koeffizient der Gleichung gleich Eins gemacht werden. 

Wird ferner statt der Längeneinheit etwa der Ä'^ Teil 
derselben als neue Einheit eingeführt, so lautet die Gleichung 
in den nach dem neuen MaJäe gemessenen Koordinaten 
/(Ä/ ly')^0 

Die wichtigsten Umformungen emei Gleichung, weluhe 
ihi-e geometrische Bedeutung nicht beeinflussen smd die Ko 
ordinatentransformationen Nehmen wii als Achsen der i \ y 
zwei Gerade, die mit dei x Achse die ^^mkel a, ß machen 
und deren Schmttpunkt die Kooidinaten ^,„1 '/(, hat, so smd 
(§ 10) an die Stelle der alten Vanabehi k, y einzusetzen die 
Ausdrücke: 
a; = Xo + ■t' ""^'^ ~ "' + y' ""aia ~ ^ ' ?' = 2/o + *'5^ + ^' s^" 

Die Koordinatentransformationen gehören so zu den linearen 
Substüutioimi, unter denen nian die Ersetzimg der Variabein x\ y 
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dmch lineare FunktUmm zweier neuen Variabein ^ \ */' versteht. 
Ordnet man die gegebene Gfleichang, nach Ausfähnmg 
obiger Substitution für x ] y, nach Potenzen der neuen 
Variabein af \ y', so nimmt sie eine im allgemeinen ganz ver- 
schiedene Form an f'(^,y') = 0, aber f(x,y) = und 
f i^! ä/) ^ ö stellen ein und dieselbe Kurve, auf verschiedene 
Achsen bezogen, dar. AUe diese geometrisch äquivalenten 
Gfleichungsformen sind in f(x,y} = enthalten, wenn man 
für die Variabein die obigen linearen Ausdracke eingesetzt 
tmd darin den vier Gfrößen Xg, y^, et, ß beliebige Werte bei- 
gelegt denkt. 

Endlich erli'ält die ursprüngliche Gleichung noch andere 
Formen durch den Übergang zu anderen Arten von Koordi- 
naten, z. B. von Parallel- zu Polarkoordinaten. Der Ausdruck 
dafür ist die Substitution (§ 7) 

emfiü-fl') sind 

^ ^ *' — sinn, ' y = ^ ^j^ 

und ihr Kesultat iat die G-leicktmg der liwrve f(x, y) — in 
Polarkoordinafen ip (d-^r) — 0, wenn 



f{r- 



'■s^ -?■(*.') 



umgekehrt hmn jede vorgelegte Gleichung swischert zwei 
Variabein f (x, y) ^0 in verschiedenen Koordinäiensystemm 
interpretiert werden tmd stellt alsdann im aUgemeinen verschiedene 
Örier dar. So ist z.B. (x — df -^ {y ~Vf^ d'^ in- recht- 
winkligen Koordinaten die Gfleichang eines Kreises (§ 18), 
dagegen die Gleichung einer ganz anderen Kurve, sobald 
wir die Koordinaten schiefwinklig denken. Denn bei be- 
liebigem Achsenwinkel <o drückt jene Gleichung nicht mehr 
aus, daß die Punkte x j y und a \ h den konstanten Abstand d 
haben (vgl. § 5). Jedoch stehen die Punkte x' \ y' dieser 
neuen Kurve zu den x \ y des Kreises in einer gewissen Ab- 
hängigkeit oder Beziehung, deren Ausdruck geliefert wird 
durch die Formeln der Transformation zwischen den beiden 
Achsenaystemen, wenn man jene zweite Auffassung derselben 
gemäß § 12 weiter ausbildet (vgl. Kap, IV.) 
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B. l) Die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes genügen 
der Belation (y ~ -|-)^ + !K^ = -^; wenn die j/-Aehse als Kullaelise 
von Polarkoordinaten mit demselben Nullpunkt genommen wird, 
so hat dieselbe Kurve die Gleichung r ^= cos &. {§ 7.) 

2) Man transformiere die Gleichung 2x^ ~ 5x1/ + Sy" = i 
vor Achsen, welche unter dem Winkel von 60" geneigt sind, za 
den Halbierungslinien der Winkel zwischen den alten Achsen. 
Sie wird x'^~ '21y'^-\- 12 = 0. (§ 11,2.) 

3. Man zeichne die Kurve [x — 2)^-J- j/^= 9, wenn die 
Gleichung auf Achsen von dem Winkel ta^-^i . i -r sukzessive 
bezogen wird. 

21. Analytische Geometrie der Ebene. Die reine 
Geometrie definiert ihre Gebilde durch gewisse geometrische 
Eigenschaften derselben. Offenbar können wir aber irgend- 
welche Lagenbeziehungen zwischen Punkten iu Koordinaten- 
ansdriicken angeben, da wir für die elementare Grundlage 
derselben, die Entfernung zweier Punkte, schon eine all- 
gemeine Koordinatenformel kennen. Die geometrische Definition 
einer Kurve können wir daher umsetzen in eine Gleichung 
zwischen Koordinatenaus drücken derart, daß diese Gleichung 
von den Koordinaten aller Punkte erfüllt wird, die jene 
geometrischenLageneigenschaftenbesitzen Wenn z B dei Kreis 
der Ort eines Punktes in konstantei Entfernung von einem 
festen Punkt ist, so ist seine Gleichung die Bedingung, daß 
der Koordinatenausdruck der Distanz von leuem emei Kon 
stanten gleich sei. 

Wenn umgekehrt ein« Gleichung zwischen Kooidinaten 
gegeben ist, so werden die geometiischen Eigensuhafteu dei 
durch sie dargestellten Kurve aus ihr abzuleiten sein Zu 
nächst drückt offenbar die gerade vorgelegte Gleichung gewisse 
Lageneigenschaften der Kurvenpunkte gegenüber einem Achsen- 
system aus, von dessen Walil die geometrisclien Eigenschaften 
der Kurve selbst ihrem Wesen nach gänzlich unabhängig 
sind. Daraus schließen wir einerseits, daß wir die Gleichung 
durch Transformation unter Umständen vereinfachen und zur 
Untersuchung gewisser Aufgaben geschickter machen können. 
Hat z. B, die Kurve eine Symmetrieachse, so läßt sieh dies 
aus der vorgelegten Gleichung /'(a^, ?/) = zwar auch finden. 
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aber man erkennt es umnittelbar, wenn man sie so zu recht- 
winkligen Koordinaten transformiert, daß jene Symmetrieachse 
etwa zur a;'-Achse wird. Denn die neue Gleichung enthält 
dann notwendig nur gerade Potenzen von y', gibt also zu 
jedem x' paarweise entgegengesetzt gleiche Wurzeln +y' 
(Tgl-§11,2). 

Anderseits folgern wir, daß sich auch Ein der allgemeinen 
Form des Koordinatenausdrucks einer geometrischen Eigen- 
schaft die Unabhängigkeit seiner Bedeutung irgendwie zeigen 
wird. Ein wichtiges Beispiel bietet uns dafür die Distanzformel: 

d^ = (% — a-j)^ + ()/i — ysf + 2 (a:^ — x^) (1/1 — j/3) cos ra ; 
denn, transformieren wir sie zu Achsen von dem Winkel ra' 
und werden Xj\y^, x^\y^ zu xWy\, x'g\ y\, so ka,nn die trans- 
formierte Formel so geschrieben werden, daß sie aus der 
vorigen durch die angedeutete Substitution (Beisetzung der 
Akzente) hervorgeht (vgl. § 10, s). Das Kennzeichen geo- 
metrischer Bedeutung der rechten Seite ist diese Überein- 
stimmung ihrer Form in der ursprünglichen und der trans- 
formierten Gestalt. 

Die Disziplin, wdehe die geometrischen Probleme auf Grund 
des Koordtnatenb^riffs nach rechnmäm Methoden behandelt, 
heißt anah/Uscke Geometrie. Die Einführung der dem Wesen 
der geometrischen Untersuchung ganz fremden Koordinaten, 
die so die analytische Geometrie charakterisiert, scheint ein 
Umweg zu sein, da erst die Unabhängigkeit von der Koordi- 
natenwahl geometrische Bedeutung geben kann. In Wahr- 
heit verleiht ihr dieses Hilfsmittel jedoch einen großen Vor- 
teil vor der reinen oder synthetischen Geometrie, die nur mit 
den geometrischen Elementen unmittelbar operiert; denn es 
befähigt sie, die Theorien und Methoden der Algebra und 
Analysis im weitesten Umfange ihren geometrischen Zwecken 
dienstbar zn machen. 

22. Ordnung algebraischer Kurven. Man unterscheidet 
trmtssendente %md algebraische Kurven, je nachdem deren 
Gleichung in Parallelkoordinaten f.(x,y)=0 transzendent 
oder algebraisch ist. Daher stellen Gleichungen in Polar- 
koordinaten algebraische Kurven dar, wenn sie den Vektor r 
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nnd die trigonometrischen Funktionen von &■ m algebiaisehen 
Verbindungen eutlialten. Hier sollen atissikheßhcft nur 
algebraisclie Kurven weiter in Betracht gezogen werden 

Eine algebraische Gleichung besitzt einen bestimmten 
Grad n, welcher den höchsten Wert der Exponentensumme 
der Variabein in einem Gliede daistellt &o ist z B die 
Grleichung xy -{- 2x -{- Sy ~ i = vom zweiten Giad, wird 
aber vom ersten Grad, sobald daa erste GUed fehlt. 

Der Grad einer Gleichung wird durch Koordinatm- 
tra/nsformaiion*) nicht geändert. Denn erstens kann eine solche 
den Grad n der Gleichung nicht erhöhen. Ist nämlich ein 
Glied mit der höchsten Exponentensumme afy'^~"', so geht 
dasselbe durch Transformation über in das Produkt der m^"'^ 
und n — m'™ Potenz je einer linearen Funktion der neuen 
Variabein x'\y'; dann kann offenbar in keinem Ghed der 
Entwickelung nach Potenzen Yon id | y' die Exponenten summe n 
überschreiten. Zweitens kann die Transformation den Grad 
auch nicht erniedrigen, weil man durch die umgekehrte, 
wiederum lineare Transformation der transformierten Gleichung 
die ursprüngliche Gleichung wieder herstellen, den allfällig 
verminderten Grad also wieder auf n erhöhen müßte, ent- 
gegen dem eben bewiesenen. 

Der Grad der Gleichung ist somit eine von der Achsen- 
wahl unabhängige, also geometrische Eigenschaft der Kurve 
selbst. MoM nmnt eme Kwve, deren Gleichung vom w'™ Grade 
ist, eine Kurve w'™ Ordnung. 

« Eine allgemeine Gleichung «"" Grades wie f(x, y)^ 0, 
steigt auch in jeder einzelnen Variabein bis zum n*™ Grade 
an, enthält also Glieder af, y". Zu jeder Abszisse x^ a 
gehören vermöge f {a,, y) = (§ 19) algebraisch wirklich 
auch n Wurzeln y. Dabei sind nicht nur die imaginären 
mitgerechnet, sondern eine Wurzel y=p ist auch ^mal ge- 
zählt, weim die Zerlegung von f{a, y) in lineare Faktoren 
den Faktor {y — pY, aber nicht (j/— js)*"'"^ enthält. Wenn 
wir nun die Schnittpunkte der Kurve in der «/-Parallelen in 



*) Überhaupt durch lineare Substitution nicbt (@ 88 ff.). 
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derselben Weise zählen, uns also auch den Begriff bilden, 
daß mehrere Punkte in einen zusammenfallen können, so 
enthält jede i/-Parallele genau w Kurvenpnakte. 

Nun können wir aber durch Transformation mit festem 
Nullpunkt und fester a^-Aclise zu jeder Geraden eine parallele 
j/'-Achse einführen, vermittelst der Substitution 

»-»' + j/' '"',^;;'" , v-y'^ {§10, «_o). 

Wenn dabei in der traneformierten Gleichung der Koeffizient 
von i/'" verseliwindea soll, muß ß aus einer endlichen Zahl 
von bestimmten Werten genommen werden, denn jener Ko- 
effizient ist eine algebraische Funktion von sin ß, cos ß. In 
unendlich vielen Fällen ist also die transformierte Gleichung 
in y' wirklich vom n""^ Grad, wie für den obigen Satz voraus- 
gesetzt war. In einer endlichen Anzahl von transformierten 
Gleichungen steigt p' nur bis zur n — r"" Potenz wirklich 
auf, und wir haben dieselben nach § 15 als Gleichungen 
w"" Grades in y' anzusehen, die r Wurzeln j/'=^oo besitzen, 
können also wiederum n Kurveapunkte auf der ^'-Parallelen 
zählen, wenn r derselben im Punkte oo zusammenfallen. Da 
wir aber jede Gerade zu einer j/'- Parallelen machen können, 
so hat jede Gerade der Ebene n Schnit^imkte mit der Kttrve 
n'^' Ordnung. Diese Schmttpwnktsalü ist die geometrische 
Definition der Ordnungszahl n der. Kurve. 

23. B^zoutBClies Theorem. Wenn die Funktion k*^" Grades 
f(x, y) in ein Produkt mehrerer Funktionen niederer Grade 
g(x, y), }t(x, y) ... zerlegt werden kann, so sagt man, die 
Gleichimg f{x, y) = verfällt in die Gleichungen g {x, y) = 0, 
h(x,y) = 0, ... oder die Kurve f=0 in die Kurvengesamtkeit 
^=■0, h^O, . . ., denn alle Wertepaare x\y, die einen Faktor 
qdiV), h(t,v), zu Null machen, erfüllen die ursprüng- 

liche Gleichung Demnach bilden mehrere Kurven zusammen 
eine zerfallende Kurve n*^' Ordnung, wenn die Summe der 
Oidnungszahlen derselben « betiagt, denn multipliziert man 
ihre Gleichungen g = 0, h = 0, ^eite für Seite, so ist 

g J) =0 tinp Gleichnng«"" (trades Haben zwei Funktionen 
t{',y)- 'P{',i/'i emen gemeinsamen Faktoi g(x,y), so ist die 
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Kurve ^ = eine TeUkurve der beiden durch f=0, (p = 
dar ges teilten zerfallenden Orter. 

Dagegen bestimmen zwei Gleichungen f(x,y)=0, 
q> (x, y) — 0, wenn f und 9^1 keinen gemeinsamen Faktor 
haben, nm- eine endlwke ÄnBohl gemmis<Mter Weriepaare. 
TJnd zwar sagt das Bezoutsche Theorem aus: 'swei allgemeinen 
Gleichungen m"™ imd n*^" Grades genügen gleichseitig genau 
mn Wert&paare äer Unbekcmwien. Bei spezieller Beschaffen- 
heit der Koeffizienten ist mn scheinbar nur die obere Grenze 
der Zahl gemeinsamer Wurzeln und es müssen die mehrfach 
erwähnten Zählmethoden von unendlich großen und von zu- 
sammenfallenden Wurzeln berücksichtigt werden. Geometrisch 
interpretiert lautet dieser Fundamen tals atz: ^wei Kurvin m*" 
tmd «'*' Ordmmg haben stets mn reelle oder imaginäre, ge- 
sonderte oder zusammenfallende, endlich oder unendlich enifemte 
Scknittpunkie. 

Im früheren sind schon zahlreiche Spezialfälle dieses 
Theorems enthalten. So ist durch x ^ a, y = h ein einziger 
Punkt bestimmt, aber überhaupt auch durch irgend zwei 
Gleichungen ersten Grades, denn wir erhalten zwei Resultate 
der obigen Form, indem wir zwischen ihnen nacheinander 
j/ und X eliminieren. So gibt die Einsetzung eines konstanten 
Wertes für eine Variable in eine Gleichung ra'^° Grades eine 
Gleichung «'^° Grades für die andere; dasselbe gilt aber noch, 
wenn wir zwischen der gegebenen und irgend einer linearen 
Gleichung eine Variable eliminieren. Ganz allgemein findet 
man die gemeinsamen Wurzeln zweier Gleichungen m"^''-und 
jjten Gfrades durch Elimination einer Yariabeln, z. B. y, woraus 
eine BesuUamte des Grades mn in a; entspringt. Setzen wir 
irgend eine Wurzel x = ük, welche das Ehminafcionsresultat 
gleich Null macht, in die gegebenen Gleichungen ein, so 
müssen die beiden Gleichungen in g eine gern einsame 
Wurzel hic haben und dann genügt «t | bk beiden Gleichungen. 
(„Vorlesungen üb. d. Algebra d. lin. Transf " 2. Aufl. § 70.) — 

Wir untersuchen hier nur die Form und die Eigen- 
schaften der durch die Gleichingen ersten und zweiten Grades 
dargestellten Kurven, wobei manche in diesen Paragraphen 
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zusammengestellten alltjeraemeii Begiifie ihie nochmalige 
elementare Begiimdung und Erlduterung finden werden,*) 

B. 1) Duich di9 Gleichungin 3) + 5« ==13, 4x — ij = 2 
ist der Puntt 1 2 gegeben 

3) Um die durcli die zwei GleioliuDgen a^+ 7j^= 5, xi/ = 2 
dargestellten Punkte zu finden, elunimeren wir y zwischen den- 
selben and erhalten x^ — 5j.^+ 4 ^= Die Wurzeln dieser 
Gleichung sind a =1, v^ = i, dahe» die vier Werte von x 

x = + 1, - 1, +2, ~ 2. 
Indem wir einen dieser Werte in die zweite Gleichung einsetzen, 
erhalten wii" den korrespondierenden Wert von. y, nämlich bez. 

S/ = + 2, -2, +1, -1. 
Die zwei gegebenen Gleichungen repräsentieren daher die vier 
Punkte 1 I 2, — 1 I — 2, 2 | 1, — 2 | - 1, 

3) Durch die Gleichungen x — p = 1, ic^-f- 5/^—25 sind 
die Punkte 4 j 3, — 3 ] — 4 gegeben. 

4) Die Gleichungen 

x^— 5iK + 3/+3 = t'+/— 51-32/ + 6 = 
bestimmen die Punkte 1 | 1 2 | 3 B\j 4 1 

24. Wir beginnen mit der Gleioimng ersten Grades und 
werden beweisen äaß äiesähe stets eme qetade Linie darstellt, 
sowie umgekehlt, daß äze Gleichung mnet Geraden stets vom 
ersten Grade oder linear tst 

Die beiden wichtigen einfachsten Falle haben wir schon 
kennen gelernt So hiben wir in ^ 18 die Gfleichung x =- a 
als die einer v Paiallelen mter], retiert wahrend y = h eine 
a^-Parallele daistellt welche die Achse m der Entfernung b 
vom NuUpunkt schneidet. 

Und der Fall, daß eine Gferade durch dm NuUpunkt geht, 
ist eigentlich durch § 7 schon erledigt. In der Tat, ver- 
schieben wir in einer solchen Geraden einen Punkt P, so 
ändern sich zwar beide Koordinaten P"P, I" P, aber ihr 
Verhältnis ist konstant, nämlich gleich dem Verhältnis 
sin P'OP: sin POP" oder sin « : siii(c) - a), 

*) Anfänger mögen sich daher damit begnügen, sich die in diesen 
Paragraphen, für bekannte algebraische Sätze eingeführte geometrische 
Redeweise zu merken. 
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wenn w der Neigwngswir^el (die Anomalie) der Geraden gegen 
die positive a^-Achse ist. Demnacli besteht zwischen allen x \ y, 
welche zu Punkten dieser Geraden gehören, die Relation 

oder diese ist die Gleichung dieser Geraden. 

Umgekehrt verlangt die Bestimmung des durch die 
Gleichung y = mx 

daTgestellten Ortes, den Ort des Punktes P so zu finden, daß 
x:y=^OP':F'P=l:m ist. Nach der Eigenschaft ähn- 
licher Dreiecke OP'P ist dieser Ort eine durch den Achsen- 
schnittpunkt gehende Gerade OP, welche den Achsenwinkel ra 
so teüt, daß sin P'OP = m sin OPP' ist. 

Bei rechtwinkligen Achsen ist sin OPP' = eos P'OP, also 
m = tan P'OP. Die durch y^=mx dargestellte Gerade ist 
also diejenige Gerade durch den Nullpunkt, deren Neigungs- 
winkel a = arc tan m ist. 

Je nachdem m positiv oder negativ ist, liegt die Gerade 
in den Feldern XOY, X',OY' oder TOX', Y'OX. Denn 
aus 1/ = + mx folgt, daß für positive x auch y positiv, für 
negative x auch y negativ ist; um dagegen der Gleichung 
y = — mx zu genügen, muß y für positive x negativ, ftir 
negative x positiv sein (§ 3). 

25. Slnusteilverhältnia. Man nennt die Verhältniszahl 
jK ^ sin XOP: sin PO J] welche die Lage einer Geraden 
durch den Nullpunkt bestimmt, den Michtungskoeffizimtm der- 
selben. Allgemein gesprochen, hat dieses Verhältnis in dem 
StraMbüschel 0, d. h. in der Gesamtheit der durch den 
Punkt gehenden Strahlen, analoge Bedeutung, wie in der 
Punktreihe das Teilverhältnis (§ 7). Daher heißt der Quotient 
der Sinus der Teilwinkel XOP, POY, in welche der Strahl 
OP den Winkel XOY" teilt, das SinusteüverhäUnis des Strahles 
OP im Winkel XOY. Die Teilwinkel sollen wiederum in 
dem Sinne gemessen werden, daß die Relation besteht, 
^XOP+ POY=^X0Y, so daß das Sinusteilverlniltnis 
positiv ist für Teilstrahlen innerhalb der Felder XOY, 
X'OY' negativ für Teilstrahlen in den Nebenfeldem, 
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Die Bestimmung der Strahleu eines Büschels durch ihre 
Teilverhältnisse*) in bezug auf zwei feste Strahlen ist selbst- 
verständlich unabhängig davon, daß die letzteren zu Koordi- 
natenachsen gewählt waren. Um die Wertänderungen der 
Zahl m zu übersehen, genügt die Bemerkung, daß die beiden 
Sinus, absolut genommen, sich verhalten wie die Längen der 
aus einem Punkte F des Teilstrahls OP auf die festen 
Strahlen OX, OZ gefällten Perpendikel. Ist also m gegeben, 
so ziehe man in Abständen, die sich verhalten wie m : 1, 
Parallelen zu den festen Strahlen OX, OY; durch ihren 
Schnittpunkt P geht der Teilstrahl. Für m — fällt derselbe 
mit dem Änfangsstrahl OX, für m = c» mit dem Endstrahl 
Y zusammen, für sw = 1 mit der inneren, für m — ~ 1 
mit der äußeren Halbierungslinie des Winkels XOY. 

Zwei Strahlen, deren Sinnsteilverhältnisse mit dem festen 
Strahlenpaar entgegengesetzt gleich sind, bilden ein zu .jenem 
harmonisches StraMenpaar , analog zu § 14. Von zwei har- 
monisch konjugierten Strahlen + m ist also stets einer ein 
innerer, der andere ein äußerer Teilstrahl. Insbesondere ist zu 
einem Strahlenpaar das (rechtwinklige) Paar ihrer Halbierungs- 
linien harmonisch {m = + 1). Umgekehrt sind zu zwei recht- 
winkligen Strahlen immer die in bezug auf sie symmetrisch 
gelegenen Strahlen harmonisch konjugiert. So 
Geraden von den Gleichnngen y = mx, y=' — m. 
die Koordinatenachsen konjugiert harmonisch, 
y—ceundp^ — x die beiden Halbierungslinien des Achsenwinkels. 

26. Um nun zu untersuchen, wie eine in bezug auf die 
Achsen völlig willkürlich gelegene Gerade QF zu repräsentieren 
ist, ziehen wir durch den Nullpunkt OB parallel und gleich 
QF. Hat ein Punkt F von QF die Koordinaten x\y, so 
hat der Punkt M von OK die Koordinaten x\y — b, falls 
wir die konstante Länge BP = 0^ = 6 nennen; und ist m 
der Bichtungsko effizient des zur Geraden parallelen Vektors, 
so ist (Pig, 8.40) P'B = P'P-RF^m- OP' oder 



*) Immer Sinusteilverliältnisse damntet verstanden. 



in bezug auf 
nsbesondere 
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40 II. De'^ Gileicliungsbegriff und dis Gerade, S7. 

Diese für die Koordinaten jedes Punktes von QP erfttlite 
Relation y = mx -'r'b heißt die Gleichung dieser Geraden. 
Die Konstante h ist die Or- 



dinate des Schnittpnnktes Q 

der Geraden mit der j/-Ächse. 

Der Rieht an gl 

des zur Geraden 

Vektors heißt auch Mlch- 

iungshoefßzient der Geraden 

seihst. 

Diese Überlegung er- 
weist sich unmittelbar als die Ausführung einer Parallel- 
transform afcion (§ 9) der auf Q als Anfangspunkt bezogenen 
Gleichung y'=mx von QF zum Nullpunkt durch die 
Substitution y' ^ y — h. Daher definiert auch umgekehrt die 
Gleichung y=- mx-\-i oder y—h = mx eine Gerade, welche 
die a^-Achse unter dem durch m gegebenen Winkel schneidet 
und in der y-Achse den Abschnitt 6 bestimmt, denn sie ist, 
in der Form y'^mx geschrieben, die Gleichung des Vektors 
■vom Riehtungsko effizienten m im parallelen Koordinatensystem 
Tom Anfangspunkt Q. 

Zugleich ergibt sich: Gerade, deren Gleichujigen sich in den 
Formen y = inx -^-h, y — mx + i' nur im konstanten Glied 
unterscheiden, sind parallel. Parallele oder gleichgerichtele Gerade 
haben einen gmneinsamen unendlich fernen Seknitlpunkt, und dieser 
Punkt (§ 13) soll konseijuent als ihre Bichtung bezeichnet werden. 
27. Die allgemeinate &leiohnng des ersten Grades 
a^^x + a^y + «3 = 
repräsentiert stets eine Gerade. Denn sie kann auf die Form 
y = mx+'h reduziert werden durch Division mit a^, nämlich auf 

y = — — a; ^■ 

Daraus folgt die geometrisdie Bedeidimg der Koitstanten 
in der allgemeinen Gleichung einer Geraden. Ist der Neigungs- 
winkel der Geraden gegen die cK-Ächse a, so ist (§24) 

m = 1 = ^ ■r-—-^'t für <» = tt' "' = — *■ = t^'^ ^■ 
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Ferner ist der Abselmitt b der Geraden in der j;-Aclise (§ 26) 



Nur diese Koeffizientenquotienten haben geometrische Be- 
deutung, weil die Koeffizienten selbst nur bis auf gemein- 
same Faktoren bestimmt sind (§ 20). In der Tat stellt eine 
zweite Gleichung a\x + a\y + ts'j = nur dann dieselbe 
Gerade dar wie die gegebene, wenn 

Zwei Gerade a^x + a^y + a^ = 0, a\x + a\p + d'j = 
sind parallel, wenn 

a^: a^ = a\: a\ 

ist, denn sie haben dann denselben Riehtungskoeffizienten. 
Der Paralldismiis erfordert also Proporiionalität der Koefß- 
sierden entsprechender Varidbeln. 

Anßei dei speziellen Form if = mx + h gibt es noch 
zwei gebiauchliche besondere Gleielmngsformen der Geraden, 
die zunächst abgeleitet und mit der allgemeinen in Beziehung 
gesetzt weiden sollen. 

2b. Die Gleiohung einer Geraden MN, miUelst der Ab- 
schnitte OM=a, ON=b aiisgedrückt, welche sie in den 
AAsen bestimmt, lautet 

? + !='• 

Wir leiten diese Gleichung ab 
aus der allgemeinen 

a^x + a^p + a^ — oder 
f-« 4- 1-- »/ + 1 = 0. 

Dieselbe muß durch die Koordinaten 
jedes Punktes der Geraden MN, also auch durch die- 
jenigen Ton M, A.h. a\0 erfüUt werden; daraus iolgk 
^ß -I- 1 = 0, oder -'- = — 1; -^ = _ 1. (§ 27) findet man 
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ebenso, weil die Gleiclning durch die Koordinaten | h 
von N erfüllt werden muß. Durch Substitution dieser Werte 
geht aus der all gern einen Form die oben verlangte hervor, 
welche nach dieser ihrer Herkunft ebenso für rechtwinklige 
als für schiefwinklige Achsen gültig ist. 

Die Lage der Geraden ändert sich mit den Vorzeichen 
von a und h. Wenn z. B. die Gfleichnng — (- y = 1, welcher 
in beiden Achsen positive Abschnitte a, h entsprechen, die Linie 

MN der Figur darstellt, so gibt die Gleichung y = 1 

die Gerade MN', - | + | = 1 ist der Ausdruck von M'N 
und - I - I = 1 der von M'N'. 

Jede Gleichung vom ersten Grade, deren konstantes Glied 
nicht NuU ist, kann durch die Division mit demselben auf 
eine dieser vier Formen reduziert werden. So entsteht z. B. 
die Gleichung einer j/- Parallelen wieder, wenn h ^ co, 
x — gesetzt wird 



B. 1) Man soll die Lage der folgenden Geraden untersuchen 
und die von ihnen in den Achsen gebildeten Abschnitte bestimmen. 

2x—Bi/=7- 3a! + 4?/ + 9 = 0; Sx + 2y ^ 6. 

2) Unter der Voraussetzung, daß zwei Seiten eines Dreiecks 
als Koordinaten actaen genommen werden, ist die Verbindungs- 
linie der Punkte, welche den m*^" Teil von jeder derselben ab- 
sehneiden, 

f + f = s- 

also der Basis des Dreiecks parallel. 

29. Als Normalform der G-lelohnng der Geraden gilt 
X eofi K -H «/ cos (ra — a) — p = 0, 
ZW p die positive Länge der auf sie vom NuUpunki gefällten 
Normale und a deren Neigungsunnkel gegen die x- Achse 
hedeviet. 

Sei OF=p, OM=a, ON=h, ^MOF^a, also 
•^ POiV"= G) — K, 80 lautet die Gleichung der Geraden 
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MN — hl = !■ Indem wir diese mit p multiplizieren, er- 
halten wir ^x -\-^y —p = 0, wo 
aber noeli gesetzt werden kann 
— = cos K, |- = cos (o3 — k), um 
in der Tat auf die obige Form zu 
kommen. 

Bei rechtwinkligen Koordinaten, 
wie wir sie zumeist gebrauchen, wird wegen cos (^ — «) = sin « 
die Normalform 

X cos ß + y sin K — p = 0. 

Diese Gleichung schließt die vier Fälle des § 28 ein, wenn 
wir voraussetzen, daß « jeden beliebigen Wert zwischen 
und 2% annehme; so ist für die Lage NM' tc zwischen - 
und 31, der Koeffizient von x negativ; fiär die Lage M' N' 
ist K zwischen st und - oder — jt und — -i beide Koeffi- 
zienten sind negativ; für MN' ist <x zwischen — y und 
und nur der Koeffizient von y negativ. Die vier Geraden 
sind also TÖÜig unterschieden, wenn wir p als eine wesentlich 
positive Größe definieren, d. h. stets den Abstand des Null- 
punktes von der Geraden positiv nennen. Die Bestimmung 
der Geraden aus der Normalform ist also eigentlich identisch 
mit der Angabe des Fußpunktes P des von auf dieselbe 
gefällten Perpendikels in Polarkoordinaten j5(|ß (§ 6).*) 

30. Heduktion der allgemeinen linearen Gleichung 
a^x -f a^y + «3 = auf die Normaiform. Unter Annahme 
recMwmkliger Koordinaten gelangen wir zu der Form 
X cos K -j- j/ sin K — ^ = 0, indem wir die gegebene durch 
y^a-^ + «2* dividieren. Sie lautet dann 

= 



,H«s' y".'+%' y«.=+«=' 



*) Wir können dater auct ein negatives Voraeioten von f an- 
laEsen, wenn wir den Neignnga winket a diu-ct den der verläMgerten 
Normale a + x erBStaen. 
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und wir können die Koeffizienten von x und y gleich cos a 
und sin a bez, setzen, weil die Summe der Quadrate dieser 
zwei echten Brüche gleich der Eins ist. Also bestimmen 
— — J — : = COS a, -'- — = sin « den Neigungswinkel a 

der Normalen zur gegebenen Geraden und p = ^ -^ — r 

den Abstand des Nullpunktes von ihr. Um dieses p positiv 
zu erhalten, haben wir also der Quadratwurzel der Nenner 
dasjenige Vorzeichen zu geben, welches dem des konstanten 
Gliedes Og entgegengesetzt ist. 

Um die in schiefwinklijjen Koordinaten geschriebene all- 
gemeine Gleichung auf x cos a-\- y cos {co — a) ~ p = zu 
reduzieren, suchen wir diese Form durch Multiplikation mit 
einer gewissen Konstanten, die wir R nennen wollen, mit 
der ersten identisch zu machen. Also haben wir zu setzen 
o^ = i? cos a, a^ = It cos (w — «). Hieraus folgt vermittelst 
der Identität 

cos^ a -^ cos (<a — a)^ — 2 cos a cos (ra — «) cos o = sin- a, 
a^ + a^ — 2ö!^(is cos la = M^ sin^ e>, 
also die Normalform 

> + l^ + f = Ö 



Somit sind cos k : cos (o — «) : p : 1 



= fl, siu Kl : «ä sin M :(^ a^sin B>y.y'a^+ a^' — 2ffij«gC0S ra. 

Die Länge p kann auch direkt gefunden werden, indem man 
den doppelten Inhalt des Dreiecks NOM durch die Länge 
MN dividiert. Übrigens ist wiederum die Quadratwurzel R 
eines doppelten Zeichens fähig, d. h. die Gleichung bann auf 
zwei Formen gebracht werden, von denen wir die mit posi- 
tivem p bevorzugen. 

31. Der Winkel Ö zweier Geraden a-iX + a^y + Og = 0, 
\x + h^y + h^--= ist einem der Winkel gleich, welche die 
vom Punkte aus auf sie gefällten Normalen miteinander 
eiuachließen. Wenn wir deren Neigungswinkel gegen die 
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a;-Acli8e a, ß neanen, so ist ä — a — ß und unter Voraus- 
; rechtwinkliger EoonÜnaten, wegen 

cos « : sin ce : 1 = % : Og ■ V^i^ + 'h^i 
cos 3 : sin Ö : 1 = ö, ; 



ii(J = - 



daher 



-ß)^tB.ud 



h,:V\^+i^% 






a Geraden durcli die Gleielitmgen p^n 



Weon die beiden Geraden durcli die Gleieliangen ?/= »na;+ ?i, 
y = m'x + b' gegeben sind, so ergibt sich aus den Richtungs- 
koeffizienten der eingeschlossene Winkel YermSge 



oder auch direkt, weil Ö = arc tau m — arc tan in'. 

Ganz analog verfahren wir bei schiefwinkligen Koordi- 
naten; wir setzen E sin (0 = ^(0.1^ -\-a^^ — 2 ajU^cosm), S'sinto 
= "[/(&,^ + 63^ — 26i?>2 cos m) und finden, aus 



cos ß = 



B 



Msi 



_ «1 &j + «, Ö5 — («i h^ -\- a^ b,) Ol 



tan (ß - t 



= tan $ = - 



K^i -« 



Osi 



Nun ist tan ö — 0, wenn die beiden Geraden ; 
tan (J = 00, wenn sie zueinander normal sind. Daher ergibt 
sich wieder wie in § 31 

als Sedingwtg des Parallelismus. Dagegen ist die Bedingtmg 
der Orthogonalüät sweier Geraden 

öjfij + (ta&a == («i&a + 1:1^61) eos (o; 
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in rechtwinkligen Eoordinateii lautet sie einfacher 

a^i^ + Oj&j = 
und für die spezielle Gleicbungsform des § 24 
mm' -= — 1. 
32. Sohnittpunkt zweier Geraden. Jede der linearen 
Gleichungen drückt eine Bedingung aus, welcher von den 
Koordinaten des geforderten Punktes genügt werden muß. 
Deshalb finden wir seine Koordinaten, indem wir die beiden 
Gleichungen für die Unbekannten x und tf auflösen. Dies 
liefert als äquivalentes Gleichungspaar 

und hieraus die Auflösung 

a, Öj — «3 6j, Oj öl — a, bg 

«1 &ä — Oj ö, " o, 6j — «, ö, 

Diese Werte werden nur dann unendlich groß, wenn 
der Nenner verscliwindet, d. h, wenn die Bedingung des 
Parallelismus a-^h^ — a^hi = erfüllt ist; doch bleibt ihr Ver- 
hältnis endlich, nämlich gleich dem der Zahler, Einen un- 
endlich fernen Punkt geben wir überhaupt an durch den 
Eiehtungskoeffizienten der nach ihm gehenden Parallelstrahlen, 
Der Schnittpunkt wird nur dann unbestimmt, wenn außer dem 
Nenner noch ein Zähler, infolgedessen auch der andere ver- 
schwindet; dann ist aber dieBedingung der Identität erfüllt (§ 27). 

Damit ist dem Satz des § 23, daß irgend zwei lineare 
Gleichungen einen Punkt eindeutig bestimm en, die geometrische 
Interpretation gegeben. Jeder Punkt ist durch irgend zwei 
Gerade bestimmt (unter anderen durch zwei Achsenparallele); 
wie auch jede Gerade durch zwei Punkte bestimmt ist. 

Auf einer dritten Geraden c^x -\- e^y -\- 0^= liegt der 
Schnittpunkt der beiden gegebenen, wenn seine Koordinaten 
auch der letzten Gleichung genügen. Demnach ist die Bedingung, 
unter welcher drei Gerade sich in einem Punkte schneiden: 
c^ (a^b^ — Ojöj) + Cj (ajöi — a^b^) + Cg (a^b^ ~ a^b^) •= 0; 
sie kann auch in einer der Formen geschrieben werden 

«1 ihf's — h^i) + «3 (''a'^i - \<^s) + % (Pi^s — h^i) = 0. 
«^(^äCg — &,Cj) -|- 6i(c2«3— c^a^)^ 01(0363— öis&ä)^ ^- 
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Dieser Ausdruck wird sich auch als Bedingung dafür er- 
weisen müssen, daß das von den drei Geraden gehüdete 
Dreieck die Fläche Null hat (vgl § 38,4). 

B. 1) Die Koordinaten der Ecken des Dreiecks von den 
Seiten a: + i/ — 2, x — Sy^i, 3«)4-54/ + 7 = sind — ^ |— ff, 



2) Die Koordinaten der Punkte, in welchen die Geraden 
3x + p-~2^Q, a; + 2j/ — 5 = 0, 2a; — 3;/ -f 7 = sich 
schneiden, sind ■,- | ", — ^||-|i ~a"|^" 

3) 3ir+ 3y — 13 = 0, 5x~y —7 = 0, x — iif + 10 = 
sokneiden sich in 2 | 3. 

4) Das Viereck, dessen aufeinanderfolgende Seiten durch 
die Gleichungen 3ä;-2;/ + 10=0, a; + 2«/-6 = 0, 163;-102/-33-0, 
12^ + 14;/+ 29 = gegeben sind, hat die Ecken — 1 1 y, 3 ||-, 
i I — y, — 3 I -j-, und die Schnittpunkte der Gegenseitenpaare 

33. Eine Gerade kann stets so bestimmt weräen, daß 
sie zwei Bedingnngen genügt. 

Jede der Fomien, welche wir der Gleichung der Geraden 
gegeben hahen, enthält zwei Konstanten; ao die Formen 
y = mx + ö , — -f ^ = 1, a; cos K + J/ sin a — j) == die Kon- 
stanten m, 1), hez. ö, b, hez. «, p. Nur die allgemeine Form 
a^x + a^y -i- a^ = enthält drei Konstanten, aber nur 
scheinbar, denn TOn geometrischer Bedeutung sind in ihr nicht 
die absoluten Werte, sondern nur zwei unter den Verhält- 
nissen Ton %, «2, Oj. Nach Division durch a^ wird die 
B. mit der zweiten speziellen Form identisch 



und enthält nur die beiden Konstanten — i == — > ^ = ^ — 
a^ a a^ b 

Die Gerade ist also durch die zwei Konstanten ihrer Gleichung 
bestimmt; wir erhalten alle möglichen Geraden der Ebene, 
wenn wir den Konstanten unabhängig voneinander alle 
Werte geben. Wir könnten die durch sie gegebenen geome- 
trischen Größen, z. B, die negativen Reziproken der Achsen- 
abschnitte, geradezu als die beiden Bestimmun gselemente der 
Geraden ansehen, in demselben Sinne, wie x \ y die beiden 
Koordinaten eines Punktes sind (vgl. § 75). 
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Wie der Punkt (§ 23), so kann auch die Gerade zwei 
Bedingungen erfüllen, falls diese sich nicht widersprechen. 
Denn, betrachten wir die beiden Konstantea m, b oder a, b 
oder ß, p als Unbekannte, so können wir deren Werte be- 
stimmen, wenn ihnen irgend zwei Bedingungen auferlegt sind. 
Bin solches Wertepaar entspricht dann einer speziellen GeradeUj 
die diesen Bedingungen genügt. Man nennt eine Bedingung 
linear, insofern sie jeden Koeffizienten der Gleichung nur im 
ersten Grade enthält. Also ist eine Gerade dm-ch swei (für 
die Konstanten ihrer Gleichmig) limeare Bedingimgen eindeutig 
fixiert, analog wie der Punkt durch awei lineare Gleichungen 
bestimmt ist. Diese Determination der Geraden durch Be- 
dingungen wird durch die §§ 34, 35, 36 hinreichend erläutert. 

34. Die Gleichung einer Geraden dureh einen ge- 
gebenen Punkt Xj I i/i und parallel zu einer gegebenen 
Geraden lautet y — y^ — m(x — Xj). 

Wenn die Gerade y = mx -\- h einer gegebenen Geraden 

parallel ist, so ist nach §§ 26, 27 die Konstante m bekannt. 

Und wenn sie durch einen festen Pimkt x^ \ y^ geht, so muß 

die Gleichung, als für jeden Punkt der Linie erfüllt, auch 

für ihn wahr sein: man erhält also j/^= mXj^+ b und damit 

die Bestimmung von b, so daß die Elimination von b die 

Gleichunc sibt , 

ij-yi = 'ni{x-x,). 

Betrachten wir in dieser Gleichung den Richtungsko effi- 
zienten m als unbestimmt, so ist sie die allgemeine Gleichung 
einer durch den Punkt % | y-^ gehenden Geraden, und jede 
Gerade durch x^ \ y^ kann in ihr dargestellt werden. In 
der Tat geht sie auch hervor aus der Gleichungsform der 
durch den Nullpunkt gehenden Vektoren y' ^ mx' durch 
Paralleltransformation zu x^ \ y^ als neuem Anfangspunkt. 

35. Die Gleichung der Yerbindungsgeraden zweier 
gegebener Punkte x^ \ j/, und x^ \ y^ lautet 

y-y, _ x~x. 

Nach dem vorigen Artikel ist die Gleichung einer Ge- 
raden durch x^ I i/i, --~-^'- = m. Da aber die verlangte Gerade 
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auch durcli den Punkt x^\y^ gehen muß, so muß diese 
Gleichung auch erfüllt bleiben, wenn man für x\y ein- 
setzt Xg I Wg. Demnach ist ^?— ^ = m, und durch Sub- 
stitution für m daher die Gleichung der verlangten Geraden 
^~^' = ^^^^' oder die obige. 

In dieser Form scheint die Gleichung am leichtesten zu 
behalten; durch die Befreiung von Brüchen bringen wir sie 
jedoch in eine Form, in der sie zumeist brauchbarer ist, nämlich 

(^1 - y^y- - (a^i - ^a)y + '^iVi - *2!/i = 
oder auch {x — x^) {y — y^) - (a: — a^) («/ — y^. 
Auch diese iaf die Gleichung einer Geraden, weil die Glieder xy, 
welche auf ihren beiden Seiten auftreten, einander aufheben; 
sie verbindet die gegebenen Punkte, denn sie wird sowohl 
durch die Werte x = x^, y = j/^ als x = x^, y = y^ erfüllt. 
Ihre Entwickelung gibt auch das vorige Resultat. 

Insbesondere ist die Gleichung der Geraden, die den Punkt 
x^ I y-^ mit dem Anfangspunkt verbindet, y^x — x^y = 0. 

Wir können diese Gleichung der Verbindungslinie auch 
interpretieren als den Ausdruck der Sfilmgiitig, daß drei 
Punkte in einer Geraden liegen. Denn, nennen wir den dritten 
Punkt Xg\yg, 80 muß er der Gleichung genügen 

Man kann diese Bedingung in der zyklisch- symmetrischen 
Form*) schreiben 



*) Beim Gebrancli dieser und äbnlieher Tormeln (k. B. § 32) ist 
B nützlich, die Koordinaten oder überhaupt durch eineu Indes unter- 



schiedene Buehataben m. einer festen Aufeinanderfolge 
KU denken; z.B. nimmt im zweiten Glied der eben 



o i Formel a;, die Stelle von x,, y, die von y, ^A jj 

und y^ die von j/j im ersten Gliede ein, and im dritten nS^_-^ 

gehen wii' von a^j an «,, von i/, zu y, nnd von y^ zu "'^ 

y^ ober. Man kann dies Verfahren kur?, als eine zyklische Vertauaehiing 
der IndioeB bezeichnen. 

Salmon-IIadlBr, anal. Güom. 11. Kcgolsobii. 1 Aufl. 4 
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B. l) Die Gleiehungea der Seiten eiaes Dreiecks, dessen 
Eckpunkte sind: 2|3, 4| — 5, — 3| — 6, lauten 

X— Ty ^ 32, 9fl! — 5?/ = 3, 4a! 4-1/ = 11. 

2) Die Gleidiung der "Verbindungsgeraden der Punkte 

X, w, und ■ ' 'T ^ ^ I '"^ 

ist (§ 13} 

3) Die Gleichung der YerbiaduBgsgeraden dor Punkte 
ist ' 

4) Die Geraden, welche die Ecken des Dreiecks in l) mit 
dea Mittelpunkten der Gegenseiten verbinden, haben die Glei- 
chungen 

17ai— 3j/ = 25; 7a;4-9y + 17 = 0; 5^ — 6!/ = 21. 

5) Die Gleichung der Verbindangsgeraden der Punkte 



X [l(m ~ n)y, + m{n- t)p, + n(l - m)y^\ - 

y \l{m ■— n)x-^ +♦»(« — tjx^ 4- n(l ■— m)x^ = 

Imi^jj^x^ — p^x^) + «^(y^Xs — y^x^) + nl(y^Xi -- ^^Xg). 

6) Die Diagonalen des durch die Geraden rc = a, x ^ »', 
y — b, y — b' gebildeten Parallelograrams sind 

' (b — b')x — {a—a'')y^a'b — ab', (b~b')x •\- {a— a)y = ab — a' b' 

mit dem Schnittpunkt y ("^ "1" **') I "1 C* + ^')- 

7) Wenn von einem Dreieck die Basis a^]0, — ^' | und 
die Verbindungslinie ikres Mittelpunktes mit der Spitze 0\y' zu 
Koordinatenachsen gewählt sind, so sind die Gleichungen der Linien, 
die von den Basisecken nach den Mittelpunkten der Seiten x' \ 0, 
\y' bez. — a;' | 0, 0\y' gehen, 

dx'y — y'(c ~ x'y' = 0, Zx'y -\- y'x — x'if = 
und die Koordinaten ihres Schnittpunktes 1 \y'. 

8) Zwei Gegenseiten eines Vierecks sind zu Koordinaten- 
achsen gewählt, die anderen haben die Gleichungen. 
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Die Mittelpunkte dei Diagonalen sind a\b , a | ö. 

<*) In deraselljen Fall ist der Mittelpunkt der Geraden, 
welche diu b hnittpunkte der Gegenseiten verbindet, 



Nafih § 13 zeigt diese Form der Koordinatenwerte , daß 
dieser Punkt die Verbindungslinie der beiden ersten Mittelpunkte 
äußerlick im Verhältnis ß'ö : a&' teilt. 

36. Hormale B,iia einem gegebenen Funkt zu einer 
gegebenen Geraden. Ist OjX + a^)/ + «3 = die Gleichung 
der gegebenen Geraden in rechtwinkligen Koordinaten, so 
sind infolge der Ortho gonaÜtUtsbe diu gung % : a^ = — ö^j : &, 
(§ 31) alle Normalen derselben in der Gleiehungsform ent- 
halten — «2^: + «ij/ + &j =- 0. Die durch den Punkt ^ [ j/^ 
gehende Normale hat also nach § 34 die Gleichung 

Aus der Gleichung der zur gegebenen parallelen Geraden 
durch x^\y^, a^{x--x^ + '%(^ — J/i) = '^\xcL die der Nor- 
male also erhalten durch Vertauschung der Koeffizienten Yon 
X und y und Änderung des Vorzeichens von einem derselben. 
Ebenso ergibt sieh zu '^ = m,x, wegen m' = — 1 : sw, die 
Normale i/ = — x durch den Nullpunkt, somit zu y^mx + 

durch x^ I y^ die Normale «/ — »/i = — ix — 3^). 

In schiefwinkligen Koordinaten folgt auf dieselbe Weise 
als Gleichung der Normale 

(«2 — «1 cos ra) (x — irj — {a^ — a.^ cos (o) {y — y^ = 0. 

Ganz ebenso bildet man die Gleichtmg der Geraden, 
welche durch einen Punkt x^y^ geht und mit einer gegebenen 
Geraden einen vorgeschriebenen Winkel 8 einsehließt. Denn, 
ist m der Richtungsko effizient der gegebenen Geraden, so 
folgt derjenige der geforderten Geraden aus der Formel des 
§ 31 für tan 5 = ;(, mmlich unter Annahme rechtwinkliger 
Koordinaten als 
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Mit diesem Wert von }n' ist dann die geforderte Gleichung 
(/ — )/^ = m'(a; — sj. Diejenige Gerade, welche mit ihr zur 
Normalen symmetrisch liegt, erhält man, indem man tan S 
durch " tan ä ersetzt. Die Länge des in einer der gleich- 
geneigten Geraden gemessenen schiefen Abstandes des Punktes 
Yon der Geraden folgt aus dem senkrechten Abstand der- 
selben (§ 37) mittelst Division durch sin Ö. 

B. 1) Das Dreieck 2|l, 3| — 2, — 4| — 1 besitzt die Seiten 
3! + 72/ + 11 = 0, 5^-x = l, 3a; + 2/ =7 
und die Höhen (ihre Perpendikel aus den Gegeaecken) 
7ic - «/ = 13, 3a; + ?; = 7, 3»/ — 3;= 1; 
demnach ist es rechtwinklig. 

2) Die Seitenmittelpunkte sind — -f|— -|' — 1 I 0> "i"|— l^i 
die Perpendikel in ihnen zu den Dreiecks selten sind 

7x-i/+2 = 0, 33; + */ + 3=0, 3;/ -3! + 4 = 0; 

. sich in — y | — -|-, dem Mittelpunkt des um- 



3) Die Gleichungen der Höhen des Dreiecks 2 | 3, 4 | — 5, 
- 3 I — 6 (§ 35, 1) sind 

Tx + p = n, 5a; + 9«; + 25 = 0, a;-4!/=21; 
sie schneiden sich in || | — ^, dem Hßbensehnittpunkte. 

4) Die Gleichungen der Mittelsenkrechten der Seiten des- 
selben Di-eiecks sind (vgl. 2) 

73, + ^ + 2 = 0, 5k + 9)/+ 16 = 0, o;-42/ = 7; 
Ihr Schnittpunkt ist — ^| — fg- 

5) Aus den Koordinaten der Ecken eines Dreiecks folgen 
die allgemeinen Gleichungen der Hohen als 

ix^ - x^)x + O/s - n)y + (a^ia^s + y^vd - (^i^a + VA) - 0. 
(^3 - Xi)x + {y^ - y,)y + {x^x^^ + y^y^ - {x^x^ + y^y^) = 0, 
{x^ - x^)x + (^1 - ys)y + {x^x^ + J/sJ/ä) - (^3^1 + y^^i) = 0. 

6) Die Gleidmntien der Mittelsmkrechten der Seiten des 
Dreiecks sind 

(x, ~ X3)x + {y, - ys)y = i (^^ - ^9') + i (^3^ - J's') ' 
{xs - x^)x + (1/3 ~ yi)y = i {x^^ - x,^) + ÜPs^-y^^ 
(x^ - x^)x + (i/, - v,)y = i {x^^ - x/) + I («/i' - 2/a^). 
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7) Die Basis %| 0, —x^\0 eines Dreiecks und die von der 
Spitze I y^ auf dieselbe gefällte Senkrechte sind als Koordinaten- 
acLsen. gewählt; die Gleickungen der von den Basisecken auf die 
Gegenseiten gefällten Perpendikel sind 

X^{X — X^) + y^y = 0, CC^ (x + iKg) — j/ji; = 

und die Koordinaten ihres Schnittpunktes ■ " ■ 

8) Für dieselbea Achsen sind die Gleichungen der in den 
Mittelpunkten der Seiten errichteten Perpendikel 

2(%3' + ^iä') = !'/"%^ 2(a^[); — i/i«/) = a;/ — ;/i^ 2x = x^ — Xg; 
und ihr Schnittpunkt ist 

9) Die Gleichung der Normale von x^ \ p^ auf die Linie 
X cos a -\- p sin a — p = ist p — ^i ^ (* — ^) tan a, und die 
Koordinaten ihres Pußpunktes in derselben sind 

x^-i- cosß:(p — %cosft — 2/^sino) | p^-\- sin k(p — ic^cosa — «/^sina). 

Daher ist die Entfernung dieses Schnittpunktes vom Punkte 
^1 1 ^i gleick ± (% cos a + y^sin a— p), in Bestätigung der Ab- 
leitung Yon § 29. 

37. Der Abstand eines Punktes x,^ { y^ von der Geraden 
X cos a + y eos(ra — cc) — ß = ist 
S = —{x^ cos a->r y^ cos (m — a) — p). 

Die Normalform der linearen Gleichung gibt zugleich die 
geometrische Bedeutung der Werte, welche ihre linke Seite 
annimmt, falls die Koordinaten irgend eines Punktes in dieselbe 
substituiert werden- Transformieren wir nämlich die Gleichung 
zu parallelen Achsen durch den Punkt Xgly^, substituieren 
also X = x' + Xg, y =y' -\- J/o, so geht sie über in 
x' cos a + y' cos (o — «) + x^^ cos k + i/^ cos (o) — k) — j) = 0; 
das neue konstante Glied 

^ p' = Xu COB a + % cos (ra — k) — p 
gibt also den normalen Abstand des neuen Nullpunktes von 
der Geraden, wenn wir zuiJ,ehst Tom Vorzeichen absehen. 

Geometrisch finden wir dies folgendermaßen. Sind OP, 
Q V die Perpendikel von und von Q auf die Gerade MN, 
OQ' = x^, h'Q-%, Q'TjxhA QB Parallelen zu MN, so 
ist Or=%cos«, Tj; = 50 = */» cos («-«)> aiso OF. 
= x^ cos K + f/o COS (p — ß) und endlich FR = OR — p = VQ. 
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Läge aber Q auf derselben Seite der Geraden wie der Null- 
punkt, etwa in S, so wäre SV^p— OT erhalten worden. 
Wir sehen daraus, daß der Ab- 
stand sein Vorzeichen wechselt, 
wenn wir von einer Seite der 
Geraden auf die andere über- 
gehen. Solange wir nur den 
Abstand eines Punktes von der 
Geraden betrachten, ist ea un- 
nötig ihm ein Vorzeichen zu 
geben, da ea sich allein um seine 
absolute Größe handelt. Wenn wir aber die Abstände von 
zwei verschiedenen Punkten wie Q und S miteinander ver- 
gleichen, so müssen offenbar die Distanzen Q V, SFals solche 
von entgegengesetztem Sinn unterschieden werden (§ 4). 

Dasselbe folgt für die linke Seite der Gleichung der 
Geraden schon ans dem Zusatz zu g 19, daß nämlich das 
Resultat der Substitution der Koordinaten x^, \ y^ so lange un- 
veräoderlichea Vorzeichen hat, als der Punkt x^ \ y^ sich in 
einem der beiden Felder befindet, in welche die Gerade die 
Ebene zerlegt. Nun haben wir p selbst als positiv an- 
genommen, daher müssen wir das Vorzeichen so wählen, daß 
der Ausdruck des Äbstandes s von x^ \ j/q hei Einsetzung von 
1 positiv ist. Der Abstand s eines heliehigen Pultes x^^ \ % 
von der Geraden x cos a + y (ioa(p — a)—p = wird als das 
Si^stitutionsresuUat von »i) | j/« w die linke Seite der Gleichung 
mit wmgekehrtem Vorzeichen erhalten. 

Ist die Gleichung der Geraden in der Form gegeben 
%*: -i- Ogj/ -f % = 0, so reduzieren wir sie mittelst Division 
durch R (g 30) auf die Normalform und erhalten als den 
Abstand eines Punktes Xq \ y^^ 

g ^ ffl. ^0 + g, yo + «^ j^gj, (a, 3!, -F «,«;„-}-<<„) Bin ca ^ 

je nachdem die Achsen recht- oder schiefwinklig sind. Durch 
Vergleichung dieses Ausdrucks für den Abstand von x^ \ y^ 
mit dem für den Abstand von sehen wir, daß x,, ' y^ mit 
dem Nullpunkt auf derselben Seite der Geraden liegt, wenn 
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a^Xf,+ a2y,)+ a^ mit a^ dasselbe Vorzeiclien liat, und um- 
gekehrt. 

Die Bedingung, daß irgend ein Punkt x^ly^ in der 
Geraden U-^cc -f a^p + a^= liege, besteht darin, daß 
%a;o + a^yü + ag'^O sei. Der gegenwärtige Artikel zeigt, 
daß diese Bedingung nur der algebraische Ausdruck der geo- 
metrischen Wahrheit ist, daß der Abstand Ton einem Punkte 
x^ ' j/o in einer Geraden auf dieselbe gleich Null ist. 

B. 1) Der Abstand des Anfangspunktes von der Linie 
Bx -\- iy + 20 = ist bei redit winkligen Achsen p — A. 

2) Der Abstand des Punktes 2 | 3 von der Geraden 

2x + V — i =^ ist s = ^=: also sind 2 1 3 und 1 durch 

^■^ 1/b' ' ' 

die Gerade getrennt 

3) Die Längen der Senkrechten von den Eckpunkten des 
Dreiecks 2|l, 3j— 2, — 4|— 1 auf die Gegenseiten sind 
^y~2, yrö, 2I/IO; der Anfangsptmktliegt innerhalb des Dreiecks. 

4) Der Abstand des Punktes 3 | — 4 tod. der Geraden 
4a! + 2«/ — 7 = ist unter Voraussetzung eines Achsenwinkels 
von 60" s = -j-; der Punkt liegt auf der Seit« des Anfangspunktes. 

5) Der Abstand des Anfangspunktes von der Geradon 

a{x - a) + h{i/ - h) ^ ist p = y(«^+ &^. 

38. Inhalt des Dreiecks und Vielecks. Wir erhalten 
den doppelten Inhalt 2]J' eines Dreiecks, indem wir die Lange 
der Verbindungslinie zweier Eckpunkte mit der Länge der 
vom dritten Eckpunkt auf dieselbe gefällten Normalen, der 
zugehörigen Dreieokshöhe, multiplizieren. 

Unter Voraussetzung rechtwinkliger Achsen ist der Ab- 
stand von x^ I j/g von der Verbindungslinie von x^ \ y^ und 
x^ I 2/s oder die Höhe (§§ 35, 37) 

' y[(ä'i-ya)'+(*.-^)'] 

in diesem Bruche stellt der Nenner die Länge der Ver- 
bindungslittie von x^ \ y^ mit x^ \ y^ dar. Daher bezeichnet 
der Zähler 

2F^ SE.Oa - y^) 4- x^{y^ - y,) + x^{y^ - y^) 
= Pai^ - i^i) + 2/2(3?! - «3) + yxixs - ^) 
den doppelten Inhalt des von den drei Punkten gebildeten 
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Dreiecks. Die Bedingung, unter welcher drei Punkte in einer 
Geraden liegen (§ 35), drückt also aus, daJä der Inhalt des 
dnrelt die drei Punkte gebildeten Dreiecks gleich Null ist. 
Insbesondere folgt der doppelte Inhalt des von den Punkten 
3\ |j/j, sig |j/^ mit dem Nullpunkt gebildeten Dreiecks aus dem 
allgemeinen Ausdruck als Xj^y^ — x^y^, indem man darin setzt 
^ = 0? ;/3 = 0- 

Für schiefwinklige Achsen findet man durch Wiederholung 
der Untersuchung mit den auf sie bezüglichen Formeln, daJJ 
die einzige Veränderung des ßesultats in dem Hinzutreten 
des Faktors sin o auf der rechten Seite des oben erhaltenen 
Ausdruckes besteht. 

Genau gesprochen haben wir übrigens diesen Ausdrücken 
das doppelte Zeichen vorzuaetzen, welches aus der Quadrat- 
wurzel entspringt, die in der Entwiekelung gebraucht wird. 
Solange wir es jedoch nur mit einer Dreiecksfläche zu tun 
haben, handelt es sich nur um ihre absolute Größe. Wenn 
aber z. B. die Inhalte zweier Dreiecke verglichen werden, 
deren Spitzen «3 [ y^, x^ \ y^ oder P^, P^ auf entgegengesetzten 
Seiten der Basis F^F^ liegen, so müssen ihnen entgegen- 
gesetzte Vorzeichen gegeben werden. Die beiden Dreiecke 
^^^2-^3 "^^ PiPaP4 unterscheiden sich wesentlich in dem 
Umfahrungssinn ihrer Begrenzimg, wie denselben die Ecken- 
folge bez. die Indexfolge angibt (vgl. Anm. zu g 4). Unsere 
Formel ergibt auch für die Dreiecke Pj^P^^si -Pi-J^ä^a ^^^' 
gegengesetzt gleiche Werte, einer Vertausehung der Indices 
2 und 3 entsprechend; also hängt das Vorzeichen des durch 
die obige Formel definierten Inhaltes vom Umfahrungssinn 
des Dreiecks ab. Und zwar überzeugt man sich leicht durch 
Betrachtung der drei Rechtecke, welche die einzelnen Pro- 
dukte definieren, daß die Formel für ein Dreieck von positivem 
Umfahnmgssinn P^P^Pg einen ^sitiven InkaU ergibt, wenn 
bei positiver Umlauf ung das Dreiecksinnere zur Linken 
bleiben soll. 

Unter dieser Festsetzung ist nun das Viereck P^P^P^P^ 
nicht die Summe der Dreiecke P^P^Pj^, Pj^P^Pg, sondern 
von P^P^F^, PiF.F^. 
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Wir finden allgeinein den Inhalt eines Polygons aus den 
Koordinaten seiner Eckpnnkte folgendermaßen. 

Wenn wir innerhalb des Polygons einen Punkt x \ y 
wählen und ihn mit allen Eckpunkten desselben x^\ij^, 
3^ 1 1/3, ... Xnyn durch Gerade verbinden, so ist der Inhalt 
des Polygons die Summe der Inhalte aller der Dreiecke, in 
welche dasselbe dadurch geteilt worden ist. Diese doppelten 
Inhalte sind nach dem letzten Paragraphen, eventuell erat 
durch sin to dividiert, 

^C?/i - Vi) -y(^i- ^ä) + ^A - ^«/ij 
^ iVi -yi)-y {^i - ä^a) + VJa - ^iVi> 

x(y^^i-y„) - y{x„^i- x„) + x„-^y„- x„yn-i, 

^(y« - yi)-V{^n - X^) + X,y^- CC^yn- 

Durch Addition derselben verschwinden alle die Gflieder, 
welche x und y als Faktoren enthalten, wie auch nötig, weil 
der Wert des TotaJinhalts von der Art unabhängig sein muß, 
in welcher das Polygon in Dreiecke zerlegt wird; wir er- 
halten für den doppelten Inhalt 2F, eventuell 2F:Bmo} = 
{%(/a ~ x^y^) + (x^y^ — x^y^ + (- {Xny-i — x^y,). 

Derselbe kann auch geschrieben werden: 
%(?/s - Vn) -f ^i($% - ^i) + «3 (Vi-Vi) +^- ■ + ««{yi - Pn-l), 
y^ {x,. - Xg) + j/g {Xi -x^ + y^{x^- x^ -\ V y„ (Xn-i— x-^. 

Der doppelte Polygoninhalt resultiert aus den Koordinaten 
der Ecken, indem man die Ordinate jeder Ecke mit der 
Differenz der Abszissen der vorangehenden und der nach- 
folgenden Ecke multipliziert und die Produkte summiert. 

B. 1) Der Inhalt des Dreiecks 2 | 1, 31 — 2, — 4 | — 1 ist = 10. 

2) Der Inhalt des Dreiecks 2 | 3, 4 | — 5, — 3 | — 6 ist = 29. 

3) Der Inhalt des Vierecks 1 | 1, 2 | 3, 3 j 3, 4 | 1 ist = 4. 

4) Sind im Dreieck Ä^A^A^ die Höhen \^ \, Ji^, so sind 
die Abstände p^, p^, p^ eines Punktes P von den Seiten durch 
die ßelation verbunden 

?*, ?'a ?^ ' 
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denn die doppelten Teildreiecke Pi- Ä^AJ^, p^'-^-^i'^ J's'A-^s 
haben die Siunme A^Ä^Ä^'=' h^- A^Ä^= h^- AgAj = h^- A^Ä^. 

5) Inhalt des durch die Geraden a^x + a^^ -{- a^ -^ 0, 
\x -\- i^y -\- 6g= 0, c^X + c^y + C3= gebildeten Brekäts. 

Wenn wir die Koordinaten der Ecken berechnen (§ 32) und 
ihre Werte in die obige Formel einsetzen, BO erhalten wir für 
den doppelten Inhalt den. AusdruDk 2F;sinw = 



zSh l 






Wir reduzieren diesen Ausdruck auf einen gemeinsamen 
Nenner und bemerken, da^ß der Zähler des zwischen den ersten 
Klammern enthaltenen Teiles die mit c^ multiplizierte Größe 

ist, und daß die in den beiden folgenden Klammem enthaltenen 
Teile des Ausdrucks die Produkte derselben Größe mit bez. %, ö^ 
sind; dadurch erhalten wir für den doppelten Inhalt des Dreiecks 
den Wert 2F: sin to = 

[a(be-b c) + b (c ff^ca,) + e (a 6 -a b )y 
{ B- &)(& -ö )t - 
W didCd hm mPkt schneiden, 

wnrd 1 A d k f d Tl h h It Null (§ 32); 

^Iw h paUld 3r unendlich 

g ß (^ 34) 

39. Gleichungen der Halbierungslinien des Winkels der 
Geraden 

areos «[ + »/ sin Kj— ßj= 0, x cos cx^ + y sin a^~P2= ^■ 
Wir finden die Gleichung einer dieser Geraden am ein- 
fachsten, indem wir algebraisch ausdrüekeUj daß die von 
irgend einem Punkte x\ y in ihr auf die beiden Winkel- 
schenkel gefällten Perpendikel gleich sind. Dies gibt un- 
mittelbar die Gleichungen beider Wjnkelhalhierungslinien als 

X cos «1+ y sin «j — j), = + (a: cos c.^-\- y sin c^—p^), 
weil jede Seite dersetl)en einen von diesen Abständen be- 
zeichnet (§ 31). 
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Wenn die Gleichungen in der Form gegeben sind 
a^x + a^y + ttg^O, h^x + Ögi/ + ^3^= 0, 
so sind die Gleichungen der Wink elhalhi er enden 

Das doppelte Vorzeichen zeigt an, daß von den Winkel- 
halb ierungslinien die eine so liegt, daß die Abstände ihrer 
Punkte Ton der einen der beiden Geraden nach § 37 als 
positiv und die von der anderen als negativ zu betrachten 
sind; die andere dagegen so, daß diese Abstände von beiden 
Geraden gleichzeitig positiv oder negativ sind. 

Wenn wir das Vorzeichen wählen, welches den beiden 
konstanten Gliedern einerlei Zeichen gibt, so drücken wir 
(§ 37) durch die Gleichung die Halbierungslinie des Winkels 
aus, in welchem der Anfangspunkt liegt; und wenn wir den 
konstanten Gliedern entgegengesetzte Zeichen geben, so haben 
wir die Gleichung der Halbierungslinie des Supplementwinkels. 

Ganz in derselben Weise können wir den Ort eines 
Punktes bestimmenj dessen Abstände von zwei Geraden das 
konstante Verhältnis A = Sj : s^ haben. Je nachdem dasselbe 
positiv oder negativ ist, liegt der Punkt in dem Felde des 
Nullpunktes eventuell seinem Scheitelfeld, oder in einem der 
Nebenfelder (§ 37). Der Ort ist in jedem Falle eine Gerade 
durch den Seimittpunkt der gegebenen, welche denjenigen 
ihrer Winkel, welcher den Nullpunkt zwischen seinen Schenkeln 
hat, im Sinusverhältnis X teilt (§ 25). In der Tat ist die 
Gleichung des Ortes*) 
Sa (jr, cos «1 + «/ sin «^ — p^) = ± s^ (a; cos «g + ^ sin a^ — p^) 

oder Sj -i— X^£^Ja = ± s^ ' , J-iJ S 

y(i,'-|-«,' K^i^ + ^s' 

wo dasjenige Vorzeichen dem inneren Teilstrahl des oben 

bezeichneten Winkels angehört, welches den konstanten 

Gliedern gleiches Zeichen gibt. Die beiden Vorzeichen ent- 

*) Die (Jerade geht durct den gegebenen Schnittpunkt, weil die 
Gleichung erfällt wird dnrcli das Werfcepaar, welches die gegebenen 
gleichzeitig befriedigt. 
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aprechenden Strahlen bilden ein in bezug auf die gegebenen 
harmonisehes Paar (§ 25). 

B. l) Die Gleichungen der Halbierungslinien des Winkels 
zwischen zwei Geraden , auf die Form x cos ^i + y sin «i — i^i ^ 
reduziert, lauten 

X cos[|((.,+ ^) + |] + j, sin [!(«,+ <.,)+!] = _^i^^ 

X cos -\ {a■^ + «a) + 2/ sin i (a^ + «g) = - ^^^ j_,^_^~. 
2) Die Gleichungen der Winkelhalhierungslinien für 
3a; + 4)/ - 9 = 0, 12jc + 5?/ — 3 = 

^^ 7a;- 9i/ + 34 = 0, 9at+7;/=12. 






40. Aus den Gleichungen zweior Oeradeu 
«la; + «ai/ + «3= 0, 0,3: + ö^j/ ■\~b^ = 
folgt die jeder dritten durcli ihren Solmittpankt gehenden 
in der Form a^x + a^y + «3+ k{b-^x + \y + 'b^ = 0. 

Die zunächstliegende Methode znr Bestimmung einer 
solchen Geraden besteht darin, nach § 32 die Koordinaten 
Xq I i/q des Sclmittp unkte s der zwei G-eraden zu bei'eehnen 
und ihre Werte in die Gleichung des § 34, y — y^^ m(x — x^ 
einzusetzen. 

Zu einem einfacheren Verfahren führt jedoch folgende 
Überlegung. Die gesuchte Gleichuüg muß linear sein und 
erfüllt werden, sobald die gegebenen gleichzeitig von einem 
Wertepaar aiQ | »/q befriedigt werden. Diesen Anforderungen 
entspricht nun, für ganz beliebige Werte einer Konstanten h, 
die Gleichung 

a^x -F a^y + «3 + h(b^x + \y + ö^) = 0; 
sie stellt eine Gerade durch den Punkt x^ \ y^ dar, der be- 
stimmt ist durch die beiden TTleichungen «i^o+'i. ^0+")^^! 
h^x^ + ög^Q + &3 = 0, denn für dessen Kouidmateu vei 
sehwindet jeder Teil des AygregaifS hnks einzeln Für jeden 
Wert YOn k steUt die Gleichung eine Gerade duich den 
Schnittpunkt dar 

Umgekehrt ist auch ]<ä Gnade dmch diesen ScJmiffptmlt 
in obiger Form ilutbkVbm denn um d ejenige Gei tde zu 



y Google 



Gerade eines Büschels, 61 

finden, welche x^\ j/„ mit einem beliebigen Punkte x^\y^ ver- 
bindet, haben wir h nur aus der Bedingung zu bereclmeu, 
daß das Aggregat links für x = Xj, y =yi zu Null werde. 
Die verlangte Gleichung wird so 

(h, X, + K_y, + h,) {a^x + a,y + a,) 
= (a^x^ + a^y^ + a^ {b^x + hy + \)- 

Man bemerkt, daß die GHeichungsform des § 34 lediglich 
ein spezieller Fall der obigen ist; denn bestimmen wir einen 
Punkt durch die Geraden x — Xi'=0, ^ — J/i = 0, so ist 
jede weitere Gerade durch denselben in der Form enthalten 
y — y^~m{x — x^ = 0, wenn m eine verfügbare Konstante ist. 

B. l) Die Gleichung der Geraden, welche den Anfangspunkt 
mit dem Schnittpunkt der obigen Geraden verbindet, lautet 

{a^ &5 — ß, h^ X + ("«..&,— «3 &o) «/ = 0. 
Denn wir erhalten sie, indem wir die er^ite Gleichung mit \, 
die zweite mit «, multiplizieren und die Produkte voneinander 
abziehen. Durrh den Anfangspunkt geht die Gerade nach g 18. 

2) Die Gleichunq dm duich den Schnittpunkt derselben 
Geraden gezogenen x Paiallelen ist 

3) Die GleictLung der Geraden, die den Punkt 2 | 3 mit dem 
Sckaittpunkt von 2a! + 33/ + l = und 3x — iy^6 verbindet, ist 
ll(2a;+3;/ + l) + 14(3K-4i/ — 5) = oder 64iS — 23y = 59. 

41. Das im letzten Paragraphen begründete Prinzip 
liefert für drei sich in demselben Punkt schneidende Gerade 
ein Kennzeichen, welches hänflg bequemer ist, als das in 
§ 32 angegebene. Drei Gerade gehen durch denselben FimM, 
wenn iitre Gleichungen je mit einer Komkmten so muUi^isi^t 
werden können, daß sie Null identisch m.r Bmnme geben; 
d. h. wenn für alle x und y die Relation besteht 
l(a,^x + a^y + a^) + m {b^x + b^y + i^) + n{CiX + c^y -\- Cg) = 0. 

Denn in diesem FaU müssen die Werte der Koordinaten, 
welche die beiden ersten Teile der Gleichung einzeln mit Null 
identisch machen, auch den dritten Teil gleich Null machen. 

B. 1) Die drei MiUellmien des Dreiecks, welche die Ecken 
mit den Mittelpunkten der Gegenseiten verbinden, schneiden sich 
in einem Punkte. 
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62 11' Der Gleichungs begriff iincl die Gerade, 43. 

Die Grleichnngea dieser Geraden sind uacb § 35, 4 
Q/i+ Pä— 22'i)3' -(a;g + %— ^x,)y + x^i - x,p^+ x^y^- x^y^-= 0, 

(j'i + i'a— '^yz)^—{^i +H— ^^a)y + ^i '/s— ^^s^i + '^^'s— "'8^3= 0- 
Da die SnniiLie diesei drei Gleichungen identisch Kuil ist, so 
gehen die dmch sie dargestellten Geiaden durch emen Punkt. 
Wa^h i^ 32 findet man die Kooidmaten des bchwerpunktes 

2) Derselbe Satz ist evident unter der Voraussetzung, daß 
zwei Seiten des Dreiecks von den Längen a und ö zu den Achsen 
genommen sind, denn dann sind die Gleichungen der Halbierungslinien 



3Dd Hh nD Lunddid 

rechten d a '1 n hn den h e m m m Punk d nn 

die Gl hun n § 36 5 u 6 g h tt ISu d nti h S mme 

i,) D R In (^Wkä- J) l hmdn 

sich in n m Pmk d nn ih hing n nd 

(i. + mu )( ß+ uß p^ 

(a, LOS |3 + ^ sin (3 p^) {z aas y -\- y sm y p^ 0, 

{x ans y + y soi y — pg) — (a; cos « + ^ sin a — J>J == 0. 

Von den Halbierungslinien je zweier äußeren Winke! mit der 
des dritten inneren gilt ein analoger Satz. 

42. Imaginäre Strahlen. Jede reelle lineare Gleichnng 
defiuieTt eine reelle Gerade, d. h. eine Gerade mit unendlich 
vielen reellen Punkten. Außer diesen enthält aber eine 
reelle Gerade auch unendlich viele imaginäre Punkte, denn 
ein Punkt ti + iv \ ii' + iv' (§ 17) liegt in der Geraden 
üj^x + a^y + tig= 0, wenn für die vier reellen Größen u, v, 
m', v' die beiden reellen Bedingungen erfüllt sind 
fljM + a^ii' -\- »3= 0, a^v + a^v' = 0; 
man erhalt dieselben durch die Einsetanng der komplexen 
Werte in die gegebene Gleichung, weil dann sowohl der reelle 
als der imaginäre Teil der Funktion der linken Seite für 
sich verschwinden muß. Alsdann liegt aber gleichzeitig auch 
der konjugiert imaginäre Punkt ii — iv\u'—iv' in der 
reellen Geraden (§ 19), denn er liefert dieselben Bedingungen. 



y Google 



Imaginäre Gerade. fi3 

Aus diesem Grunde ist durch die Angabe eines imaginären 
Punktes eine reelle Gerade, die ihn enthalten soll, bestimmt, 
weil sie ihn mit seinem konjugiert imaginären Pankt ver- 
binden muß. Die GleicJmng der Verbindtmgsgeraden oder des 
Trägers des imaginären Punkt^atwes ist (§ 35) 

i}'x-vy + u'v—uv'=0 (vgl. § 17). 

Eine lineaj-e Gleichung mit komplexen Koeffizienten 
können wir durch Trennung des reellen und dea imaginären 
Teiles stets in der Form schreiben 

a^x + K,y + «3+ iiß^x + ß,y + ß,) = 0, 
Sie repräsentiert daher eine imaginäre Gerade, denn sie ent- 
hält außer unendlich vielen imaginären Punkten nur einen 
einzigen reellen Punkt. Ein reellea Wertepaar x | y genügt 
der komplexen Gleichung nämlich nur, wenn es gleichzeitig 
die reellen Gleichimgen befriedigt 

a^x + a^y + «3=0, fta; + ß^i/ + ß^^O. 
Diese beiden reellen Geraden bestimmen also in ihrem 
Schnittpunkt (§ 32) den reellen Punkt, der auch auf der 
imaginären Geraden liegt. Derselbe Punkt liegt aber auch 
auf der konjugiert imaginären Geraden 

a,x + a,y + a,-i {ß,x + ß,y -f ß,) = 0. 
Somit ist der Scknittpirnkt 'ko'ttQugiert_ imaginärer Geraden stets 
»•eeß und heiß der Träger des imaginären Paares. Bin reeller 
Punkt ist also dnreh die Angabe einer durch ihn gehenden 
imaginären Geraden bestimmt. Eine reelle oder imaginäre 
Gerade schneidet eine imaginäre nur dann reell, wenn sie 
durch ihren Träger geht; in allen anderen Fällen ist der 
Schnittpunkt imaginär. 

Auf die imagiiüren Geraden sind nun wiederum gewisse 
reeUe geometrische Eigenschaften zu übertragen, indem die 
analytischen Ausdrucke derselben als Definitionen fort- 
bestehend genommen werden. Vor allem erinnere mau sich 
der allgemeinen analytischen Definitionen der gonio metrischen 
Funktionen, nach welchen für imaginäre und komplexe 
Argumente 
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II, Der Gleicliiingsbegriff und dia Gerade. 43. 



.AB. .r, 3 2 




2 


sin(, + V)-^+f^ 


:,^,+i^ 


2 


™(, + i,')-=4P 


cosri~i — 


' — e~''' 



Wir werden nun die Ausdrücke des § 31 für die Funktionen 
des Winkels reeller Geraden aucli für komplexe Gleichungs- 
koeffizienten noch gelten lassen und durch sie den Winhel 
zwischen imaginären Geraden definieren. Fernerhin werden wir 
namentlich auch komplexe Rieh tungsko effizienten und kom- 
plexe Sinnsteilverhältnisse (§ 25) in Betracht zu ziehen haben. 

m 43. Die imaginäre Gerade können wir geometrisch 
ebensowenig direkt Teranschaulichen, als den imaginären 
Punkt, sondern wir müssen an ihrer Stelle reelle Gerade 
anzugehen suchen, durch welche sie TÖUig definiert werden 
kann (vgl. § 17). 

Ist in der vorgelegten imaginären Gleichung die Summe 
der Koeffizientenquadrate («1+ */5,)^-|- (<%+ i^j)^ TOn Null 
■versehiedeu, so können wir die Gleichung mittelst Division 
durch die Quadratwurzel aus derselben gemäß § 30 auf die 
Normalform bringen. Aber die GUichungen von swei lwnjti,gieH 
imoffinären Geraden 

tt^x + a^y + ix^±i {ß,x + ß^y + ft) = 
besÜsen stets gleichzeitig die Noi-malform, wenn man hat 

denn diese Bedingungen sind identisch mit 
(«,±iA)'+(«,±*)'-l- 
Unter Voraussetzung dieser Normalform erhalten wir 
die Gleichungen der Halbierungslinien \, Ji^ des von ihnen 
eingeschlossenen Winkels, nach § 39 die eine als die Summe, 
die andere als die Difi^erenz der komplexen Grleiehungea% 
Diese Operationen ergeben aber die Gleichungen 

a^x + K^y + «3=0, ^i^r + ß^y + ^3=0, 
d. h. ein Paa/r konjugiert imaginärer Geraden besitzt stets em 
reelles Faar von Winkelhalbierenden. 
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Darstei lung der imaginäreG Geraden. 65 

Dieselben Winkelhalbierendeii besitzen auch die Geraden 

a^x + a,j/ + «3 ± {ß^x + ß.,y + ß^) = 0, 
denn beide Gleiclmngen kommen gleichzeitig auf die Normal- 
form durch Division mit 



Wir nennen in offenbarer Analogie zu | 11 j,, jg die reellen 
Stellvertreter der imaginären Geraden. In hezug auf dieses 
SiSlvertreterpaar sind die imaginä/ren Geraden harmonisch 
konjugiert, denn die Gfleichungen derselben lassen sich auch 
in den Formen achreiben 

wie die Ausrechnung und Reduktion sofort lehrt. 

Diese EechnungsTorschrift hefert zu einem gegebenen 
Linienpaar j^, j^ unzweideutig die Gleichungen der imaginären 
Geraden, deren Stellvertreter j^, j^ sein soUen und deren 
Winkelhalbierende h^, \ mit denen von jenen zusammenfallen. 
Daraus fo^em wir: Ein Paar hortQugiert imaginärer Geraden 
ist analytisch imd geometrisch eindeutig defimert durch das reelle 
SteRvertreterpao/r , nämlich als das gemeinsame harmonische 
lÄnien^aa/r (vgl. § 57) sw diesem mid dem Paar seiner WinM- 
haUnerenden. 

Endhch werden wir, da auch hierin die Analogie zu 
§ n unverkennbar durchzuführen ist, die beiden imaginären 
StraUen des Paares imterscheiden dmrch die heigefügte Angabe 
eines DreJmngssimnes, somit als [JiS^] und (jgii). 

Diese Definition wird sich (§ 96) auch auf den anfanglich 
ausgeschlossenen Fall ausdehnen lassen, daß 

K±^^i)'+(«s±JW=0 oder ^^l = ±i- 

Für die Geraden der Hichtungsboeffizienten + i werden in- 
folge a^ -T a^^ -{- ßi + ß^ '=^ ^ die Stell Vertreter zueinandei- 
rechtwinklig, aber zugleich unbestimmt (vgl. § 58). 
44. Die Polargleichung einer Geraden ist 

rcos(&-tt)=jp. (§12) 
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66 II- Der Gleichlingsbegriff und die Gerade, 44. 

Wenn wir das Perpendikel OP auf die gegebene Gerade 
als Nullaelise voraussetzen, und OB. = r irgend ein durch den 
Pol nach einem ihrer Punkte ge- 
zogener Vektor ist, so folgt für 
^FOB = ^, OB-cos&^OF, 
d. h. die gesuchte Gleichung 

Bildet die NuUaclise mit dem 
Perpendikel den Winkel k, so ist 
die Gleichung (§ 7) )■ cos (©■ — «) = p. Diese Gleichung kann 
auch durch Transformation der Gleichung für rechtwinklige 
Koordinaten x cos a + «/ sin a = j) erhalten werden; denn in- 
dem man für x | if bez. r cos & \ r sin * (§ 7) substituiert, 
wird diese Gleichung r (cos * cos k + sin •9' sin «) = p, d. h. 
r cos {&• — a) = j). 

Eine Gleichung von der Form 

r («^ cos 3' -|- «5 sin ©■) 4- <% = 
kann auf die Form r cos {9- — a) = j> reduziert werden, indem 
man sie durch "(/{a^^ -f- a^^) dividiert und dann wie in. § 30 setzt 

cos « = - — " 1 sin a = ^— — > p = — — 

3. l) Die Gleichuag r ^2a sec (& + -A ist in eine solche 
amscheii rechtwinkligen Koordinaten umzuwandeln. 

2) Die Polarkoordinaten des Schnittpunktes der Geraden 

■■»■(»-|)-2«, .•oos(»-|)-,, 
sind r = 2fl, ö^-^-j der eingeschlossene Winkel ist =-^- 

3) Die Polargleichung der Verbindungsgeraden der Punkte 
ri|#i, »al^s ist (^gh § ^0) 

r^Ts sin (Oj — #g) -I- r^r sin (^^ — «■) + rr^ sin (O — &j) = 0. 

4) Die Polargleichung der Normale auf r cos (O — a) ='p aus 
fi I «■j ist r sin (& - a) = r^ sin (&i — a). 

5) Der Abstand des Punktes i\ | ^j von der Geraden 
r cos (S' — k) = 2> ist + (r^ cos (0, — k) — ^). 
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Drittes Kapitel. 
Aufgaben über Gerade und Linienpaare. 



45. Nachdem wir im vorigen Kapitel die Prinzipien dar- 
gelegt haben, auf welche gestützt wir die Lage eines Punktes 
oder einer Geraden in der Ebene algebraisch auszudrücken 
imstande sind, wollen wir einige weitere Beispiele von der 
Anwendung dieser Methode zur Auflösung geometrischer Auf- 
gaben hinzufügen. Der Anfänger muß eich in der Anwendung 
der Methode zur Lösung solcher Aufgaben üben, bis er Sicher- 
heit und Schnelligkeit in ihrem Gfelirauclie erlangt hat. 

Bei den Auflösungen geometrischer Aufgaben können im 
allgemeinen die Gleichungen durch eine geschickte Wahl der 
Koordinatenachsen vereinfacht werden; indem man zwei der 
wichtigsten Linien der Figur zu Koordinatenachsen wählt, 
werden die analytischen Ausdrücke wesentlich verkürzt (vgl. 
§ 35, 7, s, 9, § 36, 7). Anderseits geschieht es freilich oft, 
daß durch die Annahme von Koordinatenachsen, welche mit 
der Figur nicht in einer solchen besonderen Verbindung stehen, 
die Gleichungen an Symmetrie das gewinnen, was ihnen an 
Einfachheit abgeht. Der Leser kann dies aus den zwei in 
§ 41, 1), 2) gegebenen Auflösungen derselben Aufgabe erkennen, 
wo die erste Auflösung, obgleich die längere, den Vorzug 
hat, daß man aus der entwickelten Gleichung der einen 
Seitenhalb ierungahnie sogleich die der beiden anderen ohne 
Rechnung ableiten kann. 

Weil Ausdrücke, welche Winkel enthalten, durch die 
Anwendung schiefwinkliger Koordinaten komphzierter werden, 
ist es im allgemeinen ratsam, für solche Aufgaben recht- 
winklige Achsen vorauszusetzen. 
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68 IIL Aufgabon über fterade und Liuienpaare. 45. 

Die analytische Geometrie eignet sieli mit vorzügliciiür 
Leichtigkeit zur Untersuchung geometrischer Orter. Wir haben 
nur die Relatiou anfzusuchen, welche die Bedingungen der 
Aufgabe zwischen den Koordinaten des Punktes fordern, dessen 
Ort gesucht wird; der algebraische Ausdruck dieser Relation 
liefert uns sofort die Gleichung des verlangten Ortes (§ 21). 

B. l) Ort der Spitze eines Dreiecks, von dem die Basis- 

1 2 c und die Differenz der Quadrate der Seiten gegeben sind. 

~' ~ ' ; und die rechtwinklige Halhierongs- 

! derselben zu Koordinatenachsen, und 

i Koordinaten der Spitze x \ y. 



fr gl h n Ort ist I 
Ba n rmal L rad 




M it \\ ihkt Man ht an h 
i AP - BB 



Gleichung des Ortes ist also 



der e 



3) Voi 



oiaein Dreieck ist die Bas 2 und die Summe 
igeben; welches ist der Oit des P nktes n dem von 
auf die Basis gefäUten Perpendikel wel hei jense ts 



seiner Spitze 

der Spitze um die Länge der einen Se te von de Bas s ent 

femt ist? 

Wir nehmen dieselben Achsen, un z intelsuchen welche 
Relation zwischen den Koordinaten des P nktes besteht dessen 
Ort wir au bestimmen haben. Die Ah z ss deasell en ist IIB. 
und seine Ordinate nach der Voraussetzung AC il o ist 



Auch gilt 



BC ^ AB -^ AC - 2AB- AU, 



yGoosle 



ßrter 



5 Längen- und Flilchenrelationen. 



3 dritte AB 
so soll der 




durch Reduktion erhalten 2mii — ici 
ner Geraden. 

4) Wenn zwei feste Gferade OÄ, OB durch eiti 
YOn gegebener Kichtung (||0C) geschnitten wordfin, 
Ort des Punktes P gefunden werden, der 
die Strecke AB ia dem Verhältnis teilt, 
daß PA = n-ÄJi. 

Wir können hier schiefwinklige Achsen 
anwenden, weil die Anfgabe die Betrach- 
tung Ton Winkeln nicht erfordert: Nehmen 
wir also OA zur a;- Achse, 00 zur ?/- Achse, 
90 daß die Gleichung für OB von der 

Torm p = mx ist. Also ist AB = m- OA; somit ^P=m« ■ 0^, 
und der gesuchte Ort des Punktes P eine Gerade aus dorn An- 
1 von der Gleichung y ^ myi'c 

5) Man denke wie vorher AP parallel OC gezogen und 
durch eine Anzahl von Geraden in Punkten B, B', Ji" usw. ge- 
schnitten, AP aber als proportional der Summe aller Ordinaten 
AB, AB' usw. bestimmt, und den Ort von P gesucht. 

S'ür y^mx, t/ ^m'x + n', y ^= m" i: + h" usw. als die 
Gleichungen der festen Geraden ist die Gleichung des Ortes 
Tcy = mx -{- {m'x + «') + {^"x + w") + usw. 

6) Von einer beliebigen Anzahl von Dreiecken mit gemein- 
schaftlicher Spitze sind die Grundlinien und die Summe m^ ihrer 
Flächen gegeben; man soll den Ort ihrer Spitze finden. 

Sind die Gleichungen der Grundlinien 

X cos et -\- tf sind ~p = 0, x aos ß + ^ sin ß ~ Pi^ = 0, 

ic cos y -I- )/ sin ^ — j)g = usw., 

und ihre Längen a, b, c usw., so ist a{x oo& a -j- y sia a — p) 

(§ 37) der doppelte Inhalt des ersten Dreiecks; die Gleichung dos 

Ortes muß daher sein 

>{x OS ß + 1/ sin ß — j ) -|- ' Ct c ß -\- y aia ß — p^) 
-+ (vaos} + j my — p)+ ■■■ = 2m^; 
de Oit 1 t also eme Gerade L 

7) Aus gegebenem Winkel an der 
Spitze inl dei Simme der hn ein 
schließ ulen Seiten den Ott de Punktes 
zu finden der die Bas s in gegel enem 
Veih"!ltnis teilt 

"Wu lenken jene Seiten de Dreieck 



als h-oordmatemchsen und las Veihaltnis KP:PL = 
ist au ahnli heu Die p k^n 



. : m. Dana 
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70 IH. Aufgaben über Gerade und Linienpaare. 46. 

und der Ort eine Gerade von der Gleichung 



8} Man bestimme den Ort 
Punktes P, wenn die Summe der Absclmifr 
031 + ON gegeben ist, welche die v 
-^ auf zwei feste Gerade gefällte 
PM, PN in diesen büden. 
Indem man die festen Linien zu Achsen wählt, findet man 
OM^ X + if cos (0, N =^ y -\- X cos 10 
und daher die Gleichung des Ortes x + y ^ eonst. 

9) Man soll den Ort bestimmen unter der Voraussetzung, 
daß MH einer festen Geraden parallel sei; er ist 

y + X cos <o = m(x + y cos ro). 

10) Ebenso , wenn MN durch eine gegebene Gerade 
y ^ mx + n halbiert (oder allgemeiner in. gegebenem Verhältnis 
geteilt) werden soll. 

Die Koordinaten des Mittelpunktes ei^eben sich mittelst der 
Koordinaten von P gleich \ (x + y ms oi)W {y -\- x cos to) , und da 
sie der Gleichung der gegebenen Geraden genügen müssen, so ist 
der Ort von F dargestellt durch 

»/ + ai cos w = w (a: + !/ cos o>) + 'An. 

11) Ort des Mittelpunktes von MB, wenn P die Gerade 
y :=^ mx -^ n durchläuft. 

Sind c [ (3 die Kooi-dinaten Ton P., x\y die des Mittelpunktes, 
so ward in der vorigen Aufgabe bewiesen, daß 

2!»; = ft + |3 cos £ö, 2»/ = |3 + a cös ra 
sei; die Auflösung dieser Gleichungen für a\ß liefert 

a sin^w = 2»; — 2?/ cos w, ß sin^w == 2j/ — 2a; cos m, 
und nach der Relation j3 = mm + «, welche cc und |3 verbindet, ist 

2)/ — 2^ eo9 £0 ^m(2a; — 2j/ cos (b)+ *i sin^w 
die Gleichung des Ortes. 

46. Es ist (iblieli und zweckmäßig, die Koordinaten des 
veränderlichen Punktes, welcher einen Ort beschreibt, durch 
X ! y und dagegen die Koordinaten fester Punkte durch Buch- 
staben mit Indices oder mit Akzenten zu bezeichnen; dem- 
entsprechend sind in den vorigen Aufgaben die Buchstaben 
X und y überall für die Koordinaten des Punktes gewählt 
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Örter aus der Bewegung des Dreiecis. 71 

worden, nach dessen Ort gefragt ward. Oft ist es aber zur 
Bestimmung des Ortes notwendig, die Gleicilungen von Linien 
zu bilden, welche mit der Figur in Verbindung stehen, und 
dann entsteht die Gefahr der Verwirrung zwischen den laufen- 
den Koordinaten x j y eines Punktes in einer solchen Geraden 
und den Koordinaten x \ y des Punktes, welcher den gesuchten 
Ort beschreibt. In solchen Fällen ist es zweckmäßig, die 
Koordinaten des letzten Punktes zuerst durch andere Buch- 
staben, etwa a\ ß, zu bezeichnen und die Betrachtung bis 
zur Aufstellung einer sie verbindenden Relation zu führen. 
Diese ist bereits die Gleichung des Ortes und wird in der 
gewöhnlichen Form erhalten, indem man k | ß durch x \ y 
ersetzt, da dann diese letzteren die Koordinaten des den Ort 
besehreibenden Punktes bezeichnen. 

B. l) Ort der Spitze P eines Dreiecks, von welchem die 
Basis CI) uad das Verhältnis AM: NB der Teile gegeben ist, 
welcte die Seiten iu einer festen der Basis 
parallelen Strecke AB abschneiden. 

Wir nehmen AB und die au ihr 
normale Gerade durch A zu Achsen und 
haben AM, NF mittelst der Koordinaten 
« I ß von P auszudrucken. Sind x' \ y', 
ic''|j/"die Koordinaten von C und D, so 
ist die Gleichung der Geraden PG als der 
Verhindungslinie von a j ß und x' | y' (§ 34) 

(j3 ~y')x—{a~ x') y = ßx' — ay'. 
Dieser Gleichung genügt wie jeder Punkt vOu PC auch der in 
der Abszissen achse gelegene Punkt M, dessen Abszisse x = AM 
ist; wir erhalten also aus ihr f[ir ^ =^ 

^3fi=. ^''''~"/ ; und ebenso AN= ^''"~'^f . 

Wenn AB = c ist, so gibt die Relation AM = h • JSfB 
ßx'^o:y' _ f ßx"-ay' \ 

eine Gleichung, in welcher die Bedingungen des Problems mittelst 
der Koordinaten des Punktes P ausgedrückt sind, Nunmehr können 
ohne verwirrende Folge die Größen a \ ß durch x \ y ersetzt werden, 
und es ergibt sich durch Beseitigung der Bruche die Gleichung 
des Ortes in der Form 

^x' - xy' = 'k{c{y — y') — {yx" — xy')]. 
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III. Aufgaben über Gerade und Linieapaare. 46. 



2) Zwei Eckea eiaes Dreiecks ABC bewegen sich ia festen 
Geraden LM, IiN und die drei Seiten desselben dreben sieb um 
feste Punkte 0, P, Q, die in einer Geraden liegen; welches ist 
der Ort der dritten Ecke? 

Wir nehmen die Gerade OP, welche die drei festen Punkte 

enthält, zur a;-Aehae und die Gerade OL, welche den Schnittpunkt 

der beiden festen Geraden mit dem 

Punkte verbindet, zur »/- Achse. 

Unter den Voraussetzungen 

OL^J}, OM=a, ON=a', 

OP=e, (}Q = c' 

sind die Gleichungen von-Z/M und iW 

- + |_1 »nd^ + f-l. 

Ist ABC eine durch die Koordinaten a\§ von C bestimmte Lage 
L Dreiecks, so ist die Gleichung von CP, als der 
; des Punktes a \ ß mit P oder c \ 

Daraus folgen die Koordinaten des Schnittpunktes A dieser 
Linie mit 1- ^ ^ 1 als 




b(a 



c) + aeß 



yi= 






und die Koordinaten von B werden aus ihnen gefunden, indem 
man statt a und c bez. a' und c' einführt: 

Damit aber diese beiden Punkte Xi \ y^ und x^ \ y^ in einer 
Geraden durch den Nullpunkt liegen, muß (g 35) 
Xj_:yi= x^:y^ sein, also 
h{a-c)^ bja'-Oß 

ab{cc-c)-\-acß «■6(«-c') + aV/3 
Da diese Eelation von den Koordinaten des Punktes a \ ß 
stets erfüllt werden muß, so vrird die Gleichung des Ortes ein- 
fach dadurch erhalten, daß man a\ß mit x\ti vertauscht; durch 
Befreiung von Brüchen ergibt sich dann 

(a - c)[a'b(x - c-) + a'c'y] = («'- c')[ab(r. ~ c) + acy] 

c\a-a')-aa'lfi-c') ' 

e durch den Punkt L gehende Gorade, 



Der Ort ist 
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3) In der letzten Aufgabe den Ort der Ecke G unter der 
Voraussetzung zu finden, daß die Punkte P, Q 'va einer statt durch 
durch L gehenden Geraden liegen. 

Wir lösen zuerst das allgeaieiiie 
Problem, in welchem die Punkte P, Q 
eine YoUkommen unbestimmte Lage haben, 
und wählen dazu die Linien i",Jf, I.W 
zu Koordinatenaxihsen. Sind dann die 
Koordinaten von P, Q, 0, O bez, fl^ij^i, 
^i\Vi^ %l^si ^\^^ ^'^ ^^* ^^ö Bedingung 
auszudrücken, daß die Verbindungslinie 
der Punkte A und B, in welchen die 

Geraden CP, CQ die Achsen schnpiden, stets durch gehe. 
Nun ist die Gleichung von GP -.{ß — y^ x —{a — x^y ^= ßx^— ay^, 
und der von ihr in der ^- Achse bestimmte Abaehnitt daher 
Z,A = ^~ — —äi. In derselben Weise ist der von CQ in der 
*/ -Achse gebildete Abschnitt LB = — — — f— ^i und daher die 
Gleichung von AB 

T^ + Zü-i oa.r Ifcil + J*=|.l = 1. 

LA ' LB ßx^ — ay^ ' ay, — ßa^ 

Daß diese Gleichung durch die Koordinaten % ', !/g erfüllt werde, 
ist die Bedingung des Problems, d.h. die Koordinaten «|(3 des 
Punktes C sind durch die Relation verbunden 
3ii(^-yi) , Vs (" - ^) ^ j 

Die Befreiung von den Brüchen zeigt, daß diese Gleichung in 
den a\ß im aJlgemeinen vom. zweiten Grade ist. Wenn wir 
aber voraussetzen, daß die Punkte x^ \ y^, x^l y^ ^'^ derselben 
Geraden y = m,x durch Jj liegen, so daß ^,= »w%, y^'=m,x^ ist, 

so kann die Gleichung in der T'orm "^^/f -- ^ + ^'/" ~ '^m = 1 
" !ben werden, und- die Befreiung von Brüchen und Ersetzung 
I p durch X I y gibt die Gleichung des Ortes als einer Geraden 

47, Anstatt die Bedingungen der Aufgabe direkt in 
Funktion der Koordinaten des Punktes auszudrückenj dessen 
Ort gesucht wird, ist es oft zweckmäßig, sie zunächst ver- 
mittelst anderer Linien der Figur zu bestimmen. Dann ist 
es nötig, so viele Relationen aufzustellen, als zur Elimination 
der so eingeführten Unbekannten hinreichend sind, um durch 
dieselbe eine Grleichung zwischen den Koordinaten des Punktes 
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zu finden, dessen Ort gesucht wird. Die folgenden Beispiele 
werden zur ErRuterung dieser Methode hinreichen. 

Ä. l) Ort der Mittelpunkte der Rechtecke, die in ein ge- 
gebenes Dreieck ABC eingeschrieben sind. 

Wir nehmen OB und AB xa Koordinatenachsen und setaen 
CB^p, BB = s und AB = s': dann sind die Gleichungen 

von AG und BC'^—%=1 und 
V s 

p ^ s 

Wenn wir nun in der Entfernung 
FK=l eme Parallele J & ziehen, so 
finden wir die \.hszissen der Punkte 
F und S, in denen diese AG und BG 
begegnet, duith bubstitution von y^-Tc 
m die fTleickungeB vcn AG unä B C. 
?isten und der zweiten Gleichung bez. 
1\ 



C 
A X !ä i B 



So erhalten wir s 



1-r 



= BT = 



Daraus ergibt sich die 1 



1 F8 (§ 13): 

X = ^—r- (l ~ — )■ Diese ist die Abszisse ¥0n 0, die Ordinate 

ist y^Y^- Sollen wir eine Kelation finden, welche zwischen 

dieser Ordinate und Abszisse für jeden Wert von h bestehen muß, 

so haben wir nur zwischen diesen Gleichungen k zu eliminieren; 

dann erhalten wir für die Gleichung des verlangten Ortes 

2.=(s-s')il-^) oder -i£.+li'=l. 
^ •'V p / s-s ^ p 

Der gesuchte Ott lat alio eine Geiade und die Acli^sen 
abschnitte derselben zpigen daß sie den Mittel; uukt dei Basis AB 
mit dem Mittelpunkte dei Hohe CP verbmlet 

2) Parallel zui Basis eme^ Dreieck« ist eine fierile oe 
zogen, und die Punkte in denen sie die 'leiten di.'fselben schneidet 
sind mit zwei festen Punkten in der Basis durch Geiade vei 
bunden. Ort des bciinittpunktes die er ietateteni' 

Wir behalten die Achsen und lie ubrieen Bestimmungen in 
l) und nehmen als die toordinaten dei festen Punkte 1 und 1 
der Basis m\i) und > \0 Dann ist die Gleichung 



, FT 
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Da aun der Punkt, dessen Ort wir suchen, in jeder der beiden 
Geraden FT und SV liegt, so drücken die eben geschriebenen 
a Relationen aus, die seine Koordinaten erfBllen mässea; 
; die Größe h enthalten, so entsprechen die Kelationen 
_,age des Punktes allein, für weiche die Parallele 
FS in der Höhe le über der Basis gezogen ist. Eliminieren wir 
aber die TJabeatimmte h zwischen diesen Gleichungen, so erhalten 
wir eine Relation, welche neben den Koordinaten des betrachteten 
Punktes nur bekannte Größen enthält, und die, als wahr für jede 
beliebige Lage der Parallelen FS, die geforderte Gleichung des 
Ortes sein wird. 

Wir setzen also die Gleichungen in die Form 
(«' + ».)!,-s(|j,-» + »)_0, 
(s - n)» - i (^ü + i - «) — 0, 
uad erhalten durch Elimination von h die Gleichung des Ortes 

die Gleichung einer Geraden. 

3) In einem Dreieck sind die Schnittpimlrte der Seiten mit 
einer Parallelen zur Basis verbunden mit den gegenüberliegenden 
Basisecken; Ort des Schnittpunktes der Verbindungslinien? 

Die Aufgabe ist zwar ein spezieller Fall der vorigen, nimmt 
aber eine einfachere Auflosung an, indem man die Dreiecks- 
aeiten AC und CB au Achsen wählt; sind dann ihre Längen 
a und h, so können die proportionalen Abschnitte, welche die 
Parallele in ihnen macht, durch fta und fi& ausgedrückt werden. 
Dann sind die Gleichungen der Transversalen 

^ + i_l und ^ + 1-1, 
indem man die eine von der anderen subtrahiert und den Eest 

durch die Konstante 1 dividiert, erhält man für die Gleichung 

des Ortes ■ -| ^ 0, die Gleichung der Verbindungsgeraden 

der Spitze des Dreiecks mit dem Mittelpunkt der Basis (§ 41,2). 

4) Es sind zwei feste Punkte A und B, je einer in jeder 



iben und zwei veränderliehe A' und B' 
Achsen so bestimmt, daß OA' + OB' = OA + OB ist; Ort 
Schnittpunktes der Geradon AB' und A'B'i 

Sei OA = a, OB = b, 0A'^a4-h, so ist nach 
Bedingungen des Problems OB' =h — h^ die Gleichungen 
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AB', A'S sind bez. | -f y^ = 1 , -^-^ + | = 1 , oder 
bx + a& — ab+ }c(a~x)=0, bx + ay — ab + h(p — b) = 0. 
Wir eliminieren ft durch Siibtraktion und erhalten für die 
Gleichung des Ortes x -\- y ^ a -j- b. 

5) In der Basis AB eines Dreiecks sei ein Stück AT^Ic 
und am anderen Ende ein Stück BS genommen, welches zu AT 
in einem festen Verhältnis m steht; werden sodann ET und FS 
einer festen Geraden CJK parallel gezogen, so ist der Ort des 
^ Punktes zu finden, in weichem sich 

die Linien JEB und FA schneiden. 

"Wir nehmen AB zur a; -Achse, 
CE zur «/-Achse, setzen BiJ == s, 
AE = s\ Cli^p, so daß 5S = mfc 
ist. Alsdann sind die Abszissen von 
S und von T bez. s — mic, — (s' — h). 
Wir finden die Koordinaten von E und F, indem wir diese 
Werte von x in die Gleichungen von .AC und BC snhstituieren ; also 

Wir bilden nun die Gleichungen der Geraden EB und FA, 
nämlich „t „{.„ 



FA (s + s' — mk)^ ^—x — -^ — ==0, 

und eliminieren endKch fc durch Subtraktion und Division des 
Bestes durch h; so erhalten wir die Gleichung einer Geraden 

(» - 1)» + (f + f) '^ + (T^ - -f) - «■ 

6) BP' und QQ' sind ein Paar beliebige Parallelen au den 
Seiten eines Parallelogramms; welches ist der Ort des Schnitt- 
punktes der Linien BQ und P'g'? 

p Wir nehmen zwei der Seiten 

/ des Parallelogramms zu Achsen, 

/ setzen ihre Längen « und b und 

I _ bezeichnen AQ' durch m und 

7 AP durch n. Dann ist die Glei- 

A p' B chung von PQ, als Verhindungs- 

gerade der Punkte j n und m | b, 

{& — «)is — JM3/+ m« = 0, und die Gleichung von .P'^', der 

Verbindungslinie von a | n mit jw | , 

nx —{a — 'm)y — mn ^ 0. 
Da hier zwei unbestimmte Größen m und n vorhanden sind, so 
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kann man Termuten, daß es nielit möglich sein werde, sie beide 
aus diesen zwei Gleicimagen zu öliminioren; wenu man jedoch, 
die beiden Gleiciiungea durct Addition vereinigt, so verschwinden 
beide Unbestimmte und man erhält den Ort bx — aif = 0, die 
Gleichung der Diagonale AD des Parallelogramms. 

7) Ein Punkt und zwei feste Gerade sind gegeben; man 
zieht durch jenen irgend zwei Gerade und verbindet die Punkte, 
wo diese den festen Geraden begegnen, kreuzweise; Ort des 
Schnittpunktes dieser Verbindungslinien? 

Wir nehmen die festen Geraden zu Koordinatenachsen und 
lassen die Gleichungen der durch den festen Punkt willkürlich 
gezogeaen Geraden sein 

£ + 1-1 „nd -J, + |,-l. 
Weil diese Linien durch den festen Punkt x'\y' gehen müssen, 
sind -f - = 1 und — ; + -^ = 1 oder durch Subtraktion 

" ^'(1 4) "*'&-:.)-»■ 

Die Gleichungen der Transversalen sind offenbar 
— |- -^ = 1 nnd — j + — = 1 und liefern durch Subtraktion 



Ans dieser Gleichung und der vorher gefundenen lassen sich 

( jl und I — — 7J eliminieren, und wir erhalten dadurch 

mit x'y + y'x = 0, die Gleichung einer Geraden durch den 
Nullpunkt. (Vgl. § 158.) 

8) Dnieh irgend einen Punkt in der Basis eines Dreiecks 
wird in gegebener Richtung eine Gerade von gegebener Länge 
so gezogen, daß sie in jenem Punkte halbiert (allgemeiner von 
der Basis in einem gegebenen Verhältnis geteilt) ist; welches ist 
der Ort der Schnittpunkte der Linien, die ihre Enden mit denen 
der Basis verbinden? 

48. Der Grundgedanke der analytischen Geometrie liegt 
darin, daß jede durch einen Punkt zu erfüllende geometrisclie 
Bedingung zu einer Gleichung führt, die durch seine Koordi- 
naten befriedigt werden muß. Darum ist es sehr wichtig, 
daß der Anfänger in dieser Wissenschaft in der Anwendung 
jener Idee sich übe, um so möglichst jede geometrische Be- 
durch eine Gleichung ausdrücken zu lernen. Wir 
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fllgen deshalb zur weiteren "Übung eine Änzalil von Aufgaben 
über Orter bei, welche auf Gleicliaagen fübren, deren Grad 
den ersten übersteigt. Obwohl die Interpretation solcher 
Gleichungen erst Gegenstand der späteren Kapitel und des 
weiteren Ausbauea der Wissenschaft ist, so ist doch die Methode, 
dnrch welche man zu diesen Gleichungen gelangt — und da- 
mit haben wir es hier allein zu tun — dieselbe, wie in dem 
Falle des geradlinigen Ortes. In der Tat erfahrt mau ja erst 
durch die Aufstellung der Gleichung des Ortes den Grad der- 
selben und des Problems. Die folgenden Beispiele sind so 
gewählt, daß sie nach der Reihenfolge ihrer Aufzählung eine 
analoge Behandlung gestatten, wie die Aufgaben der vorher- 
gehenden Artikel. In den bei ihnen gegebenen Auflösungen 
ist vorausgesetzt, daß die Achsen ebenso gewählt sind, wie 
in diesen korrespondierenden Beispielen des früheren. 

B. l) Der Ort der Spitze eines Dreiecks, wenn die Basis 
und die Quadratsumme der Seiten gogebon sind, ist 

2) Ebenso, wenn die Basis und die Smnme oder Differenz 
der m- und «fachen Seiten quadrate bekannt sind- 

(»« ± »•){x'+ !,°)+ 2{m + t)cx + {m ± n) c^ = p^ 

3) ius der Basis und dem Veihaltnis der Seiten 

4) Aus der Basis und dem Produkt der Tangenten dei an 
ihi anliegenden Winkel /° + «i*t'' = »i°r* 

In liesem Beispiel und dem folgenden sind die AAwie d 
Tangenten der Basiswinkel zu benutzen wel h m t; 45 ■* ce 
geben smd 

5) Aus der Bisis und dem Winkel in der bpitye idei dei 
Summe der Bisiswmkel i -\- j" — 2ty ot ' = c^ 

t) \us dei Basis und der Difleienz dei Basiswinkel 
x^ — V^ + ^xy cot 1) = (.^ 

7) Aus der Basis und für das Verhältnis der Basiswinkel 
gleich 1:2 %x^ - y^ + ^cx = c^. 

8) Aus der Basis und dem Verhältnis der Tangenten der 
Winkel tan C = m tan 5: m{x^ + y^ — c^) = 2c{c — x). 

9) Wie in § 45,4 ist FÄ parallel zu 0(7 gezogen, so 
daß sie zwei Linien in Punkten B, B' schneidet, und der Punkt 
P ist so bestimmt, daß PA^= FB ■ BP' ist. Der Ort von P 
ist mx{m'x + n') = y{mx + m'x -f «'). 
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10) FA ist als das harmonische Mittel zwisehen AB und 
AB' bestimmt: 2mx(m'x + «') = ^{mx + m'x + «'). 

11) Dor Ort des Punktes, der in eineoi Dreieck von ge- 
gebenem Winkel an der Spitze und von konstanter Fläche die 
Basis in gegebenen Verhältnissen teilt, ist iCi/=const. 

12) Bei gegebener Basis: -^ + ■- r "JJ-^l^ = . . - , ., ■ 

13) Wenn die Basis durch einen festen Punkt geht; 

=?:+«'_„. + „. 

14) Man soll naeli § 45,8 den Ort von P hestimmen, wenn 
Mli' konstant ist: x'' + y' -\- 2xtt cos w = const. 

15) Wonn MN durch einen festen Punkt geht: 



x + yaosa »/+3;oosffl 

16) "Wenn MN durch einen festen Punkt gebt, so ist der 
Ort des Selinittpunktes der Parallelen zu den Achsen aus M und iV 

X y 

17) Man soll in § 46,1 den Ort von P bestimmen, wenn 
die Linie CD nicht au AB parallel ist. 

18) Soll der Abschnitt AB zwischen den Seiten eines Drei- 
ecks von gegebener Basis in einer gegebenen Geraden konstant 
sein, so ist der Ort der Spitze 

{x'y - xy') {y - y") - {x"y - xy") (y -y') = c(y- y') (y~y"). 

49. Aufgaben, in welchen zu beweisen ist, daß eine 
bewegliche Gerade durch einen festen Punkt geht. 

Nach § 40 geht die Gerade 

(»1 + U^) x + (a^+ ]i\) y + ag+kh^= 0, 
wo ft eine unbestimmte Große ist, immer durch einen festen 
Punkt, nämlicli durcJi den Schnittpunkt der Geraden 

ciis: + a^y + «B= 0, h^x + h^y -f 6s = 0. 
Wir entnehmen daraus den Satz: Wenn die Ghichwng einer 
Geraden eine Unbestimnde im ersten Grade enikäU, so geht die 
Gerade immer durch einen festen FimU. 

B. 1) Wenn in einem Dreieck der Winkel an der Spitze 
und die Summe der reziproken Werte der Seiten gegeben sind, 
so geht die Basis immer durch einen festen Punkt 
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Für die Seiten als Aciiseii ist die Gleichung der Basis 

f + 1=1. ■'»* l+i=i 

die zu erfüllende Bedingung; daher ist die Gieieliung der Basis 
— f- — — — ^1, -wo m konstant und a unbestimmt ist; schreiben 
wir dies — (x — y) -\- — ~ 1 = 0, so erkennen wir, daß die 
Basis stets durch den '-■Lhnittpunkt dei Geialeii i — ly = ual 
^ = m geht. 

2) Die Ecken eines Dreiecks bewogen sich auf drei du eh 
- denselben Punkt gehenden testen Ge 
laden OA, OS OC und zwei semei 
Seitpn gehen duich feste Punkte, es 
ist zu beweisen, daß aoch die dritte 
Seite durch einen testen Punkt geht 
^\u wj.lilen die festen Geraden 
OÄ, OS, m denen die Basiseeken j4, B 
sich bewogen, zu Achsen !/, x, so daß 
die Linie OC, welche die Spitze des 
Dreiecks durchläuft, eine Gleichung von der Form i/ = mx hat, und 
bezeichnen die Koordinaten der festen Drehpunkte 1 und 2 von ÄC 
und SC durch iEi|«/^, (e^\y^- Sind dann in irgend einer Lage 
die Koordinaten der Spitze a\wa, so ist die Gleichung von AC 

(■c^- a)& - (ß,- ma)x + a{^,- mx,) = 0. 
Ebenso ist die Gleichung von SC 

(äJa— «)?/ — {i/2 — ma)x + a (i/g — «ja^j) = 0. 
Die Länge des von der Linie AC bestimmten Abschnittes OA 
wird hiemacli durch Substitution von x = in die Gleichung der- 
selben gefunden, als „/,, _™,a;'| 

ebenso die Länge des Abschnittes OB für j/ = aus der Gleichung 
von SC als „/„ _ ™^ s 

x = - ^■'^ ■ — -^■ 

Daraus ergibt sich die Gleichung von AS 

^ J/g__^^ ^ _ ^^ ^ ^^ 

Da hierin a unbestimmt ist und nur im ersten Gi-ade vor- 
kommt, so geht diese Gerade immer durch einen festen Punkt. 
Derselbe zeigt sich, indem man die Gleichung in der Form 



: + ') = 
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Betreibt, als der Schnittpunkt der zwei Geraden 

^- X ^-2/-0, -^?^-— /— + 1=0. 

3) Man. untersuche, ob in der vorigen Aufgabe unter ge- 
wissen Bedingungen die Basis auch dana noch durch einen festen 
Pun.kt geht, wenn die Gerade, in welcher die Spitze sich be- 
wegt, den Punkt nicht enthält. 

Wir behalten die Achsen und die Bezeichnung bei, mit der 
einen notwendigen Abweichung, daß die Gleichung der von der 
Spitze durchlaufenen Geraden durch y = ntx -j- n und dalier die 
Koordinaten der Spitae in irgend einer Lage durch a \ ma + n 
ausgedrückt werden. Dann sind die Gleichungen Ton -4(7, BO 
(x:^— a)y —(y^ — ma — ii)x + «(j/j— wie,) — nx^^ 0, 
{3^-a)y - [y^- ma — n)x -\- aiy^- mx^- nx^= 0, 

0B= "(y»^*»^)-"'^ 



Daher ist die Gleichung vi 


m AB 



Wenn diese Gleichung von Brüchen befreit wird, so enthält 
sie im allgemeinen a im zweiten Grade, und die Basis geht nicht 
durch einen festen Punkt. Wenn aber die Punkte le, | j^j , % | »/g 
in einer durch gehenden Geraden y = hx liegen, so daß wir 
!/g = jt% und y.^ = hXj^ substituieren können, so wird die Gleichung 

» '■"""' -y^-'-g^-")-". 

welche a nur im ersten Grade enthält und somit eine durch 
einen festen Punkt gehende Gerade bezeichnet. 

4) Wenn eine Gerade so bestimmt wird, daß die Produkte 
der auf sie von einer Anzahl fester Punkte % 1 2/n % i J/a ge- 
lallten Perpendikel mit bestimmten Konstanten m,, »ij, . . . die 
Summe Null geben, so geht dieselbe durch einen festen Punkt. 
Ist die Gleichung der Geraden x eos a + y sin a — JJ = 0, 
so ist die von x^^ \ y^ auf sie gefällte Normale von der Länge 
x^ cos a -F «/, sin ß — p, und die Bedingungen liefern 

Mj (a^j C0& a + y^sin. a — p) + m^ (x^ cos a + y^Riaci— p) 

+ '"'s (^3 cos « + )/3 sin c - j)) + ■ . . ^ 0. 
Unter Benutzung der Bezeichnung £ (»w, ic^) für die algebraische 
) der «ja;, d. h. für «j,% + *»2^a -*-■■■ und in gleicher Art 
■2(«»i?/i) für m^y^ + m^y^ + ■■-, 2(m^) für % -f »ig -|- ■ ■ - 
können wir diese Gleichung schreiben 

Z(m^x^) cos « + 2(m^y{) sin « -pi:(m^) = 0. 
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Indem wir in die OriginalgleicbiiDg den hieraus erhaltenen 
Wert TOn f substituieren, erhalten wir für die Gleicliiing der 
bewegliclien Geraden 

ic2;(m,)cos«+(/2;(»ii)sintt-^(w%a^i)eo3K-2;(M,!/,)sinü! = 
oder a;2;{»»i) — ^()%%)4-[«/2(toj} — Z(%y,)] tan w = 0. 

Da diese Gleichnng die unbestimmte Größe tan k im ersten 
Grade enthalt, so geht die durch sie ausgedrückte Gerade durch 
den festen Punkt, welchen die Gleichungen 

3;2;(»t,) — i; ()»,%) = 0, yZ{^^ — s{m^-y^= o 

bestimmen, d. h. durch den Pnntt 

m, + ms + --- ' ^ ))t, + m5 + ..- 

Dieser Punkt wird oft als das Zenirum der mWerm Ent- 
fernungen der gegebenen Punkte bezeichnet, und ist der Schwer- 
pufild der gegebenen Punkte, wenn die Koeffizienten m die den- 
selben beigelegten Massen bedeuten. 

50. Wenn die Gleichung einer Geraden die Koordinaten 
irgend eines Punktes im ersten Grade enthält, so wie 

so geht diese Gerade iminer durch einen festen Funkt, wenn 
der Punkt x' \ y' sich selbst auf einer Greraden 

bewegt; denn dann kann mit Hilfe dieser Relation x' aus 
der gegebenen Gleichung eliminiert werden, und die un- 
bestimmte Größe y' verbleibt im ersten Grade in derselben, 
die Linie geht also (§ 49) durch einen festen Punkt. 

Daraus entspringt der Satz: Wenn die Koeffizienten 
in der Gleichung a^x + a^y + a^^O durch die SelaUon 
/c^%+ Ä^ßg -1- Ä^ag = verbunden sind, in welcher k^, Äg, k^ 
Konstanten sind, indes 0^, a^, Ö3 veränd^lich gedcuM werden, 
so geht die durch diese Gleiehmg dargestellte Gerade immer 
durdi mten festen Funkt. 

Denn durch Elimination von a^ zwischen beiden Glei- 
chungen erhalten wir 

die Gleichnng einer Geraden durch den Punkt y n^- 
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51. Das TeilTerhältuis des Punktes, in welchem die 
Verbindungsgerade der Punkte x^_\y^, a^sly^ von der Linie 
«la; + flg!/ + % = gesolinitten wird, finden wir nach einer 
Methode, die wir oft anwenden werden, um den Punkt zu 
bestimmen, in welchem die Verbindungsgerade zweier ge- 
gebenen Punkte durch einen gegebenen Ort geschnitten wird. 

Nach § 13 sind die Koordinaten eines Punktes in der 
Verhindungsgeraden der Punkte x^\y-i, x^\y^ immer durch 
X = ^ ?l . T3i ij j, = % y» + »tg ^1 darstellbar, und wir können 

*», + % ■' «i + Ws 

das Verhältnis ^rWg, in welchem dieselbe durch den ge- 
gebenen Ort geteilt wird, als eine unbekannte Größe ansehen, 
welche sieh aus der Bedingung bestimmt, daß die eben ge- 
schriebenen Koordinaten der Gleichiing des Ortes genügen 
müssen. 

So haben wir im gegenwärtigen Falle 

also ^^_^ a.^. + «,y, + a3 ^ 

«s OiiCa + öäJ/ä + Os 

woraus sich die Koordinaten des gesuchten Punktes ergeben. 

Der Wert für n^:»^^ sagt geometrisch aus, daß das Ver- 
hältnis, in welchem die Verbindungslinie von % | j/i und x^ \ y^ 
geschnitten wird, dem Verhältnis der Abstände dieser Punkte 
von der gegebenen Geraden gleich ist; denn diese sind (§ 30), 
mit y'ä/+^ multipliziert, Zähler und Nenner des Bruches. 

Das negative Zeichen in dem vorher gefundenen Werte 

ringt daraus, daß in dem Falle des ijineren Schnittes, 
i (§ 13) das positive Zeichen von Wj : n^ entspricht, 
die Normalen auf entgegengesetzten Seiten der gegebenen 
Linie liegen, daher (§ 30) als von entgegengesetzten Zeichen 
angesehen werden müssen. 

Ist die zweite Gerade als die Verbindungslinie zweier 
anderen Punkte x^\y^, a^jj/i gegeben, so daß ihre Gleichung 

. {y%~ydo!-{Xi-Xi^y + x^y^~x^y^'=0, 
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Dies ist aber (§ 38) das VerliältDis der Flächeninhalte 
der beiden Dreiecke, deren Ecken sind x^ | «/j, x^l j/g, x^l ij^ 
und x^\ti2t ^s\Pa' ^4|?/4j ^i^ dies aueh geometrisch evident ist. 
B. l) Wenn eine Ge- 
rade die Seiten eines Drei- 
ecks BC, CA, AB in den 
Punkten L, M, N schneidet, 
ist 
BL-CMAN 




LC-MA-NB 
Sind die Koordinaten 
Ecken x^^\y^, x^\ y^, 
1 haben wir 

GM^ a,x, + a,% + as 

h + 'hys + "'^' ^^ oi'^ + isyi-fns' 

NB a,a^ + a,y, + a,' 

tuid die Wahrheit des Satzes ist offenbar. 

2) Wenn die Verbindungsgeradea eines Punktes mit den 
Ecken eines Dreiecks dio Gegenseiten BC, CA, AB bez. in 
Punkten D, E, F schneiden, so ist 

BD-CE-Ä F __ 
DO-EA FB~ "^ 
Sind die Ecken x^ \ y^, x^ | y^, »3 [ y.^, und ist der an- 
genommene Punkt ic^jä/i, so folgt 

DO ai, (3/i - 2/3) -f X, (!/, - y,) -f ic, (y, - ^4) ' 
GE ^ x^(\f,-y,) + x^{y^-yi) + x^(ys-%) ^ 
EA Ol, (j/i-J/J+iC5(y,-J/,) + ^4(2/1- !/i)' 
AF ^ a^i iVi - 3/i) + ^^4 Cy. - J/iH ic. (!/i - V^) , 
FB x^(y^ ~ 2/4) + ^ (2/4 - Vi) + »4 ({'s - Vs) ' 
und die Wahrheit des Satzes ist offenbar. 

52. Folarkoordinaten. Es ist im allgemeinen nützlich, 
diese Methode anzuwenden, wenn die Aufgahe verlangt, den 
Ort der Endpunkte von geraden Strecken zu finden, welche 
nach einem gegebenen Gesetz durch einen festen Punkt ge- 
zogen sind. Die folgenden Aufgaben 1 — 4 führen auf gerad- 
linige Örter, 5 — 8 auf Orter höherer Ordnungen. 

B. 1) A und B siad zwei feste Punkte; durch B wird eine 
Gerade gezogen, und von A ein Pei-pendikel AP darauf gefällt 
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Örter in Polarkoordinaten, 



85 



uEd dasselbe so yerlängort, daß das Rechteck AP-jiQkoiistaat = ft^ 
bleibt. Ort des Punktes §? 

Wir nehmen A zum Pol und AB zur festen Achse, so daß 
ÄQ der durch r zu bezeichnende Vektor 
und der Winkel £A§==# ist; die Auf- 
gabe fordert, die zwischen r und & be- 
stehende Eelation zu finden. Wir setzen 
.d£ = c und haben jii' = c-C03'9'; wegen 
ÄP-AQ = h^ ist alsdann 




Dieses ist (§ 44) die Gleichung einer Normalen 
der Entfernung = — vom Pol Torbeigeht. 

2) Von einem Dreieck, dessen Winkel gegebi 
der Ecken A fixiert, die zweite S bewegt sieh längs 
Geraden, man soll den Ort der dritten finden. 

Wir nehmen die feste Ecke A zum Pol 
und das von ihm auf die feste Gerade gefällte 
Perpendikel AF zur Achse, so daß AC 
■^PAC^^d' ist. 

Da die Winkel c 
sind, so steht AB i 
znAC,ä.}i.AB = m 
aber man hat AP 
d.h. mit AP = 



es Dreiecks AB gegeben 
1 einem festen Verhältnis 
ACunä^PAB='&-a; 
= AB-BosPAB, 




welches (§ 44) die Gleichung einer Geraden 
ist, die mit der gegebenen einen Winkel a 
bÜdet und die Entfernung - vom Pol A besitzt. 

3) In einem Dreieck ist die Basis und die Summe m der 
Seiten gegeben; in einem Endpunkt B der Basis errichtet man 
auf der anliegenden Seite BC ein Perpendikel und verlangt, den 
Ort des Punktes P zu finden, wo dieser von der äußeren Hal- 
bierungslinie OP des Winkels e 

Indem wir den Punkt B 
zum Pol wählen, wird BP der 
Vektor r und durch Wahl der 
verlängerten Basis zur festen 
Achse wird derWinkeli>£P=*, 
und die Aufgabe verlangt, r 
durch & auszudrücken. Wir 



. der Spitze getroffen wird. 




a, ö, c, A, B. 



und die Gegenwinkel des Dreiecks durch 
C; dann ist offenbar ^ BGP=^ ~ ^0 uai 
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aus dem Dreieck PCB a = r tan ^ C- Wenn wir a und tan 4" C 
durch &■ ausdrücken können, so ist die Aufgabe gelöst. Aus dem 
Dreieck .4BC ist &*= ffl^+ e^ — 2«c cos 5; hier kann für h ein- 
gesetzt werden m — a und ist cos jS = sin fl-; daher 
m^— 2 am + a^= ß^+ c*— 2ac sin 0, 

»'"' ° = 2(«"'^7.1o) - 

Ferner findet siob tan \C = 



Aber 6 sin C = csiii^ = c eos#; 6eosC=«' 



Nun setzen wir die eben für a und tan -|- C 
Werte in die Gleichung a=^ r tan -|- Q ein und erhalten 

3(,.-'7.iI<» - ..""iri> ' »'»•' fOOS«-^-i!. 

Der Ort ist demnach eine Normale zur Basis des Dreiecks, 
in dem Abstände — - — vom Punkte B. 

Zu weiterer "Übung untersuche man den Ort, welcher bei 
gegebener Differenz der Seiten durch die innere Halbierungslinie 
des Winkels an der Spitze bestimmt wird. 

4) Gegeben sind n feste Gerade und ein festei Punkt f; 
wenn man durch diesen irgend einen Vektor zieht, der diese 
Geradon in Punkten jR^, iJj, ifj, - - . iJ« schneidet, und m ihm 
einen Punkt li so bestimmt, daß OH das haimonische Mittel 
aller dieser Vektoren oder 

OB "" 'o'rI ■*■ Öl;; ''■ '0%, "^ ^ ~ÖW„ 

ist, so soll man den Ort YOn JJ bestimmen. 

Wenn die Gleichungen der Geraden durch 
r cos (O — k) = j3j , )■ cos (■* — |3) ^ ft , r eos(# — y)= Pä, usw. 
dargestellt werden, so ist die GleichuEg des Ortes offenbar 

»■ ft ft Pa 

nach § 4i die Gleichung einer Geraden, Der hierin enthaltene 
Satz ist nur ein spezieller Fall eines weit allgemeineren, welchen 
wir später beweisen werden. 

5) Eine feste Gerade JSP hat die Gleichung r cos ■& = »i, 
und in jedem Vektor wird eine konstant« Länge PQ abgetragen; 
man soll den Ort von Q finden. (Fig. zu 1.) 
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Nach der Voraussetzung ist AV = ^\ also ist 

in reehtwiaklige Koordinaten übertragen, gibt dies 

B) Ort von Q, wenn P irgend einen durch seine Polar- 
gleictuEg r = g^ (_'0') gegebenen Ort dim,hläuft. 

Da nach der Voraussetzung J P in Funktion von -El' bestimmt 
ist und AP das um d lermjndeit« r des Ortes ist, so haben wir 
in die gegebene Gleichung nur > — ü für r zu substituieren: 
, — (7 = y 1 &1 

7) Wenn AQ so weit verlängert wird, daß AQ = 2-AP 
ist, so ist AP die Hälft« von dem. r des Ortes, und man hat 
an Stelle von r in die gegebene Gleichung \ r zu substituieren. 

8) Wenn der Winkel BAP halbiert und in der Halbierungs- 
linie eine Strecke AP' abgetragen wird, so daß AP'^-=m- AP 
ist, so soll der Ort von P' gefunden werden unter der Voraus- 
setzung, daß P eine Gerade beschreibt. Da nun BAP das 
Doppolte vom & des Ortes ist, so hat man AP ^ - — ^v;' und 
die Gleiebimg des Ortes ist r^cos 2'& = m^. 

53. Offenbar kann auch eine Gleiehnng höheren Grades 
gerade Linien darstellen, nämlich dann und nur dann (§ 23), 
wenn ihre linke Seite in lauter Faktoren vom ersten Grade 
zerlegt werden kann. Wir können jederzeit solche Gleichungen 
w'^° Grades bilden, indem wir n lineare Gleichungen Seite 
für Seite miteinander multiplizieren. Dagegen ist es aus 
einer vorgelegten Gleichung nicht ohne weitere Kriterien 
erkennbar, ob die durch sie dargestellte Kurve zerfällt. Wir 
betrachten hier nur den Fall, wo sie in m Gerade zerfällt, 
die überdies durch einen Punkt gehen. Derselbe muß dann 
als ein n facJier PunU der zerfallenden Kurve w**' Ordmmg be- 
zeichnet werden (§ 22), denn für seine Koordinaten ver- 
sehwindet jeder der n Faktoren der linken Seite. Eine 
homogene Gldchmig w'^" Grades zwischen zwei Veründerliclien 
repräsenUeri n Gerade, welche durch einen PtmU gehen. Denn 
ist die Gleichung 

p" —~ pxy''~'- -{- qx^y''~^- ■ ■ ■+ tx"= 0, 
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Bo erhalten wir durch Division mit x" 

(ir-i-dr+'O""'---». 

eine Gieichung, welche durch Auflösung w Werte für | 
liefert; bezeichnen wir dieselben durch a, h, c, . . ., so kann 
die ursprüngliche Gleichung in die Faktoren zerlegt werden 

{y — ax) («/ - hx) (y-cx)--- = 0. 
Sie repräsentiert also »* Gerade 

y — ax = <), ^ — drr = 0, . . ., 
welche alle durch den Anfangspunkt der Koordinaten gehen. 
Eine allgemeinere Form der Gleichung erhalten wir 
durch Koordinatentranaformationj welche etwa a \ h zum Null- 
punkt macht. Kann daher eine Gleichung n*^" Grades auf 
die Form gebracht werden 

(y--by~p{x-a)(y -1)"-'^+ q{x — ay{y -h)"~^ 

±t{x'a)''=0, 
so bezeichnet sie n Gerade durch den Punkt a \ h. 

B. 1) Den durch die Gleichung a;)/ = dargestellten Ort 
bildeu die beiden Koordinatenachäeii, weil der Gleichung durch 
jede der beiden Voraussetzungen a; ^ 0, */ ^ genügt wird. 

2) Der durch x^—'jf=0 dargestellte Ort wird von den 
Halhierungslinieii der Achsenwinkel a; ± 2/ = gebildet (§39). 

3) Die Gleichung a:^— 5a:j/ + 6^^— repräsentiert die 
beiden Geraden a: — 2?/ = 0, x — Zy ^ 0. 

4) Der durch ai^ — 2a!!/ sec + i/^= dargestellte Ort ist 
X =y tan ( - ± y Ol ■ 

5) Welche Geraden sind ausgedrückt durch 

a:^ — 2xy tan & — ?/^= OV 

6) Welche Geraden repräsentiert 

x^- 6x^p + IIa;*/*— 6/=0? 
54. Linienpaar. Wenn eine Gleichung zweiten Grades 
zwei gerade Linien oder ein lAnienpaar darstellt, so muß sie 
durch Koordinatentransformation auf die homogene Form 
gebracht werden können 

Äx^+2Bxy + Cf^0. 
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Sie repräsentiert in der Tat die beiden Geraden 

y -— W/iX = 0, y ~ m^x = 0, 
wenn «%, m^ die Wurzeln der quadratischen Gleichung sind 

c(f+2«{f) + ^ = o 

oder also m-^^-{- m^= — 2^;} 'Mi"*a = 7F- 

Sind die Koeffizienten der quadratischen Gleichung reell, so 
können diese Wnrzebi entweder reeU und Tei^chieden, reell 
und gleich oder konjugiert komplex sein, je nachdem die 
Difikriminante 

Im ersten Falle stellt die gegebene Gleichung ein Paar 
reeller Geraden durch den Nullpunkt dar, deren Richtungs- 
koeffizienten JBj, m^ sind. Ist zweitens die linke Seite der 
Gleichnng ein YoUständiges Quadrat, so sagen wir, um den 
Sprachgebrauch der Geometrie dem der Algebra entsprechend 
zu machen, die Gleichung stelle zwei zusammenfallende Gerade 
dar und nicht nur eine Gerade schlechthin. Denkt man drittens 
die Wurzeln komplex, so genügen der Gleichung keine anderen 
reellen Koordinaten als x^O, y = 0, sie stellt also einen 
Ort dar, der außer dem Nullpunkte nur imaginäre Punkte 
enthält. Wollen wir in Übereinstimmung mit der Ausdrucks- 
weise der Algebra bleiben, so müssen wir in der Tat in die 
Betrachtung auch imaginäre Gerade aufnehmen. Eine reelle 
quadratische homogene Gleichung mit negativer Dislmminante 
definiert eiw Paar Iwnöugiert imaginärer Geraden mit dem 
NiMpmM als reeU^n Schmi^imM oder Tragefr. 

Wir interpretieren nun allgemein eine in x — a, y — b 
homogene guadraMsche Gleichmty als ein Linienpaar mit dem 
Doppelpunkt a \ h. Ohne Annahme dieses einheitlichen Sprach- 
gebrauchs der Algebra würde in vielen Fällen die Einfach- 
heit und Strenge des Ausdrucks und manche wichtige Ana- 
logie verloren gehen müssen. Diese Ans drucks weise reicht 
wirklich auch aus, um der homogenen Gleichung n'^" Grades 
die Interpretation als n Gerade durch einen Punkt zu sichern, 
da jede reelle Gleichung in reelle Faktoren ersten und z 
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Grades zerlegt werden 'kann. Überhaupt ist hervorzuliebeii, 
daß weiterhin keine Gfleichungen höheren Grades mit kom- 
plexen Koeffizienten berficksichtigt werden, daß dagegen in- 
folge des eben erwähnten Unistaudes bei den linearen Glei- 
chungen neben den reellen auch die komplexen zur Geltung 
kommen müssen. 

55. Winkel S dea Linienpaares. Wenn die Gleichung 
auf die Form C(jf ~- m^x}(y — m^wj^O gebracht ist und 
rechtwinklige Koordinaten vorausgesetzt werden, so gilt nach 
§ 31 für den Bichtungsunt er schied 3 der beiden Geraden m^, m^ 
tan ^ = + — + — —■ Da nun aber nach § 54 mj + m^ und 



ist, so folgt zur Bestimmung von ä aus den Koeffizienten 
der quadratischen Gleichung 

Insbesondere schneiden sieh die heiden Geraden, rechtmnUig 
oder bilden ein RetMwvnkelpatw, wenn A+ C=0 td, also die 
Gleichung des Paares die Form hat 

x^+ 2bxy — ^^= 0, 
welches auch der Wert Yon h sei. 

Obige Formel dient auch als Definition des Winkels 
zwischen konjugiert imaginären Geraden, und zwar zeigt sie 
denselben als rein imagiimr an (§ 42), da {A + (J) tan S 
gleich der Quadratwurzel ' aus der negativen Diskriminante 
ist. Insbesondere schließt das Linienpaar x^ + y''=0 wegen 
tan d = + i einen ganz unbestimmten imaginären Winkel ein. 

B. Die Winkel in den Linieupaaren 
x^+ xy —• Qi/^=0 bez x>^ — 2icj/ see fl' -|- j/^= siud —^ bez. •&. 

*) Für schiefe Achsen ergibt sicli in derselben Weise die Formel 
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56. Daa Paar der Winkelhalbierenden ist stets reell. 
Bezeichnet man unter den Yo raus Setzungen des vorigen Para- 
graphen durch j/ — ji!C = die Gleichung einer Halbierungs- 
linie des Winkels S, so bestimmt sieh der Richtungako effizient 
fi durcli die Bemerkung, daß er die Tangente eines Winkels 
ist, der gleich der halben Summe der zu tp ™- gehörigen 
Neigungswinkel sein soll. Aus 

arc tan 2/* = arc tan m^ -\- arc tan m^ 

iolet - — —-i = — -^ ^1 somit = -j — 7=- 

° 1 — )i' 1 — «i, »jg A — G 

oder 11? + — Tj — ft — 1 = 0. 

Die Wurzeln pj, ft^ dieser quadratischen Grleichong sind die 
ßicbtungsko effizienten der inneren and der äußeren Hal- 
bierungslinie des Winkels S (§ 39). Indem wir also in die 
Öleichung für (t seinen Wert y : x substitnieren, erhalten wir 
die Gleichung des Paares der WinkelMlbierendm 

Man erbält dieselbe auch, wenn man zu y — m^x^=0, 
j/ — m2iC = naeb § 39 die Gleicliungen der beiden Winkel- 
halbierenden bildet und sie miteinander multipliziert. 

Es ist wertvoU zu bemerken, daß die Diskriminante 
( — = — j 4- 1 dieser Gleichung stete positiv ist, daß also auch 
ein Paar von imaginären Geraden reelle Winkelhcäiierende 
besitzt (§43). Die Form obiger Gleichung zeigt (§55), daß 
die beiden Halbierungelinien rechtwinklig zueinander sind. 
Für J5 = reduziert sich die Gleichung 

B{y'^x^ + iÄ-C)xy = 
auf xy = 0, d. h. alle Liuienpaare Ax^ + Cy^ = haben die 
Achsen zu Winkelhalbierenden (§ 21). Ist jedoch außerdem 
J. = C> so ■wird /t völlig unbestimmt, d. h. jedes Beckhoinkel- 
paar kann als ein Paar von Winkelhalhierenden des imaginären 
Linienpaares x^ + J*^ = anges^en werden. 

57. Die Bedingung harmoni scher Lage der Liuienpaare 
Ax^+2Bxp + Cy^=0, A'x^+2B'xy + C'y^=0 

lautet AC + A'C ~ 2BB' = 0. 
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Gehören zu den Geraden der beiden Paare die Rich- 
tungsko effizienten m^, m^; m\, m\, so müssen die Geraden 
y — m\x = 0, y ~ m'^x = sich in der Form darstellen 
lassen {§§ 39, 40) 

y — m^x ■\-}i{y — m^x)= 0, y — tn^x — h{'y — m^x) = 0, 

wenn sie zu y — m^^x = 0, y — m^x = harmonisch sein 
sollen. Hieraus folgt 

und durch Elimination von h die Bedingang harmonischer 
Lage, ausgedrückt in den Richtungsko effizienten, 

(m^ — m'i) (m^ — m'^) + (% — «»'g) (m^ — m\) = 
oder WjJWä + m'im'^ — ^ i^i + "^) i^'i + tn'^) = 0; 
dies ist aber mit der obigen Form identisch wegen 

m, + 1», -B _A m', +m', _ B' i i _^ 

— ^ - ^> m^m^~ ^, g — 'pr' w^iM^ä-c'" 

Verbinden wir damit die Bedingung A! Jr C = 0, so 
folgt B':C'='A — Ci'2B, d.h. sm mjem gegebenen Lmien- 
paar gibt es tmr ein harmonisches Secktmnkelpaar, das Paar 
seiner WinkelhalMerenden. 

Von großer Wichtigkeit ist die Einsicht, daß die Koefä- 
zientenbedingang der harmonischen Lage für Punktepaare 
(§ 15) und Linienpaare identisch ist. 

Diese geht geradezu in jene über, wenn wir eine Ko- 
ordinate konstant setzen, z.B. drückt AC + A'G = 2BS' 
für «/ = Ä zugleich die harmonische Lage der Punktepaare 
Äx^ + 2JBkx+Ck^=0, A'x'+2B'Jcx+C'}i^ = aus. 
Dies gibt aber, da jede beliebige Gerade in y — Jc^O trans- 
formiert werden kann, den Fundammtalsats : Jede Gerade 
schneidet swei harmonische Linienpaare in hwmonischen PunMe- 
paaren; und umgekehrt bilden die VerbindmtgsUnien der Punkte 
zweier harmonischen Paare mit einem PtmJiie swei harmonische 
Strahlenpaare. 

«Diese Übereinstimmung begründet auch die Analogie 
in der Darstellung des Imaginären. Soll nämlich das erste 
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Linienpaar zugleich zu einem äritiBnA"x^+2B"xij + C"y^=0 
harmonisch, also auch AC" + A"C ~ 2BB" = sein, so 
lassen die beiden Bedingungen nur eine gemeinsame Lösung zu 
A:B:G = {J!B"~A'B'):\{A!C"-A'C'):{B'C"-B"0'), 
wie in § 15. Zu zwei gegebenen Linienpaaren mit demselben 
Doppelpuukt ist also unzweideutig ein gemeinsames harmo- 
nisches Paar bestimmt, auch dann, wenn dasselbe ira^taär 
ist (§ 43), 

*58. Absolute Richtungen. Von ganz hervorragender 
Bedeutung sind die imaginären Linienpaare 

(._„).+ (, _J)._0. 
Jeder Punkt a\'b ist der Doppelpankt eines derselben, und 
zwar wird dasselbe offenbar gebildet von den durch ihn ge- 
zogenen Parallelen zu den Geraden des Paares am Nullpunkt 
x^ -\-y^=0 oder x + iy ^^0. 

Es existieren also in der Ebene zwei ausgezeichnete imar 
ginäre Richtungen (§ 26), welche den mit x^ + y'^=Q gleich- 
gerichteten Linienpaaren angehören und kurz die imaginären 
absoluten (isotropen) Richtungen heißen sollen. In der Tat 
sind sie bei allen Koordinatentransformationen, also anch (§ 12) 
bd edlen Bewegimgen der Ebene in sich unveränderlich oder 
absohd, denn es ist 

(x coa d' — )/ sin Q-y + (xsm & -{- y cos &Y = 'x^+ y^. 
Dies ist nur möglich, wenn der Winkel irgend einer Geraden 
der Ebene mit einer Geraden absoluter Richtung unbestimmt 
ist, und in der Tat ergibt die Formel des § 31 stets 
tan § = + i (§ 42). Gleichwohl müssen wir die Geraden von 
den Richtungskoeffizienteu ± i bestimmt denken, da sie durch 
bestimmte Gleichungen gegeben sind, nur lassen sie sich nicht 
durch gemessene Winkel angeben. 

Ferner geht die Bedingung harmonischer Lage eines 
Linienpaares Ax^ + 2Bxy + Cy^ = mit «^ -f j/^ = (§ 57) 
Über m. A+C =^0, d. h. die Orthogonalilätsbedingang (§ 55). 
Demnach sind zwei Gerade, welche konjugiert harmonisch sind 
in hcBug auf die durch ihren SchnittpmtM gehenden Geraden 
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der absoluten Bichiwngm, miteinander normal (vgl. § Ö6 Schluß). 
Und umgekehrt ist ein lAnietipaar der absolulen Michhmgen 
definierbar als das getneinsame harmonische su irgend ^wei 
BediiwinJcelpaa/ren, die denselben D&ppdpunkt besitsen (vgl. § 43 
Schluß),*) Eine spezielle Folgerung aus dem ersten Satz iat 
die, daß jede Gerade absoluter Richtung auf sich selbst normal 
ist, wie auch die Orthogonahtätsbedingnng des § 33 iMg = — 
für wii = «[g = ± i bestätigt. 

Überhaupt ergibt die Anwendung unserer metrischen 
Formeln auf x + iy = scheinbare Widersprüche. Jeder 
Punkt einer dieser Geraden hat stete den Vektor "/a:^ + y^ 
= y{x-'riy){x—iy)^(}. Somit haben überhaupt (üle in 
einer Geraden absoluter Michiung gemessenen Strecicen die Länge 
Ntäl; infolgedessen fahren sie auch bisweilen den Namen: 
Gerade ohne Länge. 

Von einer Geraden absoluter Mchhmg hat jeder PutM der 
Ebene, der nieht in ihr liegt, unendlich großen Abstand. Denn 
in der Abstandsformel des § 37 tritt im Nenner die Wurzel 
auf aus der Quadratsumme der Koeffizienten von x und y 
in der Gleichung der G-eraden, und diese ist unter unserer 
Annahme 1 + i^= 0. In der Tat kann aber das Perpendikel, 
das von dem Punkte auf die Gerade absoluter Richtung ge- 
fallt wird, keine endliche Länge haben, denn die parallelen 
Geraden dieser Richtung sind auch zueinander normal. 
Ebenso erklärt sieh das erste Paradoxon, da doch die Ent- 
fernung zweier Punkte einer solchen Geraden zugleich den 
senkrechten Abstand jedes der Punkte von der Geraden be- 
deutet und deswegen Null sein muß (§ 37). Diese schein- 
baren Widersprüche, welche der Anblick metrischer Formeln 
sofort dem Leser aufdrängt, sobald er die vorkommenden 
Größen auch komplexer Werte fähig denkt, erhalten so aus 
jener Definition der absoluten Richtungen durch Rechtwinkel- 
paare ihre Lösungen. 

*) Man verifiziert dies direkt in der Endformel des vorigen Para- 
graphen, indem diese bei Ä' + O' = 0, A"-^-G" = liefert ^ : Jf : C 
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Diskrimiaante der allgemeinen üleictuiig 2. Grades, 95 

59. Bedingung, unter welcher die allgemeine Gleichung 
des zweiten Grades ein Linienpaar darstellt. Die allgemeine 
Gleicliiing zweiten Grades schreiben wir 

a^iX^+ 2a^^xy + a^y^+ 2a^^x + ^a^^y + «33= 0. 
Ordnen wir sie an in der Form 

und lösen sie für x auf, so finden wir die Wurzeln 
«11^ = - (a^^y + Mjg) + 
V{(<^ii^- aii«sta)y^+ 2(a,a%3- «iiOja)«/ +(ßi3^- Oiiaja)!- 
Diese Werte von x können nur dann auf die Form 
X = my + n reduziert werden, wenn die Größe unter dem 
Wurzelzeichen ein vollständiges Quadrat ist. Dies ist bekannt- 
lich allein der Fall, wenn man hat 

Die Ausführung der angedeuteten Operationen liefert 
nach einer Division durch a^j 

«11 «sa %3 + 2 «as «13 f^is — "11 %* - % »iB^ — «38 «^la ^ =" 
als die Bedingung, unter welcher die allgemeine Gleichung 
des zweiten Grades zwei Gferade darstellt. 

Man nennt die Koeffizientenfunktion links die Diskrimi- 
nante D der Gleichung zweiten Grades. Unter der Bedingung, 
daß die Disknmmmiie D verschtvindet, stellt die Gleichung 
zweiten Grades eme serfallmde Kurve zweier Ordnung dar, 
weldie einen Doppelpunli hesitst, d. h. ein Lmimpaar. 

B. 1) Die Gleuliung x^ ~ 5xy + iy^ + x -i- 2y — 2 ^ 
repräsentiert die Geiailen 

X — y — 1-^0, X — iy + 2 = 0. 

2) Repräsentiert Jie Gleichung 

{.1 + (iS- .■)■= („.+ ,3= _,.)(»»+„>_ ,-») 
Gerade und welche? 

3) Die Gleictung 

x^ — xy + y^ — X — y + 1=0 
stellt die imaginären Geraden dar 

x + ey+6^=0, x + 6^ii + & = 0, 

1 Kubikwurzeln der Einheit ist. 
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4) Man soll die Größe a^^ so bestimmeii, daß die Gleichung 
ie*-f 2%335!( -^-y^— Öx — 7y + Q^0 Gerade darstellt. 

Indem man die Werte der Koeffizienten in die allgemeine 
Bedingungsgleichung substituiert, ertält man für «jg die quadra- 
tische Gleichung 12ajg^ — SöOjg + 25 = 0, aus welcher für «jg 
die Werte «'jg = -|-, a'\^ = -|- lier vorgehen. 

60. Die in dem vorigen Paragraphen angewendete 
Methode, obgleich die einfachste in dem Fall der Gleichung 
zweiten Grades, ist auf Gleichungen höherer Grade nicht an- 
wendbar; wir geben daher in dem folgenden noch eine andere 
Auflösung derselben Aufgabe. 

Dieselbe verlangt zn erkennen, ob die gegebene Gleichung 
des zweiten Grades mit dem Produkt der Gleichungen zweier 
Geraden {ax + ßp — l){a'iC + ß'y — 1)^ identisch werden 
kann. Wir dividieren dazu die aUgemeine Gleichung des 
zweiten Grades durch a^^ und vergleichen die Koeffizienten 
ihrer Glieder mit den entsprechenden Koeffizienten in der 
Entwickelung jenes Produkts; dadurch erhalten wir fünf Be- 
dingungsgleichungen, von denen vier die Bestimmung der vier 
unbestimmten Größen a, ß, u', ß' liefern müssen. Durch die 
Substitution der erhaltenen Werte in die fünfte Bedingungs- 
gleichung finden wir dann die verlangte Bedingung. 

Jene fünf Gleichungen sind 

aa'^-^y, «+ k' ^^, 

Die vier ersten liefern sofort zwei quadratische Gleichungen 
zur Bestimmung von k, a', ß, ß'. Wir können dieselben 
auch durch die Bemerkung erhalten, daß diese vier Größen 
die Reziproken der Achsenahschnitfce der Geraden sind, und 
daß die durch die Gleichung 

öj^a;^-!- 2aj^xy + «^0^+ 2aj^x + 2a^^y + %3 = 
dargestellte Kurve in den Achsen Punkte ausschneidet, deren 
Koordinaten sich ergeben aus 

y = 0, fliix^-t- 2((i3a: + a3s=0; 

x = 0, »23^^+ 2a.2f,y + «33 = 0. 
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Allgemeine Methode der Zerlegung. 97 

Bezeichnen wir durch L, V, M, M' die vier ao erhaltenen 
Ächseoschnittpnnkte des bezeichneten Ortes, so müssen, wenn 
derselbe aus Geraden zusammengesetzt ist, diese entweder 
das Paar LM, L'M' oder das Paar LM', UM sein; die 
ser Paare sind 



{ax + ßtj~ l){a'x + ß'p-l)^0, 
(ax + ß'y ~ l){<x'x + ßp ~ 1)= 0. 
Die gleichmäßige Berechtigung derselben lehrt, daß für 
— — nicht allein der oben gegebene Wert aß' + cc'ß, sondern 
auch der andere aß + a' ß' gelten muß. Die Summe beider 
ist (« + a') (ß + ß') = i^'«^^ und ihr Produkt 
aa'{ß'+ß'')+ßß'(^'+a'') 

Daher bestimmt sich Oj^ : «jg aus der quadratischen Gleichung 

welche, von Brüchen befreit, die Bedingungsgleiohucg D = 
des vorigen Paragraphen wiedergibt. 

B. 1) (Vgl. §(39,4.) Man bestimme a^^ so, daß 

Gerade daratellt. 

Die Absolmitte in den Achsen sind durch, die Gleicliungen 
x^— ^x-\- G = 0, y°-—ly-\.& = 

gegeben, deren Wurzeln Äi'^2, a;"^3; j/'=l, y"=6 sind. 
Indem wir die Gleichiingen der Verbindungsgeraden der so ge- 
fnndenezi Punkts bilden, sehen wir, daß die Gleichung, wenn sie 
Gerade darstellt, entweder von der Fona 

(x + 2y - 2)(2t, + y - Q)= 0, 

oder von der Form {x -\- Si/ — 3){335 + 2/ — 6)= sein muß. 
Daraus ergeben sich durch Ausfühi-ung der aDgedeuteten Multi- 
plikationen dio Werte von a^^- 
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98 ffl- Aufgaben über Gerade uad Linieupaaro. 60. 

2) Man bestimme die Zalil der Bedingungen, unter denen 
die allgemeins Gleichung m*'" Grades = 

Ä+(Bzi.Cg) + (l}r,' + Er.!i + Fs') + {ar'+Ei:'!i+Kt</+L,/) + ns». 

gerade Linien darstellt. Wir vergleichen dieselbe nach Division 
mit dem absoluten Giiode mit dem Produit der n Faktoren 

(„^ -j. ßy „ 1) (a'x + ß'^ - 1) («"ic + ß"tj - 1) usw. = 0. 

H"un ist die Glieder an zahl N von jener die Summe der arithme- 
tischen Reihe 

l + 2 + 3 + ... + (.. + l) = Si'>|+S, 



Gleifhungen, von denen 2w zur Bestimmung der 2m unhekaonten 
Großen c , a' usw. dienen und somit durch Einsetzen in die 
ubiigen JY — 1 — 2m Bedingungsgleiehungen bleiben, d.h. — 
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Viertes Kapitel. 

Symbolische Gleicliiiiigeii 
und äuale homogene Koordinaten. 

61. Gleiehungssymbolik. Es ist für viele Untersuchungen 
zweckmäßig, zur Bezeichnung der ganzen Funktionen 
von ^\y, welche mit Null verglichen, die vorgelegten Glei- 
chnngen liefern, Abkürzungen anzuwenden, wie dies Flücker 
zuerst gezeigt hat.*) Bedeutet also S eine ganze Punktion 
3*"" Grades, so definiert S = eine Kurve w'"' Ordnung, die 
wir kurz die Kurve S" nennen. Alsdann können wir das dem 
Satze des § 40 zugrunde liegende wichtige Prinzip einfach 
so formulieren: Sind Äj = 0, 8^ = die Gleichungen irgend 
zweier Kurven, so enihÖU die dtirch die Gleichung Si — 1^8^ = 
Ktm>e oHe Schnit^wiMe der leiden gegebenen, 
! auch der Wert der Eonstanten h sei. Denn natürlich 
Koordinatenpaare, welche die Gleichungen 8^ = 0, 
S^ = G befriedigen, auch das lineare Aggregat S^ — hS^ zu 
Null. Eine Konstaute h, deren Wert unbestimmt bleibt, 
nennt man im Unterschied von den festen Konstanten Para- 
meter der Gleichung. 

Im folgenden sollen die Symbole immer lineare Funktionen 
bedeuten, 

S = aj^x + a^y + a^, 5"= a\x + a\y + a\, 

so daß S=0, S' = die Gleichungen von Geraden in all- 
gemeiner Form sind. Es ist wünschenswert, die Normaiform 
einer solchen Gleichung besonders zu charakterisieren und 
wir wollen zu diesem Zwecke die kleinen Buchstaben s ver- 
wenden; und zwar bedeute stets 
— s^ = ,r cos a, -1-i/ §in «j — pi, — Sj = a; cos a„ -^y ain cc^—2h- 
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100 iV'. Symbolische Gleichungen und duale homogene Koordinaten. 62. 

Abkürzend sprechen wir von den Geraden S oder s und vom 
Punkte Si I Sg, d. h. dem Schnittpunkte von Sj = 0, s^= 0. 

Zugleich gibt hei obiger Vorzeichen wähl der Wert von s, 
nach Einsetzung beliebiger Koordinatenwerte x \ y, den senk- 
rechten Abstand des Punktes x \ y von der Geraden s = an 
(§ 37), während das Symbol S nur eine zu demselben pro- 
portionale Größe darstellt, da (§ 80) s = Ä: ^a^^ + a^^. 

62. Die einen Parameter entlialtende Gleichung 
s^ — hs^ = stellt das Strahlbüaohel vom. Scheitel s^ \ s^ dar. 
In der Tat stellt sie nach dem vorigen Prinzip für jeden Wert 
von /; eine Gerade durch den Schnittpunkt der Geraden s^, s^ 
dar, und umgekehrt kann über Je so verfügt werden, daß die 
deftoiei-te Gerade noch einen beliebigen Punkt enthält (§ 40). 
Unter den unendlich vielen Strahlen (§ 25) des Büschela S-, \ s^ 
ist jeder einzelne durcii seinen Parameter bestimmt. 

Die geometrisclie Seäeutimg des Parameters ergibt sich 
aus ft = Sj : Sg als das konstante Verhältnis der senkrechten 
Abstände eines Punktes der Geraden i! = s^ — 7;Sä=0 von 
Sj = und Sg ^ 0, demnach (§ 39) als das Smusteüverhältmis 
des Teüstrdhles t im Winkel (s,Sj) 

t-3in(s,f):,m(ts,) (§25). 

So ist der Richtungsko effizient m der Parameter eines 
Vektors als-, sein Sinustei! Verhältnis mit den Achsen (§ 25). 
Einem positiven Parameterwert entspricht ein innerer Teil- 
strahl desjenigen Winkeis (s^Sg), der den Nullpunkt enthält, 
einem negativen ein äußerer Teilstrahl desselben. 

Innere und äußere Teilstrahlen von entgegengesetzt 
gleichen Parametern sind bezüglich s^,s^ harmonisch konjugiert 
{§ 25). Die Halbierungslinien sind insbesondere Sj — s^ = 0, 
8^+85= 0. Dieselben Winkelhalbierenden wie Sj =0, Sg ^ 0, 
besitzen also alle Paare s^ — ks^ = 0, Ics^ — Sg = 0, deren Para- 
meter reziproke Werte haben. Auch folgt dies daraus, daß 
die eine der Geraden offenbar mit s,^0 denselben Winkel 
bildet, wie die andere mit Sg = 0. 

Haben die beiden gegebenen Geraden allgemeiner die 
Gleichungen jS' ^ 0, 8" = 0, so ist die Parametergleichung 
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Der Parameter im Strahlbiischel. 101 

ebensowohl zu schTeiben S' — k'S"~0. 
Jedoch ist dann der Parameter k' nur proportional ku dem 
Sinn st eil Verhältnis, nämlich 



-^y^ 



+ a' 



Der Teilstrahl beschreibt das ganze Büschel, wenn J:' wiederum 
alle Werte von — oo bis + oo durchläuft. 

Die Beispiele zeigen, wie die UechBung mit diesen Sym- 
bolen die explizite Durehfühi-ung ersetzt. 

B. l) Die drei Halbierungslinien der Winkel eines Dreiecks 
schneiden sich in einem Punkte (vgl. §41,4). 

IUe Glekhungm der Halbierungslinien sind 

Sj — Sa=0, Sj — 33=0, Sg — Sj = 0, 
wenn die Gleiehnngen der Seiten durch s^ ^0, s^ ^ 0, Sj = 
ansgedrückt sind und der Nullpunkt im Inneren des Dreiecks 
liegt. Da die drei Gieichungen die Identität = am- Summe 
geben, so haben die Halbierungslinien selbst einen gemeinsamen 
Schnittpunkt. 

2) Die Halbierungslinien von zwei äußeren Winkeln eines 
Dreiecks schneiden sich auf der Halbierungslinie des dritten inneren 
Winkels. 

Indem man sich der Übereinkunft hinsiolitlich der Zeichen 
erinnert, erkennt man leicht, daß die Gleichungen der beiden 
ersten Halbierungslinien durch Sj + s^ = 0, Sj + s^ = gegeben 
sind; ihre Subtraktion liefert s^-~ Sg^O, die Gleichung der 
inneren Halbierungslinie des dritten Winkels. 

3) Die drei Höben eines Dreiecks schneiden sich in einem 
Punkte (§36,5; 41, s). 

Wenn man die den Seiten ä^ ^ 0, 8^=^ 0, % = bez. 
gegenüberliegenden Winkel durch Aj^, A^, A^ bezeichnet, so er- 
geben sich die Gleichungen der Höhen als 

Sj 00s Ai — Sj cos A2= 0, 
Sg cos Ag — ; 

weil jede derselben den Winkel, von dessen Scheitel sie ausgeht, 
in Teilwinkel zerlegt, die die Komplemente der benachbarten 
Winkel sind; die Summe dieser Gleichungen ist identisch Null. 

4) Die Mittellinien des Dreiecks gehen durch einen Punkt 

(§",i). 
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102 IV, Symbolische Gleichungen und duale homogene Koordinaten. 6S. 

Die Perpendikel, welche man von dem Mittelpunkte der Seite 
%='0 auf die Nachbarseifcen fällen kann, stehen im Verhältnis 
sin^j:sin^g; somit sind die Gleichungen der Mittellinien 
Äj sin A^ — Sg sin A^ ^ 0, s^ sin A^ — % sin .^3 = 0, 
S3 sin A^ — Si sin A^ = 0. 

5) Die Längen der Seiten eines Vierecks sind l^, l^, l^, l^i 
die Gleichung der Geraden, welche die Mittelpunkte der Diagonalen 
verbindet, ist J^s^ — l^s^ + Z^Sg — ii%= 0. 

Denn die dureli sie dargestellte Gerade geht durch den 
Schnittpunkt der Linien J^ ^—l^s^^^O, '3S3 — !4«i=0, welche 
nach 4) in zwei Dreiecken die eine Diagonale als gemein^chaft 
liehe Basis haben, den Mittelpunkt deiselben niit dei bez Gesen 
ecke verbinden. Ebenso schneiden 'iich die Geiaden 'i'i — ^^ i^O 
und JgSg — ^Sj=0 im Mittelpunkte der andeien Dngonale 

6) Die Gleichung dei auf dei Basis eines Dreificka m ihrem 
Endpunkte errichteten Normale i't «^ + 5 cos ^g — 

7) Wenn zwei Dreiecke sn gelegen sind, daß die Noimalen 
von den Ecken des ersten lut die Seiten de=i zweiten sich m 
einem Punkte schneiden, b) gehen auch dip Normilen von den 
Ecken des zweiten Dieieeks auf die Seiten des eisten duich 
einen Punkt. 

Man bezeichne dui ch ?j = , g = , '■3 ^ 1 \^ ^t 
s'u==0, s'3^0 die Seiten der beiden Dreiecke, so ergibt sich 
die Gleichung der von der Ecke % | % auf die Seite s\ = ge- 
Mlten Normale in der Form Sj cos (sgs'g) — s, cos (s^s'^) ^ 0; 
und die der beiden Normalen von s^ \ % auf y j = und von 
Sg I Sj auf s'ä ^ in den Formen 
Sa cos {s^^-^— 5jCos («2^1)= Oj s^cos (s^s'^) — s^ aos {s^s'^)^ 0. 

Indem man zwischen den beiden ersten Gleichungen % eli- 
miniert und die erhaltene Gleichung mit der dritten verbindet, 
erhält man die Bedingung, daß diese drei Geraden durch einen 
Punkt gehen, in der Porm 
cos (s^s'ä) cos (sgs'a) cos (s^s\) = cos (s'i%) "os {s'^Sg) cos (s'g%). 

Die vollständige Symmetrie dieser Gleichung zeigt, daß sie 
ebensowohl die Bedingung ausdrückt, untei weither die von den 
Ecken des zweiten Dreiecke auf die 'leiten des eisten gefällten 
Normalen duKli erneu Punkt gehen 

8) Wenn von dnn Edcen emps Die ecks diei Gerad« duith 
denselben Punkt gezOj,en werden, so schneiden sich auch die diei 
Geraden in einem Punkte, welche ■\on den5Hlbnn Ecken aus untei 
derselben Nei^un^ negen die bez Winkelhalbierenden gezDgpn 
werden, wie Jie v iit, n 
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Sind Si =0, % =' 0, S3 = die Seiten des Dreiecks und 
»jjS^ — «353 = 0, %s,~«3'-3=0, HjSg — HjS^=t) die diei YOn 
don Ecken auagelienden Geiaden (die sich offenTDai m einem 
Punkte schneiden), so sind die Gleichungen der diei Oeiaden, die 
mit jenen unter gleichun Winkeln gegen die betreffende Winkel 
halbierende des Dreieuts von den5elhen Ecken aus gezogen sind, 

«jfij — %S2= 0, Jag '■2 — «2^3 = t), Wi'3— «3«]^ 0, 

und diese Linien schneiden sich auch in einem Punkte. 

63. Von besonderer Wicbtigkeit in der Theorie der 
harmonisctien Gruppen enYeiet sich das vollständige Yi&reek, 
gebildet von vier Punkten A, B, C, D als Ecken und ihren 
seAs Verbindungslinien als 
Seiten. Zwei Seiten, die 



heißen Gegenseiten, z.B. AB, 
SC, und ihr Schnittpunkt 
ein Diagonalpunld des Vier- 
ecks, z. B, 0. Nennen wir 
das Dreieck OEF der Dia- 
gonalpunkte das Diagonal- 

dreiech, so besteht der fundamentale Satz: An jedem JDiagonal- 
ptmM eines vöUständigm Vierecks bilden die Gegenseiten des 
yierecks itnd die beiden Seiten des Diagonaldreiecks harmonische 




Bezeiclmen wir die Gleichungen der Seiten OE, OF, EF 
Diagonaldreiecks mit S-^ =0, Sg = 0, Sj = bez., so 
r die Seiten AB und AC durch a^s^ — a^s^=0 
und «gSg — (tiSi=0 darstellen und erhalten für AD die 
Gleichung aiS-i — a^s^=0, da die drei Geraden den Punkt J. 
gemein haben (§ 62). Nehmen wir nun noch an, die Gleichung 
von BC laute a\si — a'^s^ = Q, so muß die Gleichung von 
CD sein «git'jSg— %(!.'gS2 = 0; denn, da hiermit identisch ist 
a\{a^s^—a^s^-<ra^{a\Sj^ — a\s^) = 0, so geht OB sowohl 
durch den Schnittpunkt a^s^ — a^^s^^O, a\s^— a\s^ = Q als 
den Punkt s^ = 0, 83 = 0; und ebenso muß die Gleichung 
von DB sein Wgo'iSj — öjft'gSg = 0, als identisch mit 
a\ (ögSg — «383) + «ä {<^A — «'383) = 0- Endlieh soll aber der 
Schnittpunkt von CD und DB auf AD liegen, d. h. ein 
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104 IV. SymboÜBche Gleicliungen und duale liomogeue Koordinaten, 64. 

Parameter Ic^ (i:v muß so beetimrat werden kÖnaen, daJJ 
öiSi — ß3Sä=0 mit ii,{aga\s^'- a-^a\s^ '\-v{a^a\s^ — a^c^2^^ = 
identisch ist. Aus den Bedingangen öj ^ vöjö'j, «^^ jua^d'^, 
lia\^^va'^ folgt aber ß'j^:a'2^=%^:«5* oder a'^ : a'j = a^ : —a^, 
da doch ÄD von BG verschieden ist. 

Also ist nach Annahme des Diagonaldreiecks und zweier 
Nachbarseiten das ganze Viereck völlig bestimmt, und zwar 
drücken sich die Gleichungen der Seitenpaare mittelst dreier 
Konstanten ß^, a^, a^ aus als 

ÄD OjSi — (^Sj = BC ffl^Sj + «aSä = 

AB «aSg- «353 = CD ((583+ «953 = 

ÄC a,Ss-a^s^==0 DB a^s^+ a^s^^-0, 

deren Gleichungen die obigen harmonischen Eigenschaften 

beweisen. Man kann sie zufolge § 57 auch so »nssprechen: 

In jeder Seite des Vierecks sind der Diagoncü^wM tmd der 

ScfmiUpunM mit der VerhindungsUnie der heiden andeiren Dia- 

gotudpunkte harmonisch konjugiert in hesug auf das Eckenpaar. 

Hierauf gründet sich die Linealkonstruktion des vierten 

harmonischen zu drei gegebenen Punkten einer Reihe, z. B. 

zu Ä, B, F mittelst OB, oder die Konstruktion des vierten 

harmonischen EO zu drei Strahlen EA, EB, EF eines 



64. Wenn drei Gerade Si=0, s^=0, Sg = gegeben 
Bind, vvelclie ein Dreieck bilden, so kann die Gleichung 
jeder beliebigen Geraden in die Form gesetzt werden 
%s, + a^Sa+ «353=0. 

Denn wenn man die Werte von Sj, Sg, S3 in voller L^nge 
einführt, ao wird a^s^-\- a^s^-\- a^S3=0 zu 
(aiCosai+ajCOS(^ + agCosK3)3;4-(aiSinßi+agsinK3 + a3sin(!(j)j; 

und dies wird mit der Gleichung einer beliebigen Geraden 
Cja; + c^y + Cg = identisch gemacht, wenn gleichzeitig 
«j cos a^ + «g COS a^ -\- a^ cos a^ = c^, 
«1 sin cCy + ßg sin «^ + «3 sin a^ = c^, 

^iPi + '^si'a + "si'ä = — ''a i^*- 
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Das geomctrisolie Netz. 



105 



Die Größen a^, a^, a,^ können aber stete so bestimmt werden, 
daß sie diesen tfleichungen genügen; vorausgesetzt nur, daß 
die di'ei gegebenen Geraden nicht durch einen Punkt gehen, 
weil dann die Gerade OjSj^ -\~ a^Sg -\- a^s^= notwendig auch 
durch diesen Punkt gehen müßte und mit einer ihn nicht 
enthaltenden Geraden nicht identifiziert werden könnte. 

Nimmt man vier Punkte Ä, H, C, an und zieht ihre 
Verbindungslinien (vollständiges Viereck); verbindet man die 
neuen Schnittpunkte derselben unter sich und mit den alten 
durch neue Gerade und verfährt man mit den Schnittpunkten 
in dieser neuen Figur wiederum so, so erzeugt man ein 
geometrisches Netz.^') Nehmen wir drei der ursprünglichen 
Verbindungslinien als Sj = 0, Sg = 0, 83 = an, so lassen 
sieh die Gleichungen aller Geraden des Netzes nach § 63 
mittelst nur dreier ganzzahliger Konstanten a^, a^, % als 
lineare Aggregate von jenen ausdrücken. 

B. 1) Man untersuche die Anordnung der Schnittpunkte der 
Seiten des vollständigen Vierecks ABCO mit den Seiten seines 
Diagonaldreiecks DE F. 

Nehmen wir die Gleichungen der drei Seiten BO, OÄ, AB 
an als bez. s^^O, So=0, 83^=0, so sind die anderen Seiten 
die durch gehenden 
Ecktransversalen, als de- 
ren Gleichungen wir wäh- 
len können (§ 63) 

OÄ djgj — ßgSg^ 

OB «äSj— a^s^ = 

OC a^Sj- «3^2 = 0. 
Dadurch sind aber die 
Gleichungen aller anderen 
Geraden der Figur be- 
stimmt. Da z. B. lüF durch den Schnittpunkt geht von s^ = 0, 
«jS^— a^s^= und den von Sj^= 0, «gSg — ßiS^^ 0, so ist die 
Gleichung von EF — o,Si+ a^S-^ + %%= 0; 
ebenso die von FD a^s^~' a^s^-\- a^s^=^ 0, 

und die von I>E o^Sj + däSg— 03%= 0. 

Danach ergibt sich leicht, daß die Punkte X-, Jf, N, d. h, 
die Schnittpunkte von Sj^O, — «jS; + fl^Sj -f flsSj^ 0, 
von Sj^=0, ftiSj— o^Sg + ftgSfl^ 

und von s^ =• 0, «jS^ -|- a^s^ — a^s^ = 
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in einer Geraden liegen, deren Gleichung ist 
%%+ a^s^ + %5g= 0. 
Wir nennen die Germle JjMN die Harmonihede des Punktes 
in hezug auf das Dreieck ABC, wegen folgender Eigenschaft. Die 
Gleichung Ton CN ist «jS^+OsSj^O, denn dies ist eine durch 
Sj ^ 0, Sj^ und Sj= 0, a^s^-\- a^s^ — »gSg ^ gehende 
Gerade. Daher ist AB in F, N harmonisch geteilt, denn die 
Geraden CA, CB; CF, CN haben die Gleichungen 

In derselben Weise folgen auch die Punktepaare B, C; JD, L 
und <?, A; E, M als harmonisch. Somit sind die SAniUptimkte 
der Sarmonikale von mit dert Seilen des Breiecks ABC diwch 
die Ecken harmonisch getrennt von den Seitenschniüptmkten der 
durch gezogenen Edktransversalen. Übrigens bestimmen die 
nicht bezeichneten Schnittpunkte der Figur Gerade, welche durch 
bez. i, M, N gehen und ebenso die Harmonikaien sind von A 
in OBG, von B in OGA und von C in OAS.*) 

2) IHe Smtnonikalen des Höhenscknitipmiktes wnd des Schwer- 
punktes in einem Dreieck A^A^A^ sind iez. 

S^cos^i + S3cos^3 + S3cosyi3=0, s,sinJj + S3sin.d2 4-S3sinJ.g=0. 
Denn nach § 62, 3 ist die Gleichung der Geraden, welche 
die Faßpuakte der Höhen in den Seiten A^^A^, A^A^ verbindet, 
Si cos .4, -}- Sj cos J.g — Sj cos Ag^ und durch deren Schnittpunkt 
mit der dritten Seite A^A^ geht auch die obige Harmonikale; usw. 
Ganz ebenso repräsentiert Sj sin ^ij + Sj sin A^ — SgSia A^^O die 
Verbindungslinie zweier Seitenmitten (vgl. § 68), usw. 

3) Harmonische Eigenschaften des voüstänäigen Yierseits (vgl. 
§ 63). Vier Gerade und ihre sechs Schnittpunkte bilden die 
Seiten und Ecken eines sog. vollständigen Vierseits ; die drei Ver- 

der nicht auf einer Seite liegenden Gegenecben- 
a. die Diagonalen und bilden das Diagondldrmseit. In der 
"obigen Figur bildet die Gerade LMN mit EF, FD, DE ein 
solches vollständiges Vierseit von den Diagonalen SC, OA, AB. 
Daher geben die dreigliedrigen Gleichungen von l) die Seiten des 
Vierseits, ausgedrückt durch die Gleichungen seiner Diagonalen, 
Aus der Definition der Hamnonikalen folgt: In jeder Diagonale 
eines vollständigen Vierseits Wden Me i&iäen Q-egeneeken desselben 
ttnd die Ecken des Diagonaldreiseits harmonische Pm^epaare 
oder: An jeder Ecke des Vierseits sind die Diagonale imä die 

') Wir können die Konstruktion des Netzes beliebig fortsetaen. 
Kennen wii- z.B. L^, Jf„ jV, die Schnittpunkte von LMN mit AD, 
BS, OF, so schDeiden sich FM^, EN, auf AD usw. 
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VerUnäuK^sfferade mit dem Sdmüipunlct der ieiden /mderen IHa- 
gonalm harmonisch getrennt durch das SeUenpaar. Hier tritt 
besonders die vollfcommeite Analogie zu den Eigenscliaften des 
vollständigen Vierecks in § 63 hervor. 

Übrigens enthält 1) auch den Satz: Sucht man in einem 
vollständigen Viereck die Harmonitalen der Ecken in. hezug auf 
je die drei anderen, äo bilden dieselben ein vollständiges Vierseit, 
dessen Diagonal dreiseit mit dem Diagonaldreieck (pEF) des 
ersteren sich deckt. 

4) Wenn zwd Dreiecke ABC und I)EF so gelegen sind, 
daß die SehniMpimkte L, M, N der Seüm. BG, CA, AB des 
einen und der entsprechenden Seiten MF, FD, DE des anderen m 
einer Geraden liegen, so gehen die Geraden AD, BE, CF, welche 
die entsprechenden Ecken beider Dreiecke verMnden, durch den- 
selben Punkt 0.^ Perspektivische Dreiecke; Achse und Zentrum. 

Wenn die Seiten des ersten Dreiecks durch s, = 0, Sg^ 0, 
Sg = repräsentiert werden und o^Sj + Og Sg + Oj % = die 
Gleichuög der Geraden ist, in welcher sie den entsprechenden 
Seiten des aweiten Dreiecks begegnen, so müssen diese letzteren 
bez. dargestellt werden durch Gleichungen von der Form 
a\s-^-]- CfgSa + «353= 0, a^s^-\- a'^s^ -\- a^s^^ 0, 
%s, + «283+ «'3%= 0; 
und man erhält als Differenzen je zweier dieser drei Gleichungen 
die folgenden 

(a^- a\)s^ = (a^- a'^s^, {a^-a\)sg= («3- «'3)53. 

(«3- <'s)S3==K-fl'i)Sli 

welche nach diesei ih,xei Ableitung Gprade durch die Ecken des 
zweiten Dieiecks und nach ihrer Foim Gerade durch die ent^ 
sprechenden Ecken des ersten dai stellen zugleich aber augen- 
achembch solche die Imch cwnt Punkt geh n (Vgl. § 98.) 

^ (do Bedingungen der Ortliogonalität und des Paralle- 
liamus der Geraden 

a a^+ (1 s + (Tjii = 0, a\s^+ ff,Sj+ n\ a = 0. 

Wenn man wie in § 64 diese Gleichungen in entwickelter 
Form schreibt, so kann man die Kriterien des § 31 anwenden. 
Danach besteht Orthogonalität, wenn das Produkt der Koeffi- 
zienten von X mit dem der Koeffizienten von y die Summe 
Null hat Man findet also dafür die Bedingung 

d^fl'j + Oja'g-I- a^a'^-\- (a^a\ + a^a'^ cos (% — «3) 
-!- (öaß'i+aitt's) coe(a3— K,) + {ß-io! ^+ a,^a\) cos (a-i- (^) = 0, 
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Da aber a^ und «g die Winkel sind, welche die Normalen auf 
die Geraden s^, Sg mit der 3^-Aelise bilden, so ist (k^— Kg) 
der Winkel dieser Normalen, welcher gleich oder supplementär 
dem Winkel der Geraden selbst ist. Denken wir den An- 
fangspunkt der Koordinaten innerhallj des Dreiecks, und be- 
zeichnen wir durch Ä^, A^, Ä^ seine Winkel, so ist («g — «3) 
das Supplement von A^, Die Bedingimg der Orfhogonalitäi 
heider Geraden ist tüso 
%ff'i+ c(2«'g+ t(3«'s-(aafl'a+ a^a'^) cos A^--{asa\+ üja'^) cosA^ 

— (%a'3 + «sö'i) cos Ä^ = 0. 
Als ein spezieller Fall des vorigen ergibt sich die Bedingung, 
unter welcher die Gerade a^s^ + a^s^ + a^s^^^ zur Seite 
Sg = normal ist als Ug = a^ cos A^^ + a^ cos A^. 

Auf demselben Wege finden wir, indem wir Proportio- 
nahtät der Koeffizienten von x und y in beiden Gleichungen 
verlangen, als das Kriterium des Parallelismus der Geraden 
(05 fl'3 — (% a\) sin Aj + («3 a\ — «j a'^) sin A^ 
+ {a^a\-a^a\) sin As=0 
oder, wenn wir l^, l^, l^ als die Längen der den Winkeln 
Ai, A^, A^ bez. gegenüberliegenden Seiten des Dreiecks 
Si) Sj, Sg einführen, in der Form 

(ßj«'3 - «3 «y l, + (03 a\ - a, a'^) l, + {a, a\ - a, a\) l, = 
(vgl. §32).^ 

Die beiden Funktionen, deren Verschwinden Parallelismus, 
bez. Orthogen ali tat nach sich zieht, treten daher als Zähler, 
bez. Nenner auf in dem Ausdruck der Tangente des von den 
beiden Geraden gebildeten Winkels {§ 31), tan S = 

(a, «', - a, a',) sin Ä, + (a, a\ - a, a\) sin A, + {a, a\ - a, a\ ) sin ^3 
+ Os a', + Os a\- (Oj a'^- Oj a'j) coa A^ - {a^ a\- a^a\) nosÄ^- (,n,a'j-«s a\) coi 

Endlich liefert die Anwendung der Formel des § 37 auf 
die explizite Form der Gleichung a^S-^ -f «sSj + «gSg = 
die Länge der Nortnale von dem Punkte xf \ «/ auf die Gerade. 
Falls wir das Resultat der Substitution von x' | ?/' in eine 
Funktion s abkürzend mit — {x' cos k + y' sin c -— jj) = s' 
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.a der Tat auch die 
!ch großen Abstand, 



Abstand von Punkt und Gerads. lOÖ 

bezeichnen, wird die Formel für den Abstand 

Wenn der Zähler dieses Ausdrucks verschwindet, so liegt der 
Punkt tr^ly' in der Geraden selbst (§37). Das Verschwinden 
des Nenners erscheint als die Form der Bedingung der Ortho- 
gonalitUt für zwei Gerade, die sich decken, oder für eine 
Gerade mit sich selbst. Diese Eigenschaft charakterisiert, 
wie wir in § 58 gefunden haben, die 
absoluter ßichtung; von diesen haben 
im Endlichen gelegenen Punkte unendli 

B. l) Die Gleichung einer Normalen zu ^=0 im End- 
punkte ^ ist s, + Sj cos ^s = {vgl- § 62, 6). 

Denn sie ist notwendig von der Form a^s^ + a^s^ =' 0, und 
die Bedingung dieses Paragraphen gibt a^ = «j cos Ä^. 

2) Die Gleichungen der Normalen der Dreiecks selten in 
ihren Halbierungspunkteu. 

Da der Halbierungspunkt von A^A^ der Schnittpunkt von 
Sg == mit Sj sin A^ — s^ sin jla = ist, so hat eine durch ihn 
gehende Gerade die Gleichung Sj sin A^~ $2 sm A^ -\- a^s^ ^ 0, 
und die Bedingung des Paragraphen gibt «3 = sin (-äj — A^. 
Also sind die Gleichungen der Mittelnormalen 

s^ sin A^ — Sj sin A^-\- s^ sin {A^ — A^ = 
s, sin A^ - s^ sm A^ + s, sin (^ - ^3) = 
S3 sin A^ — s^ sin Ä^ + s^ sin {A^ — A^ = 0. 

3) Die Mitteln ormalen der Dreiecks Seiten schneiden sieh in 
einem Punkte. 

Indem man nacheinander zwischen den beiden ersten Glei- 
chungen von 2) je eine der Größen Sj, Sj, Sj eliminiert, d.h. 
die Verbindungslinie ' des Schnittpunktes zweier Mittelnormalen 
mit den Ecken des Dreiecks bestimmt, so kann man die Glei- 
chungen dieser drei Geraden zusammenziehen in 



die vollkommene Symmetrie diesei diei (Tleichungen in bezug 
auf \, Sg, fg usw zeigt, daö awch das dritte Peipendikel duii,h 
denselben Punkt ijeht In dci Tat üt die Summe d"i Produkte 
der drei Gleichnngen dei Peipendikel mit biz sm° -ig fm^jl^ 
sin^^do identisch gleich Null 

4} Man beweise die ßeehtwmkhgkeit dei Geiaden 
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Sj cos Äj + «ä cos ^2 -I- % cos ^3=0 und s^ sin 2 A^ sin (A^ — A^) 
+ % sin 2 ^ sin (^5 — Aj) + Sg sin 2 ^g sin {A^ — A^) = 0. 
5) Die Gleichung der Normaleii durcli den Punkt s'^, s'^, s\ 
zur Geraden % = ist 

^^(s'g+s'gCOS^^) — S3(s'j+s'gCOSjlj)4-%CÄ'äC0Sjl3 — s'^COS-dj) = 0. 

9 66. Homogene Dreilinienkoordiuaten des Funktee. 

Wir haben gesehen, daß in Beziehung auf drei beliebige 
feste Gerade s^=0, Sg = 0, 83 = die Gleichung jeder 
vierten Geraden in der Form a^s^ + a^s^ + «gSg = aus- 
gedrückt werden kann, und daß es möglich ist, Aufgaben zu 
lösen durch eine Reihe von Gleichungen, welche ohne direkte 
Beziehung auf x, y nur Glieder mit Sj, s^, % enthalten. 
Daraus entspringt für das im vorigen ausführlich erläuterte 
Prinzip ein neuer Gesichtspunkt. Anstatt — S; nur als ein 
Symbol für die Größe a: cos «^ + t/ sin «; — ßj anzusehen, 
nehmen wir an (§ 61), daß S; den senkrechten Abstand eines 
Punktes von der Geraden S; = bezeichne. Wir können die 
Lage eines Punktes durch seine Entfernimgen von drei festen 
Geraden bestimmen und diese daher auch als Koordinaten 
desselben bezeichnen. Wir nmnen die Abstände s^, Sj, Sg eines 
PuwMes von drei festen Fundam&üälUmen s^ = 0, Sg = 0, Sg = 
die Dreilinienko&rdinaten (trUinea^en Koordinaten) desseli>en in 
dem gegeienm Fundamentaldreieck. Im System der Dreilinieti- 
lioordmcäen wird eine Gerade dwch eine homogene Gleichung 
ersten Grades dargestellt: 

üySy + ((gSj + a^s^ = 0. 
In dieser Homogeneität liegt, wie die weiter gehenden 
Untersuchungen lehren werden, der hauptsächlichste Vorzug 
des neuen Koordinatensystems. An dieser Stelle erkennt man 
nach dem Vorhergehenden einen Vorzug desselben vor dem 
System der Cartesischen Koordinaten darin, daß in diesem 
die hSchstmöghche Vereinfachung der Gleichungen eines 
Problems durch die Wahl zweier der merkwürdigsten Geraden 
der Figur zu Koordinatenachsen erlangt wird, während bei 
der Anwendung von Dreilinienkoordinaten zugunsten der Ein- 
fachheit Über drei Fundamentallinien verfügt werden kann. 
Daraus vornehmlich entspringt die größere Kürze der in 
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§ 62 f. erhaltenen Ausdrücke im Vergleich zu den eatsprecheii- 
den des zweiten Kapitels 

Die drei Ftuidamentallmien zerlegen die Ebene in sieben 
Felder, welche wiedeium duicb die Vorzeichen der Koordi- 
naten unterschieden sein müssen, da sie durch die Oi-te der 
Nullwerte je einer Koordinate getiennt werden. Wir wollen 
stets die Dreilinientoordinaten eines Punktes im Inneren 
des Fundaraentaldreiecks positiv annehmen, d. h. zur Ein- 
führung der m x\y expliziten Werte von S; jeweilen den 
Nullpunkt innerhalb voraussetzen. Dann sind in den Scheitel- 
ivinkeln des Dreiecks zwei, in den übrigen äußeren Feldern 
ist eine der Koordinaten negativ. 

«67. Identische Fundamentalrelation. Die Maßzahleu 
der Abstände eines Punktes von den drei Puudamentallinien 
können wir nicht ganz willkürlich wählen, denn schon zwei 
reichen zur Bestimmung aus. Es maß also eine Relation 
zwischen ihnen bestehen. 

Wemi \, ig, ig die Längen der Seiten des Dreiecks 
A^A^Ä^ bezeichnen, so drücken ?,Si, l^s^, l^s^ bez. die 
doppelten Inhalte der Dreiecke OA^A^, OJ.gA^, OA^A^ aus, 
welche von einem willkürlich gewählten Punkte der Ebene 
mit zwei der Fuudamentalpnnkte gehildet werden. Für jeden 
im Inneren des Dreiecks gewählten Punkt sind die Ab- 
stände positiv und die Teildreiecke gleichstimmig, können 
also auch positiv genommen werden. Für einen außerhalb 
gewählten Punkt wechselt nicht nur ein Abstand das Vor- 
zeichen, sondern auch der Sinn des zugehörigen Dreiecks. 
Daher ist (§ 38) für jedes 
\s^A-l^s^+l^s^^2{pAiA^-{- OAA+ 0A^A;}=2A^A^A^. 

SomÜ ist, wie auch der Pmikt gemtmmeiz sei, die b&- 
3 lineare Funktion 

l^s, + l^s^+l^Ss=M 
{ und dem doppelißn Inhalt M des Fundamentäldreiecks 
gleich. Da die Größen sin A^ den S; proportional sind, so 
ist auch, mit II als Radius des umgeschriebenen Kreises 

M 

s, sin A^ + s^ sin A^ + s^ sin A^ = - - 
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eine Konstante. Dies kann man auch dir eist nachweisen, 
indem man nach § 65 die mit sin (cc^~~ tx^), sin (cc^ ~ ce^), 
sin (% ~ K3) bez. multiplizierten trinomiachen Werte von 
h> h> h ai^diert; denn in der Summe yerschwinden die 
Koeffizienten von x und y und es bleibt die obige Konstante. 
I>ie Abstände Si irgend eines Fimlctes von den Funda- 
menMlinmt genügen einer Jinem-m Identität imd sind daher 
schon durch ihre Verhältnisse lesUmmt Nennen wir drei zu 
den wirklichen Abständen s,- proportionale Zahlen Xi und den 
Proportionalitätsfaktor p, so daß Si= pa;^, Sg= qx^, Sg^ qx^, 
so ist dieser durch die Relation bestimmt 

9 Gi^i + h'^ + ^3*3) — ^^ 

Solange wir nur homogene Gleichungen zwischen den Si 
betrachten, können wir diese wirkliehen Abstände, ohne die 
Bedeutung der Gleichung zu ändern, durch proportionale 
Größen ersetzen. Denn ist f(s^, s^, Sg) eine homogene 
Funktion )i"^ Grades, so ist bekanntlich f{QXi, qx^, QXg) 
= Q'^f((Ci, x^, x^). Daher ändern wir die Definition des § 66 
dahin ab, daß wir Primetrische Koordinaten emes PwtHes drei 
Zaiüen x^, x^, x^ nennen, deren Verhältnisse gleich sind den 
Verhältnissen der Jistände s,, s^, Sg des PwtMes von drei 
FundamenMlinien, oder kurz, ProportionaUaMen su dies&i 
Abständen. Diese Verhältniskoordinaten eines Punktes be- 
zeichnen wir späterhin mit a'i, x^, x^ und den Punkt selbst 
als x^\ x^\ 3^3 oder x,. 

Damit finden wir die früher gewonnene Einsicht be- 
stätigt, daß zur Bestimmung des Ptmktes nur zwei unab- 
hängige Größen bekannt sein müssen. Denn drei Proportional- 
zahlen Xi, Xg, «3, sind angebbar, sobald wir nur zwei ihrer 
Verhältniese z.B. x^zx^, x^ix^ kennen, und p kann dann so 
bestimmt werden, daß ^Xi die Abstände selbst sind. 

ft 68. Die Gleichung jeder Geraden muß sich durch die 
Gleichungen der FundamentaUinien als lineares homogenes 
Aggregat darstellen lassen. Die Identität des vorigen Para- 
graphen erlaubt uns aber, überhaupt jede lineare Gleichung 
in trimetrischen Koordinaten, auch der Form nach, homogen 
zu machen; denn, wäre z.B. eine formell nicht homogene 
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Grleiclnmg gegeben wie s^ = 3 (offenbar eine Parallele zu 
Sj = 0), 80 kann sie in der homogenen Form geschrieben 
werden M Sj = 3 {l^s^ + l^s^ + IgS^). 

TJberhaupt sind in Cartesisehen Koordinaten die Glei- 
chnngen aller zu q^r + CsJ/ + '^s'^ "^ parallelen Geraden Ton 
der Form Cj^x -\- c^i/ + c^ + 'k = 0, da sie sich nur im kon- 
Btanten Gliede untersclieiden (§ 26). 

Ist also die Gleichung der gegebenen Geraden in Drei- 
linienkoordinaten ö;jSj + OgSa + «383 = 0, so ist zufolge § 67 
die GWch^mg einer Parallelen in Dreüinienkoordinatm 

%Si + OgSg -f «aSs + h (Sj sin A^ + s^ sin A^ + Sj sin A^) = 0. 
Sind umgekehrt %Sj + ffljSg + «^Sg = 0, \ s, + \s^ + igSg = 
irgend zwei Parallele, so muß sich unter den Geraden ihres 
Büschels eine von der Gleichung befinden 

Sj sin A^+ s^sia A^ + Sg sin A^ = 0. 
In der Tat wird gerade dies ausgesagt durch das Kriterium 
des Parallelismua in g 65, wenn man dasselbe nach § 32 
interpretiei-t. 

Da die Gerade von der zuletzt geschriebenen Gleichung 
die Schnittpunkte , aller Parallelen (§ 26 Schloß) enthält, so 
ist sie der Ort aller immdlich fernen Pmtide oder die unenär 
lieh ferne Gerade der Ebene. In diesen Überlegungen können 
an Stelle der St auch die Xi gesetzt werden. 

B. 1) Haben zwei Gleichungen 8 = 0, S' = solche Koeffi- 
zienten, daß 5 — S'=const., so stellt S + S'^0 ihre Mittel- 
parallele dar. 

2) Die Gleichung der Parallelen zur Seite Sg eines Dreiecks 
durch die Gegeneeke desselben ist Sj sin A^ -\- s^ sin A^ = 0; denn 
diese Gerade geht durch den Punkt s, | % und ist Sg parallel, 
weü man sie in der Form schreiben kann 

Sj sin ^3 — (sj sin A^ + % sin Äg + Sg sin Ajf) = 0. 

Die vier Geraden % =0, s^ = 0, s^ sin A, i Sg sin ji^ = 0, 
deren letzte die von der Spitze ausgehende Mittellinie des Drei- 
ecks ist, bilden ein harmonisches Büschel. Der Mittelpunkt einer 
Strecke und der unendlich entfernte Punkt ihrer Geraden sind 
harmonisch konjugiert in bezug auf die Endpunkte der Strecke 

Ni. 1). 
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3) Die Gerade, webte die Mittelpunkte zweier Seiten eines 
Dreioeia verbindet, ist zur dritten Seite parallel, 

Ihre Gleichung ist nacli § 64, 2 

s^ sin A^ + Sg sin A^ — s^ sin jlg = 
oder 2^3 sin A^^ Sj sin A, -f- Sg sin ^ -f- SgSin jI,. 

4) Die Gerade l^Sj — l^s^ + l^s^ — i^s^^ in § 62, 5 geht 
durch den Mittelpunkt der VerbindungsUnie der Punkte s^ | Sj, Sj | s^. 

Denn (^i^^ + ^Sg) + (lg% + ^4^4) ist eine konstante Größe, 
nämlich offenbar das Doppelte der Flache des Vierecks. Infolge- 
dessen sind , , , ^ 7 , , n 
hh + ^%= 0, ijSg +■ 1^3^= 

parallele Linien, und QiS^+ l^s^) — {ks^ + l^s^) = ist ihre 
Mittelparallele (1), halbiert also auch die Verbindungslinie der 
Punkte % I S3 und «als^, TOn denen der eine der ersten, der 
andere der zweiten Linie angehört. 

tt 69, Verbindungsgerade zweier Funkte. Die Punkte 
x'\y', x" \ y" haben die Dreilinienkoordinaten s/, s/', wenn 
diese die Substitution sresnltate bezeichnen TOn x'\y', a^'\y" in 
— (x cos DCi + y sin «; — pi). Eine Gerade von der Gleichung 
ffljSj + «s^ + "b^s ~ ^ enthält beide Punkte, wenn die Koeffi- 
zienten so gewählt werden, daß zugleich %s'i + a^s'^ + i/js'g =^ 
nnd aj^^\+ a^s"2+ <^^\ = 0. Die Bhmination der %, a^, % 
ergibt für die Verbinäungslmie der Punkte s/ , s" die 
Gleichung 

Sie ist zugleich die Bedingung dafür, daß drei Punkte von 
den Koordinaten S;, s/, s" in einer Geraden Hegen (vgl. § 35).*) 
Anderseits finden wir, daß für einen TeilpunJit S;, der 
die Strecke zwischen s/ und s/' im Verhältnis n':n" teilt, 
wie in § 13 wegen n': m" = S;— s/: s/'— S;, die Abstände 

von den Fundamentallinien durch s,-^ — ', , „ — ausgedrttckt 
sind. Daher können wir als die trimetrischen Kooräinaim des 
Punktes, der die Skecke a^ila/gla/jj, a/'j | [»"j | a/'j im Verhältnis 
n' : n" teilt, nehmen 

n"x!^ + n'a/'i | n"x'^ + n'a^\ \ n"x'3 + n'x'\. 

*) Dabei wird wieder die Gleichung niolit geändert, wenn wir sie 
iu den x., x.', cc." schreiben. 
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Offenbar liegt dieser Punkt in der obigen Verbindungslinie, 
denn, wenn x' und x" die Gleichung a^^x^-'r 0^X2+ a^x^^Q 
befriedigen, so genügen ihr auch nl'xi+n'x". 

Daher haben auch (§ 14) zwei in bezug auf xj und x" 
konjugiert harmonische Punkte die Koordinaten yi'xj + n'x". 

« 70. Wenn eine Gleichung ß,Sj + a^s^ + «^Sg = oder 
aiXi-\- a^x^-'r a^x^=^0 gegeben ist, so kann die durch sie 
repräsentierte Gerade bei gegebenem Fundamentaldreieck 
A^^A^Aff leicht koußtruiert werden, Ihre Schnittpunkte L,M,N, 
mit den Fundamentalliaien JßC,Oji,^B oder -i^jl^^^g^,^!^ 
(vgl. Fig. § 64, 1) sind bez. durch die Gleichungspaare bestimmt 
x,~0 cKs=0 x^=0 

a^x^ + «3% = 0; OgX^ + a^x^^ = 0; a^x^ -{- a^x^ = 0. 

Die Geraden A^L, A^M, A^N teilen aber die Dreiecks- 
winkel A^Ä^^A^, A^A^A^, A^A^A^ so, daß das Sinusver- 
hältnis der Teilwinkel gleich — a^- o^, — «3 : %, — % : Og 
ist, denn es ist in A^L a;^ : «3 = s^ : s^ = ~ csj : «g, usw. Voll- 
zieht man also einfach diese durch die Koeffizienten der 
Gleichung bestimmte Teilung der Winkel des Fundamental- 
dreiecks, so liegen die drei Punkte, in denen die Teilstrahlen 
die Gegenseiten schneiden, in der durch die Gleichung dar- 
gestellten Geraden.*) 

Ganz ebenso finden wir einen Punkt von gegebenen tri- 
metrischen Koordinaten % | % | «g- Seine Verbindungsgeraden 
mit den Fundamentalpunkten 1|0|0, 0|1|0, 0|0|1 haben 
nach §69 die Gleichungen a^x^ — a^x^^^O, «ja^g— %x^= 0, 
ci^Xi — a^Xs = oder 

A = ^ = _^ oder -^ = 3- = -J- (=q). 

Diese Geraden teilen also die Winkel A^A^A^, A^A^A^, 



*) Wendet man insbe sondere diese Konstruihon auf die blcichung 
ic, sin ^, + a;, sm ^_ -|- -Cj Bm ^s = ü (g 6M) an, so findet man die Teil- 
strahlen Jen Gfegenseiten parallel, also diei Punkte des definieiten 
Ortes in unendlicher Entfemung Sumit ist wipderum diese beaondpce 
lineare Gleichung als Ausdiuck dei unondlich fernen Oeiaden dei 
Ebene erkannt. 
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A^A^A2 nach den Sinus Verhältnissen a^:a^, a,^: a^, a^: a^ 
bez. und können demgemäß konstruiert werden. Dabei be- 
merken wir nach § 64, i, daß der PunM von den Koordmaten 



a,:cu:a« die Gerade —^ + ~-\ — ^ = i. 
hesug auf das Fundamentaldreieck hat. Aus den Koordinaten 
«1 : (jg : «5 folgen die Abstände des Punktes ron den Funda- 
mentallinien durch Multiplikation mit tA : {Ij^a^ + l^a^ + l^a^) 

(8 6'). 

Die tritnetHsdim Koordinaten der merkmlrdigen Punkte im 
Fimdfmmtaldreieck kann man durch Anwendung der Gleiehung 
der Verbindunge geraden zweier Punkte (vgl. § 62, i—i) oder 
obige Bemerkung direkt bestimmen. So ist 



-_ : ..... . : — der HÖheusehuittpunkt, 

eoBjl^ cosjlj cosJ.3 ^ ' 

cos Ä^ : cos A^ : cos A^ das Zentrum des umgeschriebenen, 
1:1:1 lias Zentrum des eingeschriebenen Kreises, 
sin j4j, sin A^, sin ^3 der Schnittpunkt von drei Geraden, 
die in bezug auf die Winkelhalbierenden zu den Schwer- 
liniea symmetrisch liegen, 
— 1:1:1, 1 : — 1 : 1, 1 : 1 : — 1 die Zentra der äußer- 
lich eingeschriebenen Kreise, usw, 
B. 1) Die Gleichung der Verhindungsgeradeu des Höhen- 
schnittpunktes mit dem Schwerpunkt ist (vgl. § 65, 4) 

ajj sin 2 J.J sin [A^ — A^ + x^ sin 'üA^ sin (A^ — A^ 
+ iCg sin 2^ sin {A^ - A^) = 0. 

2) Die Gleichung der Geraden, welche die Zentra des ein- 
geächriebenen und des umgeschriebenen Kreises verbiudei, ist 
a!i(cos^ — eos^s) + %(cos^3 — cos^i) -\-x^{(imA^—cosA^)= 0. 

3) Der Höhen sclinittpuiikt, der Schwerpunkt und das Zentrum 
des dem Dreieck umgeschriebenen Kreises liegen in einer Geraden. 

Die Koordinaten dieser Geraden sind 00s A^ cos A^^ usw.; 
sin .dg sin .ig , usw. uud eos^j, usw. Zum Beweis genügt die 
Bemerkung, daß die letzteren Koordinaten die Differenzen der 
erstaren sind 

cos A^ = sin A^ sin A^ — cos A^ 00s A.^ , usw. 
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Der Punlrt von den Koordinaten eos {A^ — A^^), cos {A^ — Aj), 
cos (j^j^ — A2) liegt offenbar in dersellien Geraden und ist ein 
vierter harmoniacker Punlit zu den drei vorigen. Wir werden 
weiterhin seilen, daß er das Zentrum des (sog. Feuerbachschen) 
Kreises ist, der die Mittelpunkte der Seiten des Dreiecks enthält. 
* 71. Entfernung zweier Punkte P', P" oder s/, s" 
in Dreilinienkoordinaten. 

Setzt man a^ = s'jS''^ — s"js'g, a^ = ^'s^'i ~ ^"s^'v 
a^=s\s"^ — s'\s'^, so ist a^Sj -{- a^s^ + a^s^^O die Gleichung 
der Verbindimgsgeraden P' P". Zudem gelten die Relationen 

ks\ + l^S'^ + ^gS'a = 1? = l^s'\ + l^s"s + Jg A- 

aus denen man dnreh sukzessive Elimination von J^, l^, l^ erhält 

l,ag - 1^0^ = M{s\ - s'\), \a^ - \as=M{s\ - ä'^), 

Verbindet man nun die Punkte P', P" mit der Ecke Ai 
des Fundamentaldreiecks und schneidet Ä^A^ durch die Ge- 
rade P' P" in P, so ist jedenMls 

A Ä,P' P" = Ä^PP" - A^PP'. 
Daraus folgt, da die letzten beiden Dreiecke die gemein- 
schaftliche Basis A^P und die zugehörigen Höhen s"3, s'g 
haben, für d als die Entfernung der Punkte P', P" und p 
als die der Geraden P', P" vom Punkte A-i, die Relation 
pd = A^P ■ {^';f — s'^). Nun ergibt sich für den Abstand 
von P oder — % | «, 1 von Ä^ Ä^. leicht einerseits 

anderseits A,P ■ sin A^; also ist 

wo ü der Radius des umgeschriebenen Kreises ist. Femer 
findet man nach § 62 für p, wenn man den Nenner der 
dortigen Abstaudsformel mit d bezeichnet, I* = ~f 7^" Daher 
ergibt sich d = -^ d oder 

cP = -j^s ^^ ^ ^üT (ßi^ + C'i^ -^ «s^ — 2«^«^ cos Ai~ 2 a^a^^ cosA^ 
— 2«!«^ cos Ag). 
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Mit Hilfe der drei zuerst abgeleiteten ßetationeu findet 
man andere, bequemere Formen für diese Entfernung. Qua- 
driert man jene, multipliziert sie mit \cosAi, l^cosA^, (^cos ^l^ 
bez. und bildet die Summe der rechten und linken Seiten, so 
reduziert sieb wegen l^ = l^ cos Ä^ + l^ cos A^, usw, die Summe 
links auf ^l^l^d^. Man erhält durch Substitution 

,2 __ hhh ( h ♦'OS A^ (s'j — s'\y + l^ cos ^2 (s'j — s"^y\ 
itfM. +J,cosA^(s',-s\y 1 

Multipliaiert man aber dieselben Relationen paarweise und 
bildet die Summe der bez. mit l^, l^, lg ver vi elf achten Pro- 
dukte, so reduziert sich wegen ^^+ i^^— ?£^= 2?3?geos j1^, 
usw. die erste Summe auf -—l^l^lfS^. Folglich erhält man 
durch Substitution 

Für die letzte Form des Wertes sei auch eine direkte Ab- 
leitung angedeutet: Zuerst zeigt man, daß das Quadrat der 
Entfernung durch eine Summe von Vielfachen der Produkte 
der Differenzen der Koordinaten ausdrückbar sein muß, da 
d^ verschwindet, sobald irgend zwei Eoordinatendifferenzen 
zu Null werden; dann ermittelt man durch die Spezialisierung 
der Formel für die Ecken des Fundamentaldreiecka die Faktoren 
jener Produkte. Endlich ist selbst nach der Methode der Sub- 
stitution in den §§ 64, 65 zu verfahren. 

B. Der doppelte Inhalt des durch drei Punkte s/, s/', sj" 
bestimmten Dreiecks ist ' ';" {a^s"\-'r a^^''^ + ci^s'"^). 

Mit Hilfe der Bezeichnungen dieses Paragraphen hat man 
für die Gerade ^i, s"^ die Gleichung o^s^ + a^Sj + a^Sg = 0. 
Man benutzt die vorigen Ausdrücke für die Länge der Basis und 
', derselben zur Hölie des Dreiecks nach § 65. 



# 12. Die geometrische Bedeutung der Gleichung 

x^ sin Ai + x^ sin A^ + x^ sin ^3 = 
ist die unendlich ferne Gerade der Ebene, wie wir in § 68 
gesehen haben. Zu derselben Einsicht führt die Bemerkung, 
daß die Gleichung zwar in der allgemeinen Form der Gleichung 
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einer Geraden inbegriffen ist, aber keine endlich bestinini- 
baren Punkte enthalten kann, weil für die Koordinaten jedes 
solchen die Große x^ sin A^ + x^ sin J^ -f- a:, sin A^ einer 
gewissen Konstanten gleich, aber nicht Null wird. (§ 67.) 
Sie ist daher nur als eine Grenzform möglich, der sich wirk- 
liche Gleichungen nähern können. 

In der allgemeinen Gleichung «jA; -[- «gj/ + «j = be- 
stimmen — a^: a^ und — a^: a^ die Abschnitte der Geraden 
in den Koordinatenachsen; je kleiner also a^ und a^ werden, 
desto größer sind diese Abschnitte bei unverändertem Werte 
von %, desto weiter entfernt ist daher die Gerade vom Ur- 
sprung. Für «^=0, «3 = sind jene Abschnitte co, und 
alle Punkte der Linie sind in unendlicher Entfernung gelegen. 

In der Tat kann die Gleichung 0-ic4-0-j/-J-«3 = 0, 
wenn auch nicht für endliche Werte von x und i/, so doch 
für unendlich große Werte erfüllfc werden, weil das Produkt 
■ oo einen endlichen Wert haben kann. 

Somit ist die Ghichimg der unendlich fernen Geraden in Car- 
iesisdim Koordinaten -x + -y + a^^O. 
Zur Abkürzung des Ausdrucks werden wir sie gelegentlich 
in der minder exakten Form «g ^ oder 1=0 brauchen. 

Wenn wir nun diese Gleichung nach § 68 homogen 
machen, so entspringt wirklich wieder die Gleichung 

aij sin Aj + x.^BmA^+ x^ sin Ag = 0. 
Überhaupt erweisen sieh nun die Gleichungen paralleler 
Geraden S -{-k^O als nach dem Prinzip des § 62 gebaut, 
wenn man durch S = und die unendlich ferne Gerade 
ft = das Büschel bestimmt denkt. 

€: 73. Cartesisohe Koordinaten sind nur ein spezieller 
Fall von trimetri sehen Koordinaten. Man glaubt vielleicht 
zuerst einen wesentlichen Unterschied zwischen beiden darin 
zu finden, daß Gleichungen in trimetrischen Koordinaten 
homogen sind, während man in den Gleichungen mit Car- 
tesischen Koordinaten ein absolutes Glied von Gliedern des 
ersten, zweiten, w'^" Grades unterscheidet. Aber eine ein- 
fache Überlegang zeigt, daß Gleichungen in Carteaischen 
Koordinaten in Wirklichkeit ebenfalls homogen sein müssen. 
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wenn sie es auch nicht in der Form sind. Der Sinn der 
Gleichung x = S kann beispielsweise kein anderer sein, als 
daß der Abstand x drei Linear einheiten gleich ist, während 
die Gleichung xy = 9 aueaagt, daß das Rechteck xy gleich 
9 Quadraten einer gewissen Lineareinheit ist; nsw. Um solche 
Gleichungen auch der Form nach homogen zu machen, kann 
man die Linear einheit durch s bezeichnen und dann die 
Gleichung der Geraden in der Form schreiben: 
a,s^-ha,y + a,0 = O. 

Vergleicht man dies mit a^Xi-i- a^x^ + a^x^ = nud er- 
innert sich, daß die Gleichung der unendlich fernen Geraden 
die Form s^O annimmt, so erkennt man, daß in jener an 
die Stelle der willkürlichen Geraden iCj = 0, ^^ = 0, x^ = 
speziell getreten sind a; = 0, y = 0, s = 0. 

Also smd Ghichv/ngm in Cartesischen Koordmaien hm»- 
die besondere Form, in welcher Gl&diungen in tHmetirisdtm 
Koordinaten erscheinen, wenn zwei äer FmidamentaMinien zu 
Koordinatenaehsen gewöMt werden, während die dritte die wn- 
mdlich ferne Gerade ist. (Vgl. § 85.) 

Es ist jedoch nicht Überflüssig zu bemerken, daß wir 
nicht dasselbe - geometrische Gebilde, dessen Gleichimg in 
Cartesisehen Koordinaten yorliegt, auch erbalten, wenn wir 
nun X, y, s als trimetrische Yeränderliche Koordinaten be- 
trachten. Gerade so, wie wir mehrfach homogene Gleichungen 
zu rechtwinkligen Koordinaten transformierten durch die Sub- 
stitutionen qXi = X cos Kf + i/ sin o; — ßi (§ 61), müssen wir, 
um gegebene nicht homogene Gleichungen in gleichbedeutende 
homogene zu Yerwandeln, aus diesen Substitutionen x und y 
als Funktionen der Xi berechnen und in sie. einsetzen (ygl. § 79). 

4: 74. In dem Vorhergehenden ist eine wesentliche lEr- 
weitenmg des ursprünglich angenommenen Begriffs der Koordi- 
naten enthalten. 

Man versteht hiernach leicht, wie jeder besonderen Art, 
die Lage eines \PimMes iii hesttg auf fixe JPwr^te oder Linien 
m hestimmm, deren Lage als ielsannt voramgesetst wird, ein 
besonderes Koordinatensystem entsprechm muß. Nachdem die 
Bestimmung eines Punktes durch Koordinaten erlangt ist, 
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wird jede gerade oder krumme Linie als eine Reihe von 
Punkten aufgetaßt, und das Gesetz der gegenseitigen Ab- 
hängigkeit ihiei Koordinaten durch eine Gleichung zwischen 
denselben daigestellt. So genügen die Cartesischen Koordinaten 
aller Punkte emei Geraden einer v<Md<mdigen Gleichung des 
ersten Grades zwischen zwei Veränderlichen, die trimetrischen 
Koordinaten derselben Punkte einer homogmm Gleichung des 
ersten Grades zwischen drei V er ander liehen, und umgekehrt 
definieren diese Gleichungen die Gerade als Ort 

Sdst man an die Stelle des Punldes als des n/rsprimglichm 
durch Koordinaten su hesUmmenäen Baumeletymttes irgendein 
emä&res geometrisches Gebilde, so erhält "man daäwch in mnem 
anderen Sinne neae Ko&rdmatensysteme. Immer db&r stellen 
Gleichungen zwischen den Koordinaten die aus jenen elementaren 
Gebilden susammengesetden räumlichen Formen dar. 

Nun hat neben dem Punkte kein anderes geometrisches 
Gebilde ao viel Berechtigung, als elementar betrachtet zu 
werden, und kein anderes bietet so leicht die Möglichkeit, 
durch stetige Reihung neue Gebilde als zusammengesetzte 
aus sich hervorzutreiben, als die Gerade. Indem man jede 
Gerade in hesug auf gewisse feste Ptttikte oder feste Gerade 
durch Koordinaten in verschiedener Weise bestimmt, erhält man 
die Verschiedenelt Systeme von Koordinaten der Geraden od^ von 
Li/nimkoordinaien (Strahlen- oder TangenHcäkoordinaten).'') 

Von da an verfolgen die o/nalyUsdte und die reine Geo- 
metrie von demselben JPrinsip aus auf verschiedenst Wegen 
das gleiche Ziel. 

75. Ziinienkoordiuaten. DieGleichung öja; + t(äi/ + ag = 
einer Geraden hängt nur von den Verhältnissen der drei 
Koeffizienten, also von zwei wesentlichen Konstanten ab (§ 33). 
Wir können daher die GleichungsJcoeffimenten %, «,, a^ (üs 
homogene Koordmaten der Geraden betrachten, oder als nicht 
homogene zwei Quotienten derselben. Wie schon in § 33 
angedeutet, verwmdet man nach Flücker die negativen Best- 
proken der Achsenabschnitte als die Koordinaten der.. ( 

also ^ = 1,-^ = 1? 
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und tezei ebnet die Gerade von den PlückerscTiea Linien- 
koordinaten ^, t? mit ^ | »;, Somit sind die Geraden ■ 7} 
der X', S,\0 der y- Achse parallel und 0|0 ist die unendlich 
ferne Gerade (§ 72). Unendlich große Koordinaten hahen 
die Strahlen durch den Anfangspunkt, dagegen bleibt ihr 
Verhältnis endlieh, es ist der Richtungf 



Unter gleichzeitiger Verwendung Carteeischer und Plücker- 
scher Koorduiaten erhält man die sog. Gleichung des Jn- 
einanderliegms t a. o. i _ n 

als die Bedingung dafür, daß der Punkt x\y m. der Geraden 
1 1 11 liege oder die Gerade 1 1 ij durch den Punkt x \ y gehe. 
Diese Bedingung v^eimgter Lage eines Punktes und einer 
Geraden ist w den Koordinaten heider Elemente spnmetrisch. 
Darin liegt die Zweckmäßigkeit der Plückerschen Wahl der 
Linienkoordinaten begründet (vgl. unten § 85). 

Denken wir x \ y variabel und | \ rj fest, so stellt die 
Gleichung die Gerade 1 1 ^ in Punktkoordinaten dar. Lassen 
wir dagegen | | ij variieren und x\y festbleiben, so drückt 
die Gleichung die Bedingung aus, daß alle Geraden, deren 
Koordinaten | | ij ihr genügen, durch den gegebenen Punkt 
x\y gehen; wir nennen sie daher die Gleichung des Funkies 
in Linienkoordinatm. Dieser neue Begriff ist bereits in § 50 
enthalten; denn nach demselben ist Ä^i + Ä^tj + Ä^ = 0, 
wenn A^, A^, A^ Konstante, |, »j Variable sind*), diejenige 
Gleichung in %, ij, welche alle Gerade |a: + i3y + l = be- 
stimmt, die durch einen festen Punkt hindurchgehen, Jeäe 
lineare Gleichung in Linienkoordinaten 

A^i + A^Tj + .^3=0 
repräsentiei-t einen Punkt, und zwar den Puntt ^ ^> gerade 
so, wie die Gerade von der Gleichung a^x -[■ a^^ + a^ = 
die Koordinaten — — hat. 



•) Es ist für die dortigen k^; —^, —^ gesetzt A.; |, ij. 
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Man übersieht sofort, wie sich von dieser Gleichung des 
Punktes aus eine zur bisherigen Untersuchimg der Geraden 
ganz analoge Behandlung der analytischen Geometrie des 
Punktes durchführen läßt. Man kann leicht in die Ausdrücke 
für den Abstand zwischen Punkt und Gerade, für den Winkel 
statt der Gleichungskoeflizienten die Strahlenkoordinaten ein- 
führen. So sind z. B. die Koordinaten aller Strahlen des 
Büschels ^i, 1/ darstellbar als ■ i wenn X das Sinus- 

teilverhältnis bedeutet. Offenbar haben auch die direkten 
analytischen Entwich elungen hier und dort große Ähnlichkeit. 
So ist die Bestimmung des Schnittpunktes zweier Geraden 
hinsichtlich der analytischen Operationen nicht verschieden 
von der der Verbindungslinie zweier Punkte. Sind gegeben 



die Geraden 

ajX + a^y + %= 

so sind die Koordinaten ihres 
ScMU^unktes (§ 32) 

a^bg — a^J), j a, fr, — «, &5 
o, 6, — Ojfe, 1 Oibj — «jb, 
Oder; (?er Schmüiptmkt der Ge- 
raden li I iji , I2 1 iJa hat die 






■0. 



die Funkte 

Bi^ + B^Tj + B^^O, 
so sind die Koordinaten ih 



A^B^-A,Bi I A,B,-A^B,' 
Oder: 

Punkte Xfl y^, x^ 
Gleichung (§ 35) 



hV^-' 



i-- + 1 = 0. 



(Art, 31.) 



B. 1. Der Winkel von zwei Geraden mit den Koordinaten 
|j|tj,, resp. ^2!% ^^^ bestimmt durch 

kk + ^1% 

2. Die Transformation der rechtwinkligen StrahknhoorM- 
naten folgt aus der der Punktkoordinaten mittölst der Relation 
1^ + 1^ -•- 1 = 0. Substituieren wir in dieselbe die durch eine 
Drehung &■ transformierten »;'[)/' mittelst der Formeln des § 11, 
so folgen die neuen Koordinaten aus 

(I cos -H »I sin #) a' + (- I sin O + 7j cos #) ;,' + 1 = 
als |'= I cos ^ + 1; sin &, t;'^ — | sin ^ + l cos 0. 
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Die Punkt- und die Strahle nkoordinaten erleiden also durch 
Drehung umgekehrte Transformationen. 

Dagegen wird bei der Paralleltrans form ation a; = k' + Xq, 
y^^y' + Ü!:, ^^^ ßelation zu 

so daß i'^5 i r~;' ')'=i-"^r nr' 

^'^o + 'ü/o + l ^«0 + 1^0 + i 

Diese Formeln haben einen von den übrigen abweichenden Cha- 
rakter, da in ihnen ein Nenner auftritt, der im neuen Anfangs- 
punkt versehwindet 

76. Enveloppen. lat eine Gleichung 2^ = vom m''" 
Grade zwisclien den Koordinaten |, rj gegeben, so erlaubt 
uns dieselbe für jeden bestimmten Wert ^' von | eine An- 
zahl n von bestimmten Werten ri zu ermitteln, welche mit 
ihm zusammen der Gleichung genügen. Die Gleichung ist 
somit für alle die n Geraden eiföllt, deren Koordinaten jenes 
l, and einer dieser « Werte ^\, 7j\, ... i;„' von ij sind. Geht 
man von %' zu einem nächstbenachbarten Werte |" für ^ 
über, so erhält man abermals n Werte von rj und damit 
n Gerade, welche ebenfalls der Gleichung genügen. So wie 
im § 19 die Aufeinanderfolge aller, der eine Gleichung jS=0 
in Punktkoordinaten befriedigenden Pankte ein Polygon und 
durch die statthafte unbegrenzte Annäherung der benach- 
barten Punkte aneinander eine umgeschriebene Kurve bildete, 
so entsteht hier aus der Aufeinanderfolge aller der der Glei- 
chung .2=0 genügenden Geraden mittelst eines umgeschrie- 
benen Polygons eine eingeschriebene Kurve. 

Dort genügten die Koordinaten jedes Funktes der Kurve 
der betrachteten Gleichung, hier sollen die Geraden, deren 
Koordinaten die betrachtete Gleichung befriedigen, Tangenten 
der Kurve heißen. Der Inbegriff dieser sämtlichen Tangenten 
ist, wie dort der der sämtlichen Punkte, die geometrische Be- 
deutung der Gleichung; 2J=0 stellt eine Kurve dar, als Em- 
gekuäie oder als Envehppe von Geraden, so wie die Gleichung 
S = im Falle des § 19 eine Kurve als Ori von Funkten 
bezeichnet. 

Die Gleichung 5 = bestimmt für jeden gegebenen 
Wert x' von x die zugehörigen y' der ra Punkte, welche die 
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Kurve mit der Geraden x ^ x' gemein hat; die Gleicliuiig 
^^0 bestimmt für jeden gegebenen Wert |' von ^ die 
zugehörigen t] der n Geraden d. h. Tangenten, welche die 
Kurve mit dem Punkte i = i' gemein hat. Und allgemein: 
wenn man zwischen einer Gleichung vom w'"" Grade in Punkt- 
koordinaten X \ y und einer Gleichung ersten Grades m x\y 
die gemeinschaftlichen Wertepaare der Unbekannten x, y be- 
stimmt, so erhält man die Koordinatenpaare der n Punkte; 
welche die Kurve mit der Geraden gemein hat; wenn man 
aber zwischen einer Gleichung w""' Grades in Linienkoordi- 
naten § ! jj und einer Gleichung ersten Grades in | | ij die 
gemeinschaftlichen Wertepaare der Unbekannten '&,, tj bestimmt, 
Bo erhält man die Koordinatenpaare der n Tangenten, welche 
die Kurve mit dem Punkte gemein hat. 

Jede Kurve kann man sowohl als Ort ihrer Punkte, wie 
auch ' als Enveloppe ihrer Tangenten betrachten, also durch 
eine Gleichung in a; | ^ oder in | j ^ definieren. Man versteht 
unter Ordmmg einer Kurve den Grad ihrer Gleichung in 
Puuktkoordinaten und unter Klasse der Kurve den Grad 
ihrer Gleichung in Linienkoordinaten. Demnach bezeichnet 
die Ordmmgssahl der Kurve die Zahl ihrer Schnittpunkte mit 
einer Geraden, die Klassen^aJtl dei^elben die Zahl ihrer Tan- 
genten aus einem Punkte; denn jene stimmt mit dem Grade 
ihrer Gleichung in Punktkoordinaten x \ y, diese mit dem 
Grade ihrer Gleichung in Linienkoordinaten % \ tj überein und 
beide sind im allgemeinen verschiedene Zahlen. Dazu nehmen 
die Elemente Gerade und Punkt selbst Ausnahmestellungen 
ein. Die Gerade ist der emsige Ort erster Ordmmg und nuUter 
Klasse, der PunM die einzige Enveloppe nullter Ordnung und 
erster Klasse. Bei der Übertragung metrischer Ausdrücke in 
Linienkoordinaten, z. B. in der Formel für den Abstand eines 
Punktes x \ y von einer Geraden 1 1 ij 

tritt im Nenner häufig die Quadrateumme der Strahlenkoordi- 
naten auf. Die diu-ch deren Yei^ehwinden dargestellte be- 
sondere Enveloppe i^ -f t;^ = 
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besteht aus den beiden absoliden Richtimgen (wie § 58 verlangt), 
denn die G-leichnng zerfällt in das Produkt der beiden liüearen 
|±j5j = und diese stellen die unendlich fernen Punkte 
von den Richtungskoeffizienten + i dar. Überhaupt zerfallen 
Enveloppen n^" Klasse, deren Gleichungen in | — k | gj — ^ 
homogen sind, in «Punkte der Geraden a\ß (vgl. § 53). 

77. Punktreihen. Ganz so allgemein wie in § 61 gilt hier 
das Parameterprinzip: Sind 21=^0 und .£' = die Gleichwigen 
von swei Enveloppen in Linienkoordinaten, so hat die durch 
H — XI!' = dargestdUe Enveloppe — für X als einen be- 
liebigen Farameter — jede Gerade zur Tangente, welche für d/ie 
durch ^ == und I!'=0 dargestellten Kurven gleichseitig 
Talente ist. Denn Koordinatenwerte ||t;, welche gleichzeitig 
den Gleichungen 2 = 0, 2J' = genügen, erfüllen notwendig 
für jeden Wert von X auch die Gleichung 2J ~ A2;'= 0. 

Sind speziell 27^ = 0, -2g =0 linear oder die beiden 
gegebenen Enveloppen Punkte a^i I J/j, a;^ | «/g, so ist ihre 
Verbindungslinie ihre einzige gemeinsame Tangente, und 
2\— i2^ = kann als Gleichung eines Punktes nur die 
Gleichung eines Punktes dieser Geraden sein. 

Wir untersuchen die Bedeutung des veränderlichen Para- 
meters l, der alle Werte von + oo bis — oo durchläuft, in- 
dem der dargestellte Punkt die ganze Gerade beschreibt. Man 

hat A = -=r = '^', ;T^'^ T .! und wenn s, , s, die senkrechten 

S^ esi^^ + ViV + i} _ ^ \ 

Abstände der gegebenen Punkte von irgendeiner durch den 
dargestellten Punkt gehenden Geraden sind, so ist (§ 37) 
^ S, Z^ (1^-5-= ^i^- = 1^ 

wo Cg : Cj eine för alle durch den Punkt gehenden Sti-ahlen 
unveränderliche Konstante ist. Die Größe l wird also ganz 
wie in den Betrachtungen des § 54 proportional dem Ver- 
hältnis der Abstände und folglich dem Teilverhältnis (§ 13), 
nach dem der betrachtete Punkt die Strecke zwischen den 
beiden festen Punkten teilt. Daher bilden die vier Punkte 
derselben Geraden 

Z, = 0, 2;,= 0, 2,-XX,= 0> ^^-H A.Sa = 
eine harmonische Gruppe. 
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Geht man zur Betrachtung von drei Punkten S^ = 0, 
2Jg = 0, 2^3 ^0 weiter, die nicht in einer Gei-aden liegen, 
so knüpfen sich daran eine Reihe TOn Entwickelungen, die 
ganz denen der §§ 64 f. analog sind. Ein Beispiel gibt die 
Betrachtung der Schnittpunkte einer geraden Transversalen 
mit den Seiten des durch jene bestimmten Dreiecks, Drei 
Paukte in den Seiten des Dreiecks sind 

^1 + A^s = 0, Zg + fi^/j = 0, I!^+ vi:, = 0; 
damit die Koordinaten einer Geraden diese Gleichungen gleich- 
zeitig erfüllen, muß die Relation bestehen ^(iv = — 1; diese 
gibt aber nach der Bedeutung von X, ^, v genau die Relation 
des § 51, 1 unter den Teilverhältnissen wieder, welche die 
drei Schnittpunkte in den Seiten des Dreiecks bestimmen. 

Ebenso läßt sich die Gleichung jedes beliebigen vierten 
Punktes ^a^^ -^ u^ti -\- u^ '^ durch die von drei festen Punkten 
seiner Ebene ■S', = %| + (tgi) + Ö3 = 0, S^ = hii, + \ri-T-\ = 0, 
2;ä = Cj| + CaJj + Cg=0 in der Form \2:^-\-\ 2.;^ + 1^2^ = 
ausdrücken. Man hat dazu nur den Bedingungen 

\ai + W + fegCi = %, ^i «a + W + \'^i ^ ^'äf 

zu genügen, welche die fc; bestimmen, sobald jene drei Punkte 
nicht in einer Geraden liegen. 

Man erhält nun offenbar entsprechend dem trimetrischen 
Punktkoordinatensystem auf ganz analogem Wege ein tri- 
metrisckes JÄnienkoordmatmtsystem (§ 75) und kann dasselbe 
in den Untersuchungen mit den nämlichen Vorteilen ver- 
wenden wie jenes; denn es teilt mit ihm den Vorzug der 
Homogeueität der Gleichungen. Wir wollen diese homogenen 
Koordinaten in der Folge durch ^j, |g, 1^ und die aus ihnen 
bestimmte Gerade mit ^i oder li | 1^ | Ig bezeichnen. Nach 
dem Vorhergehenden ist die geometrische Bedeutung dieser 
Koordinaten die, daß sie die Abstände der Geraden §; von den 
Fundmnentcdpunkl&t li = 0, I2 = 0, ^s = ^ oder allgemeiner 
ProportioncdzaJden m denselbmi bedeuten (Dreipunktkoordi- 
naten). Man erkennt dies unmittelbar, wenn man sich die 
drei unabhä,ngigen linearen Funktionen in der Form 

0li= iK;| + i/j-ij + 1 gegeben denkt. 
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B. 1) Wenn man mit l^, l^, J^ wie früher die Seiten und mit 
A^, Ä2, Ä^ die Winkel des Fnndamentaldreiecks bezeichnet, 30 sind 
I3 + Ig = 0, usw. die Mittelpunkte der Seiten, ig l^ ± ig |g = 0, usw. 
die Schnittpunkte der Winkelhalbierenden mit den Gegenseiten, 
Sj tan J^ 4- Sa tan J. = usw. die Fiißpunkts der Höhen. 

Es ist li + £a + 1^ = der Schwerpunkt des Dreiecks, 
Si tan Ä^ + oj tan 4« + g^ tan ^j ^ der Höhen Schnittpunkt, 
C, sm ZA^ -}- |, am 3 -l^ + 5g sin 2 .4g ^ das Zentrum des um- 
geschnehenen Kieises '151 + ^13+^315=0 das Zentrum des 
eingeschriebenen Kie ses usw. Wie ein durch die allg'emeine 
liom gene Gleichung angegebener Punkt konstruiert werden kann, 
zeigt 2) die Konstruktion entspncht vollständig der des § 70 
für die dnrch lie allgemeine homogene Gleichung gegebene Gerade. 

2) ^an mteipretiere die m § 64, 1 angewendeten Gleichangen 
nai,h den System der tnmetnschen Linienkoordinaten. Sind 
^^ = S3 = I = d e Gleichungen der Punkte A, S, C, so 
können ^333 — ^3^3=0, h%3~h%i = '^< fc^i — fcala=0 die 
Gleichungen der Punkte L, M, N sein, und es sind dann 

die Gleichungen der Ecken desjenigen Dreiecks, welches die Ge- 
raden LA, MB, JVO miteinander bilden, und ftili + ft2l2+ Sg|g = 
stellt den Punkt dar, in welchem sich auch die Verbindungslinien 
der Ecken dieses neuen Dreiecks mit den entsprechenden des alten 
schneiden. Die Gleichungen ^2^^ + 1'^^^'= 0, ^l3 + ft,|i = 0, 
^ili + *3la = bezeichnen die Punkte .D, E, i^', welche z\iL,M,N 
bez. in beaug auf £G, CA, AB harmonisch konjugiert sind. 

) Wenn die Koordinaten der Geradeu die Abstände der- 
selben von den drei Fundamental- 
punkten sind, so soll man die 
lielation zwischen ihnen und 
den Seiton oder Winkeln des 
Pundamentaldreiecks entwickeln. 
Sind ^1, ^j, Ag die Fun- 
damentalpunkte und A^ £j, j4g B^, 
AgBg die Koordinaten |^, 1^, |g 
der Geraden BaBo, 30 hut man 




Ä.A' 



> A,A'' 



-li 
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Quadratisolie Identität der Llnienkoordinaten. 
NnD ist &ie Summe dieser Winkel = jc — jij, also 



^-cosA. 



ä 3 8 3 1 l^l^ 

Bestimmt man nun ans 

— cos Kj -= cos (A^ + Kg) = cos Ä^ cos c^ — -^ — - sin ^^ 
und — cos «a = cos Ä^ cos «g — -^ — - sin ^, 

.. „ _ S.-S, , 6,-1,... , . 



die Werte 



°A»".--V+V 



so erliält raaB durch Substitution 
V (&- ä,)'+ i,'(i.- 6i)'- Sl.!. (f.- £i) &- li) ™> A 
-!,'ysiuM,. 
Setzt man ein 21^1^ aos A^ = l^^ + l^^ — l^^, so erhält man die 
verlangte Belation in der Form 

f,'(i,-i,)(i.-a+i,'{£.-ö(s.-i)+!,'(i.-i>)(s.-a--»»' 

für M als den doppelten Inhalt des Dreiecks A^A2-^s- ^^^ 
Auflösung der Klammem gibt ihr mittelst derselben Umformung 

\mä der Einführung der Höhen A; ^ — die Gestalt 

V , V , V _ 3J.I3CO8A _ i^^,losA, _ 2J3giC09^a _ j 

Äj* fig' Äb' ^i^ ^\ W 

Dieselbe Relation läßt sich auch nach der Analogie tou § 67 
ableiten, indem man von Plückerschen Koordinaten ausgeht. 

et 78. Das Charakteristische und Wichtige in den vor- 
hergehenden Bnt Wickelungen ist die große Analogie, die 
zwischen den beiden Systemen der homogenen oder trimetri- 
echen Koordinaten für den Punkt und für die Gerade statt- 
findet. Diese Analogie veryoUständigt sich zu klarer Aus- 
prägung bei einer Begründung dieser Systeme, welche zum 
Ausgangspunkt den Umstand macht, daß die Koordinaten 
niclit sowohl die Abstände selbst, als vielmehr zu denselben 
proportionale Größen bedeuten. 

Wir nehmen in einem Dreieck die Seiten als Funda- 
mentallinien der Punktkoordinaten und die Ecken als Fmi- 
damentalp unkte der Strahlenkoordinaten. Haben die Seiten 
die Gfleichungen 

üi'X + a^y + a^^ j h^x + ^y + i^— 0, CjX-1- c^iy -f- c, =0, 
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SO finden wir nach § 32 ■ als die Grleichungen der Eckpunkte 
Ä^^ + A^ri + A^^O, I{,^ + B,'ri + B,=0, C,^ + Cs7} + Cf, = 0, 
wenn wir die Abkürzungen einführen 

Ä^ ^ ftgCj — hgC^, A,^ = fcjCj — ?>^Cß, A^ = !>^Cj — \c{-^ 

Bi = Cgög — CgOj, OBW. . . .J Cj = flj Jg " tig ^»j , USW. 

Umgekehrt müssen wir you den letzten Gleichungen aus 
die ersten finden, indem wir nach § 75 zur Bestimmung 
der Koordinaten der Verbiadungslinien dieselben Formeln 
anwenden, wie vorhin zu Berechnung der Schnittpunkte. 
Daher muß notwendig 
B,C, - S,a_ = A ■ a„ usw., C,A.^^C,As=A-b„ usw., 
A^Bg-A^B^=A-Ci, usw. 

sein, und in der Tat findet mau durch Ausrechnung den 
gemeinsamen Faktor A gleich den linken Seiten der End- 
formeln des § 32. 

Nun kann man leicht beide Koordinatensysteme mit fast 
denselben Worten begründen. 
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Setzt mau 

SO sind x', y' die Parameter 
von zwei Strahlbüscheln, die 
durch die dritte Seite mit den 
beiden anderen bestimmt wer- 
den. Wählen wir also drei 
Zahlen x^, x^, x.^ so, daß 
x' = --, j/' = -'-, so verhal- 
ten sich dieselben wie die Ab- 
stände pi des Punktes x \ y von 
den Seiten, multipliziert mit 
gewissen Konstanten /;, näm- 



Setzt man 

so sind I', ij' die Parameter 
von zwei Punktreihen, die 
durch die dritte Ecke mit den 
beiden anderen bestimmt wer- 
den. Wählen wir also drei 
Zahlen 1^ , %> ?s ^o , daß 



verhal- 



ten sieh dieselben wie die Ab- 
stände Xi der Geraden ^ 1 1? von 
den Ecken, multipliziert mit 
gewissen Konstanten g;, näm- 
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lieh mit Yai^ + V (§ 62). 

Also gelten die Relationen 
liXi ■= Uine + Ogj/ + 03 
(ix^ == \x + \y + \ 
li'x^ = c^x + c^y -\- % 

und umgekehrt folgen durch 

Auflösung dieser Gleichungen 

nach X, y, (i 



(„Vorlesungen" Art. 29), 

Mau sieht daraus, daß 
A^x^ + B^x^ + C^x^^O 
die unendlich ferne Gerade der 



lieh mit iAi' + B^ (§ 77). 
Also gelten die Relationen 

v^, = B,^ + B,ri + B, 

und umgekehrt folgen durch 
Auflösung dieser Gleichungen 
naeh |, ^, -v 

(vgl. oben die Bemerkung 
über A). 

Man sieht daraus, daß 

die Gleichung des Nullpunkts 
darstellt, 
mit der früheren Definition ge- 



Ebene ist. 

In Übereinstimmuni 
brauchen wir die Bezeichnung als trimetrische oder Dreieeks- 
koordinaten vorzugsweise für die Fälle, wo die Konstanten r^ 
untereinander gleich sind und ebenso die p;, wo also die 
lineai-en Funktionen in der Normal form gedacht werden. 
Für den allgemeinsten Fall werden wir eine andere Bezeich- 
nung einführen (§ 84). 

Die Ausdrücke für x\y bez. i\ij zeigen, daß durch die 
Substitution derselben eine vollständige Gleichung »i"" Grades 
in Cartesiechen, bez. Plückerschen Koordinaten in eine homo- 
gene Gleichung w*^° Grades in 3!^ | a^ | «3, bez. ii | §3 | ^3 über- 
geht. In formaler Hinsicht bemerken wir, daß die Dar- 
stellungen der Xi und von §, ij je dieselben Koeffizienten 
enthalten wie die der |; und von x, y, aber in der Weise, 
daß sie in der ersten Gruppe von Relationen nach den 
Buchstaben, in der zweiten nach den Indices geordnet er- 
scheinen. Übrigens läßt sich die Gleichung vereinigter Lage 
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|a: + ^J/ + 1 = dazu benutzen, um aus den Substitutionen 
in Puuktkoordinaten die in Linienkoorduiaten abzuleiten, in- 
dem man sie durch die erstereu umformt und dann neu 
ordnet (ygl, § 75 Beisp.). 

79, Die vorigen Entwiekelungen begründen das wichtige 
Prinzip der Dualität (Korrelaiion).^) Die analytische Geo- 
metrie entwickelt geometrische Sätze durch analytische 
Operationen; diese Sätze sind die geometrischen Auslegungen 
oder Bedeutungen -ihrer Rechnungsresultate. Nach der voll- 
ständigen Analogie der beiden hier begründeten Koordinaten- 
gyateme wird überall bei Anwendung der homogenen 
Gleichungen jede analytische Untersuchung mit einem liech- 
nt^sresuUat ivesei^fhch swei geometrische Sätze liefern: der 
mte ist die Inteipetation dieset, Eiqdmisses nach dem System 
der PunWioordinateti, dei anäete die Interpretation desselben 
Ergebnisses nach dem Syttem der Ltnimkoordinaten. 

Wo in dem einen Satze Punkte und Gerade, Kurven 
k"°^ Ordnung oder Klasse, Punktreihen oder Strahlbüschel, usw. 
auftreten, da werden im anderen bez. Gerade und Punkte, 
Kurven w'^' Klasse oder Ordnung, Strahlbüschel oder Punkt- 
reihen, usw. erscheinen. Jedem Satze, jedem Problem, jeder 
Fiffur entspricht so im allgemeinen ein dmüistisches (duales, 
Jcorrelatives) GegerAüd, und die analytische Arbeit ist für 
beide nur einmal zu leisten. Geometrisch gesprochen heißt 
di^: die Geometrie der Eb&ie hanm eb^tsoivohl atif die Gerade, 
wie auf den Punkt als Memeni des Baumes gegründet werden; 
die Ebene ist als Gesamtheit ihrer Punkte oder Geraden 
ein zwei-dimensionales Gebilde (§ 18J, da beide Elemente 
Repräsentanten je zweier unabhängiger Variabein sind. 

Beispiele für duaUstische geometrische Wahrheiten sind 
in dem Bisherigen schon zahlreich enthalten und werden auch 
im Folgenden in großer Zahl auftreten. Unmittelbar und rein 
prägt sich der duale Charakter in den Sätzen aus, die 
eich nur auf die sog. deskriptiven ( projektivischen) Mgm- 
schaften beziehen, d. h. auf solche, die daraus entspringen, 
daß gewisse Punkte und gewisse Strahlen ineinander liegen. 
Der eine folgt aus dem anderen, wenn man die Ausdrücke 
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jjVerbiniJmigsgerade zweier Punkte" imd „Sehnittpuiikt zweier 
Geraden" miteinander vertauscht (§ 75). Sobald dagegen 
metrische Migenschaften auftreten, d. h Längen und Winkel 
dafür zu messen sind, so sind die dualen Aussprüche nicht 
mehr so einfach und enthalten in der Regel Beziehungen 
der Figur zu den Fundamentalelementen der Koordinaten. 
Legen wir in diesen Fällen nicht- homogene Koordinaten zu- 
grunde, so ergibt aich als Grund jenes Umstandes, daß für 
die unendlich ferne Gerade (0 | 0) dualistisch der Nullpimkt 
eintritt. Setzen wir die Achsen rechtwinklig voraus, so ent- 
sprechen zwei Geraden, die einen Winkel von bestimmtem 
Kosinus einschließen, dualistisch zwei Punkte, die vom Null- 
punkt aus unter einem Winkel von demselben Kosinuswert 
gesehen werden; denn die Ausdrücke für cos y in § 31 und 
§ 8 sind bis auf die Schreibung der Variabein identisch. 
Indessen werden wir auf Grund der Entwickelangen im 
nächsten Kapitel später auch in diesen Beziehungen die 
Allgemeingültigkeit des Dualitätsprinzips erkennen. 
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* Fünftes Kapitel. 

Von der Projektivität und den kollinearen 

Gebilden. 



80. Der Hauptbegriff der neueren Geometrie ist das 
Doppelverhältnla von vier Elementen. Sind vier Punkte 
A, B, C, D einer geraden Linie gegeben und bestimmt mau 
zu zweien C, D die TeilverhältnisBe h^, It^ iu bezug auf das 
Paar A, B der beiden anderen, so nennt man nach Mübius 
den Quotienten 

l_h — -^ 4^_4G AD 
ftj ~ ob'- DB~ EC'- BD 

das Doppelverhältnis A der vier Punkte.^) Denkt man hierbei 
A bez. C, S bez. D als den ersten und zweiten Punkt des 
ersten bez. zweiten Paares, so bezeichnet man dieses Doppel- 
verhältnis kurz durch das Symbol 

(ASCD) = {AC : BC) : (AD : BD) = X. 
Der Wert X hangt offenbar von der Anordnung der vier 
Punkte ab, doch so, daß eine Vertauschung der Paare oder 
der beiden Punkte in den Paaren denselben nicht ändert; 
denn die Definition des Symbols ergibt die Gleichheiten 

(ABCD) = (OD AB) = (BADC) = (DCBA). 
Dagegen verwandelt die Vertauschimg der Punkte nur eines 
Paares den Doppelverhältniswert in seinen reziproken 

(ABDC) = (DCAB) = usw. = }■ 
Endlich kann man die vier Punkte noch auf drei Weisen 
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in Paare ordnen; zwischen vier Paukten einer Geraden be- 
steht aber auch die Streckenrelation*) 

AB -00 + AG -DB + An- BC=0, woraus 
1 ^ (ACBD) + (ABCD) = (ADBC) + {ABDC), 
also (ACBB) ^l^X, {ADBC) = 1 - 1- 

Somit bestimmen vier Funkte sechs verschiedene Doppelverhält- 
niswerte; äitrch einen derselben X sind jedoA die übrigen mit- 
hesiimmt als 

Deswegen dürfen wir schleolithin von dem Doppelverhaltnis 
der vier Punkte sprechen. 

Sind drei Punkte A, B, fest gewählt, so definiert nicht 
nur jeder vierte Punkt B der Geraden einen Wert des Doppel- 
Verhältnisses (ÄBGD) = A, sondern er ist auch umgekehrt 
durch denselben eindeutig fixiert, da dann 

BD DA = X [BC ; CA) (§ 13). 

Das DoppeUethaltnib des Punltes D bezüglich der drei PunMe 
A, B, C ist aUo qtevh dem Tedverhältms desselben bezüglich 
swei^ B, A, midtipltgieri mit einer durch C bestimmten Kon- 
stcmten. 

Also durchlauft D die ganze Gerade, wenn X der Reihe 
nach alle Weite von — rc bis + oo annimmt. Negativ ist 
der Doppelverhaltni9weit nui, wenn C und D durch einen 
der Punkte A oder B getrennt werden. Für A = oo, 0, 1 
fällt D bez. mit A, B, C zusammen. Der spezielle Doppel- 
verhältniswert (ABCD) = — 1 definiert die harmonische Lage 
der Paare AB, CD; denn er führt zu AC:CB---AD:BB 
dem Kriterium des | 14. Daher heißt der allgemeine Wert X 
auch das anharmonische V^hältnis von vier Ftmkten}") 

Das D&ppdverhMnis von vier Pirnkten realisiert sicÄ auf 
ein einfaches TeUverhäitnis, wenn ein Punkt des sweiten.der 
Mittelpunkt M des ersten Paa/res oder der unatdlich ferne Punkt 
der Geraden ist. 

*J Beweis dnrcb. die Identitäten des § 4, nach Einaetznng von 
AD^ AB + BD, BC = BD + DC. 
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(ÄBCM)--^, (ABCoo)-^. 

Insbesondere kann auch die MaßsoM einer Strecke als ein 
Doppdverhältniswert definiert werden; ist nämlich 0J?=1, 
so ist 

OA = (co OEA). 

Nach der Einführung imaginärer Punkte und Teilyer- 
hältniese haben wir auch komplexe Werte des Doppelver- 
hältnisses in Betracht zu ziehen. So ist TOn Bedeutung der 
Fall, wo l eine komplexe Kubikwurzel aus der negativen Ein- 
heit ist; vier Punkte mit A = cos — ± « sin— j — die nicht 
sämtlich reell sein können — werden äquianharmonisch ge- 
nannt, weil alsdann die Werte X, i ^ ~ j~ untereinander 
gleich werden, 

81. Die große Wichtigkeit des Doppelverhältnisses be- 
ruht auf dem Satze des Pappus^^): Wenn vier Gerade a, i, c, d 
eines Büschels von einer beliebigen geraden Transversalen t 
in den FanMen A, B, C, J) gesclmitten werden, so ist das 
Doppelverhältnis (ABCD) der Beihe der vier ScknOtpirnkte tm- 
abhängig von der Lage der Tramsversale, also konstatd. Man 
beweist denselben, indem man den senkrechten Abstand p 
des Scheitels von der Transversale t einführt und bemerkt, 
da£ die Flächen der Dreiecke AOC, BOB, AOD, BOG die 
Gleichungen liefern 
p-AC= OA- OC-sinac, pBI)= OB- OD-smhd, 
pAB^OA- OB -sm ad, p-BG^OB- OC -srnhc. 
Denn aus diesen entspringen durch Multiplikation 

p^ ■ AC ■ BB ^ OA ■ OB ■ OG ■ OD • sin ac ■ sin bd, 
p^ AD ■ BG ^ OA - OB ■ OC ■ OD ■ sin ad ■ sin bc, 
und als Quotient dieser letzten 

ÄCAB_ sinoe si^ad 
BO' BI)~ sin&e ' smbd' 
wo die rechte Seite von der Lage von t unabhängig ist. 

Den Quotienten der Sinn st eil Verhältnisse werden wir aber, 
da diese im Baschel überhaupt an die Stelle der Teilverhält- 
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uisee in der Reihe treten (rgl. § 25), als das Doppelverhäitnis 
der vier Strahlen a, h, c, d des Büsehels und mit dem 
früheren Symhol hezeichnen 

(ahcd) = (sin ac : sin hc) : (sin ad : sin hdj. 
Je «fjej- Punkte, m dmen eine beliebige Gerade vier Strahlen 
eines Büschels schneidd, haben das gleiche Doppelmrhaltnis wie 
diese jSroÄie»*); nnd nach demselben Beweis: Je vier Strahlen, 
die einen beliebigm Pwikt mit vier PmiMen einer Beihe ver- 
binden, haben das gleidi£ Doppelverhältnis wie diese PimUe. 
Bezeichnen wir das Doppelverhäitnis eines über der Reihe 
Ä, B, C, B stehenden Büschels ans mit (0 - ABGB) und 
das einer durch t aus dem Büschel a, b, c, d geschnittenen 
Reihe mit (t ■ ahcä), so sind die ohigen Sätze auszudrücken 
durch 

(abcd) = (i . abcd), (ABCB) = (0 ■ ABOB). 

Infolgedessen gelten die Satze des vorigen Paragraphen 
über das Symbol {ABGB) auch von {ahed), nur ist zu den 
Spezialisierongeu statt des unendlich fernen Punktes der rechte 
Winkel einzuführen. Unter der Voraussetzung 

^ {ab) = {xy) = I 

gelit das Doppelverhäitnis über in das einfache Tangenten- 

verhälinis 

. ,, tan xe cot yc 
[xycü) = j-g^jj^^ = cot yä' 

und ist d die Halbierungslinie h des rechten Winkels, für die 
tana;^ = 1, so ist die WiukelraesBung zu gründen auf 
{xych) = tan xc — cot yc. 
Mit Hilfe des Hauptsatzes dieses Paragraphen kann man 
zu drei Punkten A, B, C einer Reihe bez. zu drei Strahlen 
a, b, c eines Büschels den Punkt D oder den Strahl d be- 
stimmen, der mit ihm ein gegebenes Doppelverhäitnis X 
bildet. Schneidet man das gegebene oder Über der Reihe 
ABC gebildete Büschel ahc durch eine Parallele zu c in 
A, B', oo, so ist B' als Schnittpunkt mit d, wegen 

*) ITür tarmonische Gruppen ist <lieser Sata eclion g 57 aljgeleitet. 
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X = (ahcd) = (Ä'B' CO 1)') = B'D' : A' D' 
durch sein Teil Verhältnis — 1 in H'A' gegeben. 

82. Die analytische Entwickelung des Vorstehenden legt 
zweckmäßig folgende "Überlegung zugrunde. Bestimmen 
S'i = 0, S, = das Büschel der Strahlen S^-kS^^O und 
iat T = eine Transversale, so suchen wir die Gleichung 
des Schnittpunktes derselben mit dem beweglichen Strahl 
(§ 75). Wir erhalten sie, indem wir x\y eliminieren aus den 
drei linearen Gleichungen 

da diese für den Schnittpunkt x\y gleichzeitig gelten. Das Eli- 
mination sresuitat ist nun in den Koeffizienten jeder Gleichung 
bekaonthch linear („Vorlesungen" Art. 86 — vgl. § 87 unten), 
also auch in 1 1»; sowohl als in h. Bezeichnen wir die Resultate 
derselben Elimination zwischen 8^ = 0, bez, iSj = nnd T = 0, 
x^ + yrj + 1 ^ mit S^ = 0, bez. .S^ = 0, so sind dies 
die Gleichungen der Schnittpunkte von 2" =- mit den festen 
Strahlen S^ = 0, bez. S^ = 0. Also ist die Gleichung dea 
bewegliehen Schnittpunktes in der Form darstellbar 
^1 - k2^^ = 0. 
Liegen also S^ = und U^ = 0, S^ = und ^^ = 
ineinander, so sind auch der das Büschel beschreibende 
Strahl S^ — AÄj ^= und der die Reihe durchlaufende Punkt 
2?j — Ä.Sj = bei gleichem Parameterwert h vereinigt. Nun 
ist der Parameter sowohl zu dem Verhältnis der Abstände 
des Teilpunktes von den festen Strahlen als zu seinem Teii- 
verhältnis in der Reihe proportional, und zwar ist der Quotient 
der Proportionalitätsfaktoren gleich dem der Sinus der Nei- 
gungswinkel von Sj = 0, Sä = gegen T ^ 0. Die Teil- 
verhältnisse itt der Reihe und im BüBchel sind somit nnr 
gleieh, wenn die Transversale einer Halbierungshnie des 
Winkels S^^ = 0, S^ — parallel ist. Dagegen fallen die 
Proportionalitätsfaktoren auch bei beliebiger Lage der Trans- 
versalen weg, wenn wir den Quotienten zweier Teilverhält- 
nisse bilden, d. h. das Doppelverhältnis X der Strahlen Sj = 0, 
Sa = 0, Si - \ Sä = 0, S,-\S, = und der Punkte 
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0, 2;j — Äg2^ = ist identisch. 



^-i 



-k. 



§3 bezogene Strahlen und 




^^ — 0, 2^ = 0, S^ — kjU^^ 
und 3tmr gleich \:h^. 

Somit ist das DoppelverhcUtnis X von vier Elementen 
eines Säsckels oder einer Seihe nur aöMngig von den Para- 
meiern h^, k^, h^, \ derselben in iezug auf swei heliehige Me- 
mente, nämlich als 

Demi, sind k, l, m, n vier auf s. 
nehmen wir die Transversale t 
parallel zu s^, so sind die Ab- 
atände von K, L, M, N von 
s, zn den Sinusteilverhältnis- 
sen, also auch zu den vier 
Werten 7sj, /Cg, k^, k^ des Pa- 
rameters in 8, — JySg =- pro- ^ 
portional; wie aber die Strecken TK, TL, TM, TN ihrer- 
seits jeneii Abständen, so sind auch KM, LM, KN, LN 
bez. zu hj — h^, k^ — \, \ — \, \ — \ proportional Das- 
selbe gilt dual aucb für vier Punkte Z^ — x2^ = oder 
— — - — 1— ~P .-^ doch können die Parameter derselben un- 
mittelbar auch durch ihre Abszissen ersetzt werden 

Man nennt diesen Quotienten der Differenzen aus den Zahlen 
zweier Paare geradezu das Doppelverhältnis der i-ier ZiiMen. 
Er gibt die analytische Bestimmung der vierten Zahl zu drei 
gegebenen und bekanntem Doppel Verhältnis wert X. 

83. Projektivisehe Büschel und Eeilieii. Sehneidet man 
ein StrahlbüBchel a, i, c, d, ... vom Scheitel mit Trans- 
versalen i und i' in A, B, G, D, . . . und A', B', C, B',. . . 
so heißen diese Fmiktreihen perspeMiviseh für das Zentrum 0. 
Jede ist die Zentralprojektiou der anderen aus 0, und F, P' 
sind entsprechende Funkte der Reihen, wenn ihre Verbindungs- 
gerade PF' durch das Zentrum geht. Die dualistischen 
Begriffsbildungen lauten: Projiziert man eine Punktreihe 
A, B, G, D, . . . vom Träger t durch Strahlen a, h, c, Ü, . . . 
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und a', h', c' ä', ... aus den Punkten und 0', so beißen 
diese StraMmschel perspeiMvisch für die Achse t und p, p' sind 
entsprechende Strahlen derselben, wenn ihr Schnittpunkt 2>p' 
auf der Achse ( liegt.*) Endlich heißen in beiden Fallen auch 
das Büschel a, h, c, d, . . . und die Reihe Ä, B, C, D, ... 
perspektivisch. Nun folgt aus § 81 femer 

{t ■ ahcd) = {f ■ ahcd), (0 ■ ABGD) = (0' ■ ABCB), 
d. h. iw perspektivisdieit Heiken und Büscheln haben je vier 
entsprechende Elemente dasselbe Boppelverhaltnis. 

Daher haben auch noch in drei Reihen (bez. Büscheln) 
A, B, C, I), .. ,; A!, B', C, B', . . .; A", B", C", B", . . ,, 
von denen zwei zur dritten Reihe (bez. zum dritten Büschel) 
zugleich perspektivisch sind, je vier entsprechende Elemente 
dasselbe Doppel Verhältnis, 

{ABCB) = (A"B"C"B") = (Ä'B'C'D'), 
obwohl die ersten beiden im allgemeinen nicht auch zu- 
einander perspektivisch sind Umgekehrt können wir aber, 
wenn in zwei Reihen oder Büscheln drei Paare von Elementen 
A, B, G und A!, B', G" einander entsprechen, zu jedem 
Element B des einen Gebildes ein einziges entsprechendes 
B' des anderen so finden, daß die Doppel Verhältnisse 
{ABCD) = {A'S'C'B') gleich sind, Beiken, bes. Msehd, 
deren Elemente einander eimdeiiMg so sugeordnet sind, daß das 
B(^elverhältnis mn je vier entsprechenden gleich ist, heißen 
prcgekUvische EletneniofgebUde erster Stufe. Man nennt pro- 
jektivische Reihen, bez. Büschel auch hdlimear Qtomographiscli) 
und entsprechende Elemente homolog. In solchen projekti- 
vischen Gebilden aind nach der Definition die homologen zu 
vier harmonischen Elementen ebenfalls in harmonischer Lage, 
doch die Halbierung einer Strecke oder eines Winkels gebt 
in die allgemeinere harmonische Teilung Über, 

Die Definition zeigt, daß projeJcHvische Gebilde durch drei 
Paare homologer JSlemente eindeuHg bestimmt sind. B(üier sind 
priyeMivische Gehüde insbesondere per^ektivisck, sobald ihr 

*) Solclie perspektivische Gebilde liegen soion in §§ 47, 48, 64 vor. 



y Google 



Projektivi solle Elenientargebilde erster Stufe. 141 

gemeinsames Element mit sich selbst homolog oder ihtmi ent- 
sprechend gemem ist. Denn 

entspricht in zwei Büscheln 
a,b,c, ..., a, V, c', . , . die Ver- 
bindungsgerade a ihrer Schei- 
tel sich selbst, so werden die 
Schnittpunkte zweier Strahlen- 
paare !)}>', cc' in t so ver- 
bunden, daß wegen 

(t ■ abcd') = {t ■ ab'c'd') 
auch dd' auf i liegt. 



aitspricht in zwei 
A,B,C, ..., A,B',C',... der 
Schnittpunkt A ihrer Träger 
sieh selbst, so schneiden sieh 
die Verbia dun gs geraden der 
Paare EB', CC in so, daß 
wegen 

(0 ■ ÄBCB) = {0 ■ AB'C'D') 
auch DB' durch geht. 



Somit hönnen zwei prcrjektivischf Gebüde stets durch Uoße 
Lagemmdenmg des einen simnander perspektivisch gemacht 
werden, denn dazu ist nur ein Element mit seinem homo- 
logen zur Deckung zu bringen. 

Der analytische Ausdruck für projektivisehe Gebilde ge- 
staltet sich sehr einfach. Ba die DoppelverhäUnisgleicMeii 
nur eine Rekition zwischen den Parametern sein Izcmn (§ 82), 
so sind die Büsckd S^—kS^^O, S'i — kS'i=0 und die 
Jtdhen 2^ — JcS^ = 0, Z,'^ — TtH'^ = jprojektiviseh, wenn 
hotnologe Elemente zu demselben Paramelerwert gehören. Dabei 
ist also gleichgültig, wie die Träger und die festen Elementen- 
paare gewählt wurden, doch sind alsdann letztere offenbar 
in den Paaren S^, S^; S^, S'f, E^, B^\ H'-^, S,\ selbst 
homolog. Insbesondere können perspektivische Gebilde, wenn 
ihr entsprechend gemeinsames Element S — 0, bez. 2J = ist, 
stets durch die Grleichungspaare 8j — IcS = 0, S\~}cS==0, 
bez. Zi — hS^O, :S'i — kI! = dargestellt werden. Als- 
dann ist offenbar S, — iS'^= die perspektivische Achse, bez. 
2^1 — 2J\ = das perspektivische Zentrum. Selbstverständ- 
lich sind auch das Büschel S^ — hS^^O und die Reihe 
.Sj — Zc 2^3=0 durch die Parametergleichheit projektivisch 
aufeinander bezogen (vgl. § 82). 

SchJießheh sei bemerkt, daß diese Zuordnung durch 
gleiche Parameter in bezug auf zwei feste Elementenpaare 
in der Tat die Angabe eines dritten implizite voraussetzt. 
Denn S^, S^, S'^, S'^ sind nur bis auf konstante Faktoren 
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bekannt und erst, wenn noch S^—0, S's=-0 homologe 
Elemente sem sollen, werden jene Faktoren durch die Iden- 
titäten Ss=Si-}cS^, S\^S\-hS'^ bestimmt. 

84. Projektivißone Koordinaten. In der geraden Reihe 
und im Strahlbüschel können wir jedes Element durch sein 
Doppelverhältniß in bezug auf drei feste Elemente bestimmen. 
Offenbar genügt in der Ebene eine zweimalige Anwendung 
dieses neuen Koordinatenprinzips, um einen Punkt P zu be- 
stimmen als Schnittpunkt der zu gegebenen Doppelverhältnis- 
werten gehörigen vierten Strahlen in zwei Büscheln, und eine 
Gerade p als Verbindimgsliuie in gleicher Weise bestimmter 
vierten Punkte in Bwei Reihen. Wir können so völlig all- 
gemeine und rein dualistische Systeme homogener Koordi- 
naten Xi und I; direkt geometrisch begründen, die wir Doppel- 
verkaMnishoordinaten oder, wegen der grundlegenden Bedeutung 
des Doppelyerhältnissee für die Projektiv! tat, 
Koordinaten nennen. ^^) 



Nehmen wir vier feste 
Punkte Ä^, Ä^, Äg, E an, von 
denen keine drei in einer Gera- 
den liegen,so bestimmen dieVer- 
b in dun gs geraden jedes Punktes 
Ai mit den drei Übrigen und 
einem beliebigen Punkt P 
Büschel mit drei festen Strahlen. 
Also sind die Strahlen A-^T, 
A^P, A^T, und damit P als 
ihr Schnittpunkt, durch die 
Doppelverhältnisse bestimmt 
(A, ■ A^A^EF) = m^, 
lA^-A^A,Er)==ni^, 
{A^-A^A^EF)=^m,. 
Bezeichnen wir durch e^ 
undj); die Abstände der Punkte 
E ucd P von den Geraden 
AjÄt, gemessen in ihren Nor- 



Nehmen wir vier feste Ge- 
rade a,, ttj, «3, e an, von denen 
keine drei durch einen Punkt 
gehen, so bestimmen die 
Schnittpunkte jeder Geraden a,-. 
mit den drei übrigen und einer 
beliebigen Geraden p Reihen 
mit drei festen Punkten. Also 
sind die Punkte a-^p, a^p, a^p, 
und damit p als ihre Verbin- 
dungsgerade durch die Doppel- 
verhältnisse bestimmt 

(«1 ■ a^a^ep) ^ n^, 
(«2 ■ a^a^ep) = ji^, 
(a^-a^a,jp) = n^. 
Bezeichnen wir durch £; 
und iTi die Abstände der Ge- 
raden e und p von den Punkten 
ihren Nor- 
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malen oder in Schiefen gleicher 
Neigung, so sind die Werte 
der Doppelverhältniase 




und wir finden j»imgm3=l. 
Definieren wir als Koordinaten 

Xi^XH- ei, 
so sind 3^1, x^, x^ drei alge- 
braische Zahlen, deren Ver- 
hältnisse Xj:xi,= Mi jene Dop- 
pelverhältnisse bestimmen und 
so aus den festen Punkten den 
Punkt P ztt konstruieren er- 
lauben (§ 81), 

Die Koordinaten x- sind 
die Maßsahlmt dei Aisiandepi 
fwr die parcüMm Abstände c,- 
als Einheiten Fallt also P 
nach F so hat man lie J" = 1, 
und wir bezeichnen dahei JE 
als den Etnh itp^idt d e 4, 



malen oder in Schiefen gleicher 
Neigung, so sind die Werte 
der Doppel Verhältnisse 




f^=E ■^ = ;, 



und wir finden lU-i ^ f% = 1- 
Definieren wir als Koordinaten 



l; = 



'i ■ Si, 



so sind 1^, Ig, I3 drei alge- 
braische Zahlen, deren Ver- 
hältnisse 1^ : 5* = jtj jene Dop- 
pelverhältnisse bestimmen und 
so aus den festen Gferaden die 
Greradö p zu konstruieren er- 
lauben (§ 81). 

Die Koordinaten |; sind 
die Maßzahlen der Abstände sti 
für die parallelen Abstände £; 
als Einheiten. Liegt p in e, 
so hat man die §, = 1, und wir 
bezeichnen daher e als die Ein- 
heitlinie, die ff, als die Fun- 
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als die Fnndamentalpunkte des 
projektivischea Koordinaten- 
syetems der Xi. 

Ai hat die Koordinaten 
Xj=xic'^ und a:? •= Äj : ßj für 
}ii als die zugehörige Höhe 
des Fundamentaldreiecks, 

Die Punkte der Funda- 
mentalgeraden Aj ^^ haben 



damentallinien des projekti- 
Ti sehen Koordinatensystems 
der it. 

Für M( sind die Koordi- 
naten Ij = ^} = und |i = A; : Ei 
für Äf als zugehörige Höbe 
des Fundanientaidreiseits. 

Die Geraden durch den 
Fundamentalpunkt öjCtj haben 
1,-0. 



Damit ergeben sieb auch die Vorzeichen der Koordinaten 
für die Punkte und Geraden der Ebene nach der Wahl der 
Einbeitelemente aus ihrer Lage in bezug auf die Fundamental- 
elemente (vgl. § 3). 



Wenn z. B. der Einheit- 
punkt im Inneren des Funda- 
mental drei ecke liegt, so haben 
alle Punkte dieses Inneren drei 
positive Koordinaten. 

Tritt P über die Seite »; 
aus dem Inneren heraus, so 
wird Xi negativ. Dieselben nu- 
merischen Worte von x^, x^, x^, 
liefern vier Punkte, die drei- 
mal in zwei Paaren auf Gie- 
raden aus A^j A^, J.J liegen 
und durch die von diesen aus- 
gehenden Seiten des Funda- 
mentaldreiecks harmonisch ge- 
trennt werden (§ 63). 

Nun vereinigen wir 



Wenn dieEinheitlinie nicht 
iß das Innere des Fundamental- 
dreiseits hineingebt, so haben 
aUe Geraden, die dies nicht tun, 
drei positive Koordinaten. 

Tritt p über die Ecke Ai 
in das Innere hinein, so wird 
I; negativ. Dieselben nume- 
rischen Werte von |j, i^, I3 
liefern vier Gerade, die drei- 
mal in zwei Paaren sieb auf 
a^, Og, «3 sehneiden in Punkten, 
die durch die benachbarten 
Ecken des Fundamentaldreiseits 
harmonisch getrennt werden 
(6 64, s), 
Dreieck der Fundamentalpunkte 



mit dem Dreiseit der Fundamentallinien derart, daß der 
Ecke Ai die Seite M; gegenüberliegt. Seien dann Ei und Fi 
die Schnittpunkte von a,- mit AtE und J;P, femer E; und P; 
die Schnittpunkte ffl;e und atp. Dann lauten (§ 81) die Koordi- 
ncdendefiniUonen auch 
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Zur Beatimmuiig der Lage von E gegea e konneii wir aber 
offenbar setzen 

denn die Teilverhältnisse der Ej, bez. der E,- in den Seiten 
haben (§ 51) das Produkt + 1, bez. - 1, so daß das Produkt 
der drei Doppelverhältnisse — 1 sein muß. 

Die Multiplikation der untereinander stehenden Ausdrücke 
gibt wegen 

(AjÄiEiP,) (ÄjAi,EiE,) (AiA^Ei P,) = {A^A, P, F,) 

-^-C.4,^P,PJ, ^^^ = iA,A,P,P,), 

Wir betrachten weiter das Paar — eines von drei analogen — 
_ iiij _ (A,A, P, P,), - iij _ (Ä,A,F, P,). 
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Unter der besoaderen Voraussetzung, daß P in jj liegt, 

wie in der Figur, ist 

(Ä,A^ Pi F,) + (Ä^Ä^ F, Ps) = 1. 

Denn (§ 81) (A^AP, P,) = {P-A,A^P^ P,) = (P- A,P^A^ P,) = 

(JgPi^a Pi) = (-4 Pi^sPi) und nach einer Relation des § 80 

ist 

(J^A,P,F,) + (A,P,A,F,) - 1. 

Liegt also P in jj oder geht p durch P, so besteht zwischen 
den Koordinaten X; von P und |j Yon p die Belation des 



wo die Konstanten Xf nur von der Lage des Einheitpunktes 
und der Einheitlinie abhängig sind. Dieselben werden ina- 
besondere gleich Eins, wenn e die Haimonikale von E in 
bezug auf das Fundamentaldreieek ist (§ 64, l); diese Wahl 
soll weiterhin stets vorausgesetzt sein: Verbundene projekti- 
visehe Koordinaten Xi und ^j. Dann ist 

fwr ]constante |j die Gleichung der Geraden mn den Koordi- 
naten I; in PmJdkoorämaten, wnd für konstante Xi die 
Gleichwng des Punktes mn den Koordinaten xi in Linien- 
hoordinaten. 

85. Diese auf den Begriff des Doppelverhältnisses ge- 
stützte Auffassung der allgemeinen homogenen Koordinaten- 
bestimmung ist ihrem Ergebnis nach von der des § 78 nicht 
verschieden. Offenbar stimmen die Xi bez. |; hier und dort 
liberein, sobald wir die Reziproken der Abstände e, bez. £; 
als die in jener Entwickelung auftretenden Konstanten r,- 
bez. p; ansehen, mit denen die Abstände pi bez. «; zu multi- 
plizieren waren. 

Das durch das Fundamentaldreieek und die Einheit- 
elemeate definierte Koordinatensystem umfaßt eine große 
Anzahl spezieller Ausprägungen. Lassen wir das Dreieck 
der Ai allgemein, so können wir als E einen der besonderen 
Punkte desselben wählen und dadurch oft Vereinfachungen 
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der Untersuchung erzielen. So erhalten wir nach der obigen 
Bemerkung die Dreüinienkoordinaten des § 66, d. h. die x^ 
gleich den Abständen des Punktes von den Fundamentallinien 
öj, sobald wir die e,- einander gleich annehmen, also zum 
EmheitpwfM den Mittelpunkt des eingeschriebenen Kreises 
wählen. Jedoch sind dann nicht auch ohne weiteres die |j 
die Dreipwnkfkoordvnaten des § 77, wenn die Gleichimg 

gelten soll. Dazu müssen vielmehr die B; gleich groß sein 
und dies kann nur eintreten, wenn die unendlidi ferne Gerade 
die Ei^eiüinie e ist; in der Tat sind dann die Verhältnisse 
der |j gleich denen der Abstände ati der Geraden von den 
Fuüdamentalpunkten Ai. 

Die unendlich ferne Gerade gehört als Harmonibale zum 
Schwerpunkt des Fundamenialdreiecks als Emhdt^mnki. Dann 
sind die ei=-|-Ä,- und die a;,- können als Proportioualzahlen 
zu den Flächenzahlen der Dreiecke ÄjÄiF aufgefaßt werden; 
denn es ist, wegen 

Ji 2 x, = AA,A^P:AA^A,F:AA,A^F. 

Also kann man diese den Dreipunktkoordiuaten verbundenen 
Koordmaten, die tfter vorteilhaft zu verwenden sind, füglich 
als Fladmil oordiiiaten des Pmtktes bezeichnen. 

Große Bequemlichkeit bieten diese Spezialisierungen, wenn 
das Fiindamentaldteieck gleichseitifi genommen wird. Für den 
Mittelpunkt desselben als Einheitpunkt E sind die Xi Drei- 
linien und die e Dreipunktkoordinaten, während gleichzeitig 
die Gleiuhung des Ineinanderliegens ii3;j+ l^a^j + §53^ = 
lautet. Denkt man drei Zahlen a,, a^, % in allen sechs 
Permutationen als Koordinaten genommen, so bilden offenbar 
die sechs zugehörigen Punkte ein Kreis sechseck, die sechs 
Geraden ein Kreissechsseit mit dem Mittelpunkt E und den 
drei Symmetrieachsen AiE. 

Die weiteren Spezialisierungen toe Wichtigkeit liefert 
die Annahme unendlich fentei- Funda/nienialdemente. Wird eine 
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Sehe des Dreiecks, z. B. A^, als unendlich fem gedacht, so 
erhält man die einfachen Teilyerhältnisse 

m^ Ä,E^ «3 _ jlg E^ . 

^ Ist femer J5 äquidistant von den parallelen 

'^J Fundamentallinien, somit e parallel zur 
dritten, so lauten, mit A^E^ = Ä^B^ = — ^jE^ = — A^£^ = 1, 
die Definitionen der Koordinaten 

J - j^p, = ^' S ^ ^;^, = ^' 

J- ^ A,P^=£, -f = ~ ^Pi = H. 

Endlich liegen der Punkt X \ Y und die Gerade E | H ver- 
einigt, wenn 

= X + Hr+ 1 = 0- 

Wir mögen diese nicht-homogenen Koordinaten etwa Streifm- 
Jcoordmaten nennen und speziell den Fundamental streifen 
rechtwinklig und auch A^E^-^ E^A^= 1 nehmen. 

Denken wir aber eine Seite des Fuudamentaldreiecks 
z.B. A^A^ oder a^, unendlich fem, so daß PPj, EE^ und 
PPg, EE^ zu füg, hez. % parallel sind, so folgt für die 
Punktkoordinaten 

^ = (oo A,E,P,) = 4^, ^ = (oo AjS,P,) = ^- 

*a 3 2 3/ ^j^j «3 ^ 3 11/ -ij-^l 

Nehmen wir AgE^ = A^E2= 1 als Längeneinheit, also E in 
einer Halbierungslinie des Winkels «jOg, so siada;j:a;3=-igPg=a;, 
3^ : a^j= jigP^= y Abszisse und Ordinate von P in einem 
System von Carteaischen Koordinaten (vgl. § 73). Und ist c 
die Harmonikale von E, also A^E^^ A^E^ = ~ 1, so haben 
wir für die Linienkoorilinaten 



= E,P,)-2^. |-U,«E,P,) = 2^ 
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Somit hat man |j:|3 = |, ^^■.^^=11 als die Piückersehen 
Linienkoordinaten. Damit wird der Übergang von homogenen 
zu elementaren Koordinaten (§ 73) klar und es erhellt, daJä 
die Wahl der Längeneinheit und des positiven Sinnes in den 
Achsen die Bestimmimg des Einheifcpunktes und der Einheit- 
geraden elementar vertritt. 

Man erkennt mm leicht, wie die Ächsenkoordinaten und 
die Streifenkoordinaten dualistisch entsprechende, metrische 
Spezialfälle sind. Diese letzten sind übrigens, wemi man 
die Achsen durch die beiden Parallelen ersetzt, die Rezi- 
proken der Cartesischen und Plückersehen Koordinaten. Als 
gleichbedeutend mit den Doppelverhältniswerten des § 84 
liefern uns die allgemeinen Definitionen — , y, — ; -j, ■)?, -j, 
bez. -=, Y, -jri "E-j H, -^, womit z. B. das bedeutsame Auf 
treten der ßichtimgekoeffizienten neben den Koordinaten er- 
klärt ist. 

B. 1) Wiederholt man die Untersuehimgen des § 6i unter 
der Annahme von E in 0, so sind % = Og =- ßj = 1 zu setzen. 

2) Zieht man durch die Schnittpunkte der Fundamental- 
linien a^ mit e oder x-^ -]- x^ -\- x^ — Gerade n/, so haben 
diese die Gleichungen 

(1 + 1^)X^ -^ Kg + «3 = 0, x^+ (1 + As)^3 + ^3 = 0, 

x, + x^+(l + X^)x,= 0. 

Somit sind die Gleichungen der Verbindungsgeraden Aj^Ä\, 
.dgjl'j, .^a-i'si h^^h^3t h'^s^h^i' ^i%=^^a; also 
schneiden sie sich in dem Punkte x^ : ^2 : x^ =' -j- : ^ : -r- ■ 
Je zwei Ecken At, A/ bilden mit letzterem Scheitel und dem 
Schnittpunkt von AiA/ mit e das Doppelverhältnis z z r- 

(Tgl. 8 64,4.) " + 5 + 5 + ^; 

3) Die Flächenkoordinaten des Höhenschnittpunktes sind 
tan A^ : tan A^ : tan Ag, des Mittelpunkts vom umgeschriebenen 
sin ZA^i sin 2 A^ ■ sin 2 A^ , des vom eingeschriebenen Kreis Ij^-.l^il^. 

86. Das bisherige empfiehlt offenbar, als das zweck- 
mäßigste Bezeichnungsprinzip für die in den analjtisch- 
geometri sehen Untersuchungen auftretenden Konstanten und 
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Variabein, gleichartigen Größen denselben Buchstaben als 
gemeinsames Symbol beizulegen und die einzelnen durch 
hinzugefügte Indiees zu unterscheiden. Alsdann lassen sich 
homogene Ausdrücke allgemeiner Art, bezogen auf willkürlich 
gewählte Fundamentalelemente, schon durch ein einzelnes 
Glied völlig charakterisieren, da sie gewissen Symmetrie- 
gesetzen unterliegen (vgl. § 45). So gehen in ÄusdrückeUj 
die in bezug auf jede Reihe gleichartiger Größen linear sind, 
die Glieder auseinander durch zyklische Permutation aller 
Indiees hervor (vgl. § 35 Anm.). Wir bezeichnen eine der- 
artige dreighedrige Summe dadurch, daß wir 21 vor das 
allgemeine Glied derselben setzen. So ist a^x^ + a^x^ + a^w^ 
gleich 2JaiXi, also Sa^Xi = die allgemeine Gleichung einer 
Geraden; die der Verbindungsgeraden der Punkte xl, x" (§ 69) 
21Xi{Xjx" — Xkx") = 0, speziell des Schwerpunkts und des 
Höhenschnittpunkts (§69, i) .Sa;; sin 2^,- sin ^1^— .4^= usw. 
Femer wird nach § 65 der Ausdruck für den Abstand des 
Punktes x' von der Geraden 

ZaiXJ : -j/ (2;»j^ — 221ajai, cos Ai); 

die Bedingung der Orthogonalität zweier Geraden UatXi = 0, 
IJai'xi = Uata/ — I!(ajai — ataj) cos ^; = und die ihres 
Parallelismus S{ajak — dttf-j) sin A^ = usw. 

Eine noch weiter gehende Abkürzungssymbolik für 
allgemeine lineare Funktionen hat die neuere Algebra ^^) 
eingeführt. Danach setzen wir 

ffl,fl^4- «3^+ %i23== «11 «iii+ «ai2-}- Kglg-^ ßj 
und schreiben also die Gle-icktmg einer Geraden von den 
Koordinaien üi a^ = 0, die Gleichung eines Funktes von de» 
Koordinaten «; «^ = 0, die Gleichung vereinigter Lage von 
Xi und |j sowohl |a; = als .r^ = 0. Ein Punkt xj bez. yt 
gehört der Geraden a^ = an, wenn ay = bez. a^ = 0. 
Zwei Gerade a^ — O, bx — O bestimmen das Bil'ichel 
«^ - ;tö„= von dem Scheitel C^ = (§ TS") 

Dieses Prinzip führte weiter auch zu dei symhohsrlien 
FtmUion «*™ Gtades duicli d>t 
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n^ Potenz einer Imearm Fimktion a". Vergleichen wir z. B. 
die aUgemeinete homogene Funktion zweiten Grades mit aj', 
90 tonnen wir die letztere an die Stelle jener setzen, wenn 
wir nur annehmen, die a^, a^, % seien bloße Symbole von 
der Eigenschaft, daß erat ihre Produite zu zweien wiililiehe 
Zahlen bedeuten a/a/, = an, = ßü. Hiernach eignen sich für 
quadratische Funktionen Koeffizienten mit doppelten Indices 
an, die mit den Indiees der beiden Variabein des Gliedes 
XiXn übereinstimmen, so daß aj gleich ist mit 
»11^1^+ 0^2^^^'^ '^33^^+ 2tS23%a:3+ 2agj^XgXj^+ 2a^^x^X2. 

Das wichtigste Mittel zur vollen Verwertung des Vor- 
teils der Homogeneität und Symmetrie bei Benutzung der 
homogenen Koordinaten bietet aber die für das ganse Gebtei 
der homogenen Funktionen fundamentale Theorie der Det&r- 
Wir verweisen für diese Lehre auf die „Vor- 
i über die Algebra der linearen Transformationen von 
G. Salmon, Deutseh bearb. von W. Fiedler" (2. Aufl. Leipzig 
1877) p. 1—66. 

Erinnert sei hier nur an das Bildungsgesetz des Beter- 



das n Elemente m n (horizontalen) Zeilen und n (vertikalen) 
Reihen enthalt A ist die Simine aller Produkte, die aus 
jedei Zeile wul jede» Reihe e i w und nur ein Element als 
FaJt&i enthalteil das Saiiptghed «ii«a2'*ss'" '*-"' i^*" positiv, 
ebens alle die Produkte, deren Elemente von dieser Diago- 
nale dmeh Reihcnintervalle getrennt sind, die eine gerade 
bumme ei^eben wihiend die mit ungerader Intervallzahl 
negativ einzuführen sind. Bezeichnet man den Faktor von 
a,i in der Eutwickelung von A als sein adjungiertes Element 
Aij;, so daß A = an An rf «is^lis + ■ ■■ + ai„Äi„ = an An 
+ a^iAsi + 1- «„,Ai („Vorles." Art. 16), so ist A^ die 
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ÜnterdeferminoMte aus den (n — 1)^ Elementen, die weder der 
^len 2eile noeli der k*"'^ Reihe angeliören. Einer der wich- 
tigsten Determiimntensäfcze sagt aus, daß das Produkt zweier 
Dekrrnmanien wieder eine Determinante ist, deren Elemente 
c;t = aiiiii + a-abu + ■ ■ ■ + ««;&«* sind {„Vorles." Art. 22). 
87. Wir erläutern kurz geometrisch die Determinanten- 
sätze, die sich auf die Theorie der linearen Gleichungen mit 
drei Variabein beziehen. Aus drei homogenen linearen Glei- 
chungen Kwiseben den Wt wie a^ = 0, aj= 0, aj'= folgt durch 
Elimination der Xi eine Resultante, deren Verschwinden an- 
zeigt, daß zwischen a^, aj, a" eine identische lineare Rela- 
tion besteht. Ihre linke Seite stellt das Symbol (vgl. § 32) 



= Zai{ajak' — a,k'a") 



A = 



dar, die Determinante A (der Koeffizienten) des 
Systems. 

Unter der Bedingung Ä = gehen aJso die drei Ge- 
raden %, aj, aj' = durch einen Punkt, oder liegen die 
drei Punkte ö|, a^', a/'=0 in einer Geraden. Daher sind 
die Geraden a^^aJ^O parallel, d. h. schneiden sich auf 
(sin A)x= 0, wenn A= 0, nach Einsetzung von sin Ät statt a" 
(§ 65). Da nun stets A = ist, wenn wir statt aj' = 
irgend eine Gerade des Büschels a^-}-]cax=0 nehmen, so 
folgt der für Umformungen der Determinante nötige Satz: 
Der Wert einer Determinante wird nicht geändert, wenn man 
zu den Elementen einer Zeile oder Reihe die mit einer Kon- 
stanten multiplizierten Elemente einer anderen addiert („Vor- 
les." Art. 21). 

Ist A = 0, so sind die den Gleichungen geraeinsamen 
Werte der Unbekannten den zu den Elementen einer Reihe 
tti oder «/ oder a" gehörigen Unterdeterminanten Äi oder A,' 
oder A" proportional („Vorles." Art. 29), also sind die Ko- 
ordinaten des Schnittpunkts der Geraden (§ 32) 

Xj^ : X^ : Xs= A^: A^ : A^ = A' ,: Ä'^ : Ä'^ = A'\ : A!\ : J!\, 
z. B. = a,ö.'„ — a„a!„ : a.a', — a, a', : a, aL — (L,a',. 
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Aus den voUständigeii linearen Gleichungen «j, = 

aj^c', ai'^=c" folgen die Auflösimgen („Vorles." Art. \ 

b,Xi = AiC + A!c' + Ai'c"\ 



die Dreilinienkoordinaten Sv des 
0, ai = mittelst l,= M als 



so ergeben sich 

Scimittpunkts von 

Si = ^(ajai,' — ai,a/), wenn B die Koeffizientendeterminante 

der linken Seiten bedeutet. 

Es ist nur eine andere Wendung der anfänglichen tTher- 
legung, wenn wir der Gleichung der Verbindungsgeraden der 
Punkte Xi, x" {§ 69) die Determinantenform geben 



x\, 



X & 



^a. 



denn diese ist die Beenltante der Elimination von a^, a^, a 
aus dl = 0, dl' = 0, a^- = oder von n, n', n" aus 
nxi = n'xi + n"xi". Daher folgt mittelst der Orthogona- 
litätsbedingung (§ 65) die Gleichung der durch den Punkt x! 
gehenden Normale zur Geraden a^ = als 

^1! ^i> — «1 + 1% ''OS A^ + «3 cos A^ 
Xg, x\, öjcos^j — Og 4- a.^cosA^ 

X^, «'3, «j cos jlg + Og cos jl^ — ffl^ 

so daß die Elemente der letzten Reihe die Koordinaten der 
zur Geraden normalen Richtung sind. 

Sind dagegen die Punkte Xi, xi, x" die Ecken eines 
Dreiecks, so ist ihre Koordinatendeterminaiite gleich dem mit 
. , , multiplizierten doppelten Flächeninhalt F desselben. Bei 
C artesischen Koordinaten ist die Koordinateudeterminante 
mit x^, x\, x\ = 1 gleich F. überhaupt enthalten die an- 
gegebenen Formeln die gleichbedeutenden des zweiten Kapitels, 
sobald wir die dritte Koordinate gleich Eine setzen. 
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Auch manche, nicht aus der Theorie der linearen Glei- 
chungen stammende Ausdrücke können in Determioauten- 
form gebracht werden, z. ß. das Quadrat der Entfernung von 
x„ xl (§ 71) 

! 1, — COS . 



- COS Ä^, 



cos^, 


a:'„ 


«1 


cos Ä^, 


^'g, 


I, 


1, 


J,, 


I, 


«'s, 


0, 






0, u 



B. l) Die doppelte Fliehe F des Dieieeks dieier Geiaden 
ist durch die KoefflaierLteu ihier Gleiclmngea füi tnmetnache 
Koordinaten in Determmantenfoim auszuditicken 'i^md aj = 0, 
ffl/' = 0, aj" ^ die Ciloiehungea dei Tteraden und bezeichnen 
\, li^, Äg die Werte, welche die linken Seiten derselben durch 
Substitution der Kooidmaten der Gej 
nehmen, so gelten die Eelationen 



= 0, 



= 0, 



a'^' = 0, 



^ = 0, 



Wenn man aus den neun links stehenden Trinomen der- 
selben die Determinante bildet, so muß ihr Wert der Deter- 
minante der rechten Seite gleich, d. i. gleich h^h^h^ sein. Sie 
ist aber das Produkt der beiden Determinanten („Yorles." 
Art. 22) 



FM' 
und, da B nach dem Resultat des § 71 gleich yy-j- ist, so 

AM" I ä s 

folgt =fy- F = h,KJi,. Nun ist l^- = l^- = i^- = Ji, uad 

man kann zwischen je einer von diesen Gleichungen und je drei 
bezügUchen Gleichungen oben die Koordinaten a:/, a:/', x"' bez. 
eliminieren. Dies gibt die Resultate 
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Dialriminante der Gleichung zweiten Grades, 



<, »;■, <, 

«;", <, <'. 


= 0, 


<', 


V 1»' 


h .h ,h , « 




!,,!,,!,, 


oder („Voriesungsn" Art. 16) 


MÄ 

TT" 


«;", »?'■ < 


MA 
• h. 




da 


ber dm-eh Subsfa 


ti 


tiou in 


i. = i- 






k 



h 



h, h 



h ^ h ^ h 



Man hätte diese Gestalt des Ausdrucks nacli § 38, & er- 
warten dürfen; denn die Determinante des Zählers Yerschwindet 
wie dort für drei Gerade, die durch einen Punkt gehen, und 
die Determinanten des Nenners, wenn irgend awei unter den drei 
Greraden parallel sind. Danach, zeigt sich auch die Formel a. a. 0. 
als Spezialfall für rechtwinklige Koordinaten. 

2) Die linke Seite der quadratischen Gleichung 

ffljj3!j^-i- 0^X2^+ «38''^^+ 2aj3%iC3+ 2aigXj^Xg+ Sa^^x^x^ = 

ist das Produkt von zwei linearen Faktoren, wenn in der mit 
ihr identischen Form 

die drei linearen Funktionen 

«u% + «la^^ä + «13^31 «la^i + «aa^a + '''ss^ai "is^ + «äs^a + <h3^s 
zueinander in konstantem Verhältnis stehen, etwa =»»^:»«j;m3; 
denn dann ist sie das Produtt von zwei zu Sa^iXi, 2miXi pro- 
portionalen Faktoren. Die zu erfüllende Bedingung ist also die 
Erfüllung der Gleichheiten 



«„;^+a„a:,4-« 



»ia'gi+°it«'> + «i«^ a ^ "iä^i + '*as'ga + %i''ii 



fär alle Werte von a^, x^, x^ oder die Existenz solcher ' 
von [Kj, atj, a^g, für welche gleichzeitig a^j^ic^ + a^^Xo + «ig^^; 
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Elimißatioa von cc^, a^, % zwischen diesen Gleichungen gibt die 
foezügliclie Bedingung in der Form 



• der Determinante Pigibt 
§ 59; also haben wir hiermit die Determinanten form di 
hriminante der Gleidiwig zweiten Grades 

3) Die Bedingimg der Koexistenz dei Glnichungen 



a^x + o^ä* + «3 = ^ii»: + 63 j( + &s = 
lautet 



^Cia;+ fg^z + fj = (?!'' +i?jW-f 



= oder A + G^ B + D, 



wenn A, B, C, B die zu den Elementen der ersten Zeile ge- 
hörigen Unterdeterrauianten bedeuten. 

Die Bedingung ist erfüllt, wenn die linearen Funktionen, 
gleicli Null gesetzt, die Gleichungen von vier Tangenten desselben 
Kreises in der Normalform sind und x\y der Mittelpunkt ist. 
Und zwar repräsentieren dann die Unterdeterminanten die Pro- 
dukte je einer Seite des Tangentemderecks in die Sinus der 
beiden anliegenden Winkel. 

8S. Wir behaadeln mittelst der Detenniaantentheorie 
liauptsäclilicii die Lehre von den linearm Substitutionen. Bei 
Beschränkung auf drei Variable versteht man darunter die 
Einführung von drei linearen homogenen Funktionen der 
Variabein als neue Variable. Es ist hier zweckmäßig, die 
Subatitutionsko effizienten durch Doppelindices zu unter- 
scheiden (§ 86). Wir setzen 

!l'Xs = «31^1+ Ks3*'ä+ «38^'3 = ^fhk^k, 

also allgemein, wenn 2 sich auf den Index der Variabehi 
bezieht, 

I. (iXi = I^anX)!. 
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Der erste Index von «,i gibt die nDgestriciieiie Variable oder 
die Gleichung, dei zweite die gestrichene Variable an, zu der 
dei KoeffiaiPnt gebort Die Koefüzientendeterminante 

«in «18 J «19 j 
A= «31, «2ä> «S3 

«Jlt «33' '^33 I 

lieißfc de> f^ubsiituttonsmodiü , ihr Wert sei immer von Null 
veischieden voiausgesetzt 

Ist wieder A,^ die zu «ft in A gehörige Unterdetermi- 
naute, so heißt die Deteiminante der A^j die Besiprolcaldeter- 
minantf /.a A oder die Deteiminante der adjungiertm Elemente; 
sie ist gleich A^ (_.,\'orles " Art. 30, vgl. § 78) 
Ajj, Aj^, 

A = Ajg, Agj, 

Ai3, Aas, ■ 

und die zu A;* gehörigen Unterdeterminanten sind gleich 
A ■ da. Die Auflösung der Sabstitutionsgleichungen liefert 
als die umgc^ehrien Substitutionen 

V. Aa;/_2;A*.a;j 
ff 
wobei nun der zweite Index die Gleichung charakterisiert. 

Unter dem Gesiehtspunlrt einer linearen Substitution in 
ein System linearer Gleichungen hat besondere Wichtigkeit 
für die analytische Geometrie das MulU^likaiimtsgesds der 
Determmant&t (§ 86 u. „Vorles." Art. 23). Es lautet dann so: 
Wenn ei« System von linearen homogenen Gleichtmgen du/rck 
lineare SttMitutionen für die VariaMn trcmsformiert wird, so 
ist die Determmarde des ircmsformierten Systems gleich dem 
Produkte avs der Determinante des Origindlsystems in den 



Sind die Gleichungen gegeben a^^O, &a;=0, Cj:=0, 
so werden sie durch die obigen Substitutionen zu neuen 
Variabein x/ transformiert in 

a'u:' = ^1 -2(1;«;^ + a/j Haidi^ + x\ Satai^ — 0, 

&'j = x\ Shidi^ + a/g ZliKi^ + X\ 2&;K,3 = 0, 

cV = x\ Sci^n + ^j Seta^^ + «'s Scttii^ = 0, 
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und die Determinante der transformierten Koeffizienten «/, 
h', Ci' wird 

a\, a'2, 

c'i, c'2, 

Hat nun die ursprüngliclie Determinante den Wert Null, 
gehen also die Geraden a^, ij,, c^=0 durch einen Punkt 
oder hegen die Puntte a^, 6|, c^ = in einer Geraden, so 
Ters eil windet gleichzeitig auch die Resultante der trans- 
formierten Gleichungen, d.h. auch die Geraden 'li', ft^', (4'= 
bez. die Punkte «f, i'i, c\-^0 gehören einem Büschel hez. 
einer Eeihe an. 

Man nennt aher Invariante jede Koeffizientenfunktion, 
die der Forderung genügt: Bildet man emeiseits auu den 
Koeffizienten der gegebenen Gleichungen, anderseits aus den 
Koeffizienten der linear transformierten Gleichungen dieselbe 
Funktion, so soll der Quotient der beiden Funktionen eine 
Potenz des Substitutionsmoduls A* sein. Dafür sagt man 
kürzer: eine Invariante gegebener Gleidiungm ändert sich hei 
linearer Transformatim derselben nur um eine Poien2 des Sub- 
stitutionsmoduls als FaMor.*) Daher ist die Koeffizienten- 
determinante von drei linearen Gleichungen eine Invariante 



Die Koeffizienten einer transformierten linearen Gleichung 
sind femer seihst lineare Funktionen der gegebenen. Wird 
|i, = durch die Substitution der xi in i,'^- = 2^ (Xk -2011:0) = 
verwandelt, so ist 

ir. vV ^ a,,i, + <^,i,+ a,,U^ 2Ja,a„ 

II. A|.= A,ir,+ A;,§'.+ A.3^'3- -SA^iiA 

Man nennt diese Substitutionen, deren Koeffizienten mit denen 
der ursprünglichen (I, I') identisch sind, nur daß die Zeilen 
und die Reihen derselben vertauscht erseheinen, die zu den 

*) Ändert sich die Funktion gar nicht oder ist der Faktor A*= 1, 
so nennt man sie eine absohite Invariante. 
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gegebenen inversm (transponierten) Substitutionen („Vorles." 
Art, 129). Variable 1; und Variable Xi, die mitemander 
gleicbzeitig inverse Substitutionen erleiden, werden als unter- 
einander Iconk-agredient bezeichnet. Also sind Pimkt- und Linien- 
Ttoordmaiea kontragredient, denn bei gleichzeitiger Anwendung 
der Substitutionen I auf Xf und II auf i,i geht ji^j, über in 
V §;■ also 1^ = in ^^- - 0. 

Aus den lineaa-en homogenen Substitutionen gehen für 
nicht- homogene Variable lineargebrockene Substitutionen hervor 
(Tgl. § 78) 



^- 



„T]'+A., __ A„|'4-A„V4-Ata 



Aeil' + As^ii' + A^/ '' A,,^' + A,,n' + A,, 



89. Welehe geometrisclie Bedeutung haben nun diese 
linearen Substitutionen? Die homogenen Punktkoordinaten 
Xi und xi können wir im allgemeinen auf zwei ganz beliebige, 
YOneinander unabhängige Systeme von Fixelementen beziehen; 
wir können aber auch die spezielle Annahme machen, daß 
diese Systeme identisch seien. Zunächst in der allgemeinen 
Voraussetzimg denken wir zugleich die Linienkoordinaten 
£,- und 1/ so eingeführt, daß ^ar=0 und l!t'=0 in den 
beiden Systemen Gerade darstellen. 

Die linearen Substitutionen I ordnen nun jedem be- 
stimmten Punkt X; einen einzigen bestimmten Punkt Xi zu, 
aber vermöge der linearen Umkehrungen I' entspricht auch 
jedem Punkt Xi ein und nur ein Punkt xj. Die Funkte beider 
Systeme entsprechen einander eindeutig. Der Grad einer 
Gleichung in Panktkoordinaten, also die Ordnung der durch 
sie dargestellten Ortskurve, wird durch lineare Substitution 
nicht geändert (§ 22). Somit entsprechen den Punkten einer 
geraden Reihe im System der x' auch die Punkte einer 
geraden Reihe im System der X: und umgekehrt. Daraus 
folgerten wir aber, daß auch die Linienkoordinaten 1,-, ^' ent- 
sprechender Geraden durch lineare Substitutionen II, II', 
verbunden sind. Also entsprechen sidi die Geraden ebeitfaJls 
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eindeutig. Somit bleibt aucii die Klasse jeder Envelnppe bei 
linearer Substitution ungeändert, insbesondpie bleiben btiahl 
büscliel Strahlbüschel. 

Man nennt dies ausnahmslos eindeutige Eutspiechen von 
Punkten Xi und xl, von Geraden |; und |' zweiei ebenen 
Gebilde eine lineare Verwcmätschaft derselben Und diese aus 
nahmslose Eindeutigkeit fordert als analytischen Ausdiuck 
umgekehrt die lineare Substitution zwischen den Kooidinaten 
Alle rein deskriptiven Relationen (§ 79) zwischen Elementen 
eines Gebildes finden sich wiederum vor zwischen den ent 
sprechenden Elementen eines linear verwandten trehildes, wie 
in § 79 die korrelativen Relationen bei den dualistisch ent- 
sprechenden. Infolge des Invarianten Charakters der Resul- 
tante von drei linearen Gleichungen ist eben die Eigenschaft 
der Geraden bez. des Punktes, einem Büschel oder einer 
Reihe anzugehören, invariaiit. 

Eine mehr geometrische Benennung gründet sieh auf 
eine noch wichtigere Invariante der linearen Substitutionen: 
das DoppeherhäUnis von vier Elementen eines Büschels und 
einer Beihe ist absolut invariant. Denn, sind die Strahlen 
eines Büschels, bez. Punkte einer Reihe a^— lchx'=0, 
a^ — Jcß^^O, so sind die entsprechenden Strahlen, bez. 
Punkte a|c' — A:&Jc' = 0, c^^- — kßl'^0. Also haben nach 
§ 83 in entsprechenden Büscheln bez. Reihen infolge der 
Parametergleichheit je vier homologe Elemente Ä^, k^, Äg, Jo^ 
gleiches Doppelverhältnia (§ 82). In jeder linearen Verwandt- 
schaß sind mtsprechmde StraMhüschel und Ftmkireiken pro- 
jeUidsch aufeinander besagen; daher heiß die durch lineare 
SuhsUiidion das'Stälhare geometrische Äbkimgigheit PrtyekHvität, 
KoUineation ") orfe»- Homographie der ebmen Systeme, tmd ent- 
sprechende Elemente derselben heißen homolog. Homologe oder 
hollineare Kurven stimmen in Ordnung und Klasse i^erein. 
Zwei Systeme sind kollinear, wenn sie zu demselben dritten 
kollinear sind, denn x, und r," sind durch eine lineare Sub- 
stitution verbunden, wenn x, und x', x' und x" es sind. 

Die beiden Fundaraentaleigensehaften der Projektivität 
sind Eindeutigkeit des Entspiecliens und Gleichheit homo- 
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loger Doppel Verhältnisse. Unter der allgemeinen projekti- 
visehen Verwandtschaft sind zahlreiche spezielle Formen ent- 
halten, KU deren Aufzählung wir am Schlüsse des Kapitels 
zurückkehren. 

90, Es erührigt noch die UntGTSuchiing der goometri- 
schen Bedeutung der Sub stitutionako effizienten , welche 
offenbar mit der Abhängigkeit des analytischen Atisdracks 
vom Koordinatensystem zugleich das Wesen der allgemeinen 
Koordinatenbestimmung selbst Idariegen wird. 

Das System der Xi und das der xl möge als erstes und 
zweites unterschieden werden. Die Fundamentalpunlrte und 
der Einheitpunkt des ersten seien Ä^, A^, A^, E, ihre 
homologen Punkte im zweiten also A\, A'^, A\, E'; die 
Fundamentalpunkte und der Einheitpunkt des zweiten seien 
A^*', A^*', Äg*', E*', ihre homologen im ersten also 
Äj^, A^, A^, E*. Also sind die gestrichenen Koordinaten von 
A?' x'^hiiei, xj = Xji' =0, die von E*' 1 1 1 1 1; und die 
ungestrichenen Koordinaten von Ai Xi='hi: et, x^ = Xi=0, 
die von E 1 1 1 1 1. Dann liefert die Substitution I, bez. I' 
(§ 88) die folgende Koordinatentafel der homologen Punkte 
Af, E% bez. A/, E' 





^i 


^^ 


_^ 







x\ 


x\ 






A* 


"„ 


<^\ 




xÄ 


A\ 


All 


Ais 


A,3 


xfi 


A^' 


'^. 


-^as 


«a, 


K 
^i^ 


-i'ä 


Kl 


An 


A,. 


x^. 


Ä^-' 


«. 


ß,S 


"=. 




Ä\ 


\. 


K, 


As3 


xft. 


B* 


^''i* 


^%, 


^%^- 




E' 


^A,, 


^A,, 


^\s 





Somit sind äie SuisHtutionshieffi^enten selbst, beis. deren Ünler- 
determmant^i die KoordmcUen der zu dm Fundamenlalpim'kten 
des sweiten "bes. ea-sten Systems homdogen Punkte des anderen 
und zwar ist Ai* der PuwÄf cCki, -^ ^^ Pirnkt Ajj. 
Die ProjeMiviiät ebener Systeme ist also dwrch vier Pam-e 
■ PunMe bes. Geraden eindeutig bestimmt. Die Än- 
i der drei Paare .A;*, J^*' bestimmt die Verhältnisse der 
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«li, aber erst die Angabe eines vierten Paares E*, E*' durch 
2aik die neuen Koeffizienten selbst bis auf einen gemein- 
samen Faktor oder also die acht Konstanten der Sabstitutionen, 
In derselben Weise reichen auch die Paare Ai, E; Ä-, E' 
zur Bestimmung aaa. Geometrisch geschieht die lineare Kon- 
struläiim homologer Elementenpaare P, P' aus vier gegebenen 
Paaren Ai, E; AI E' gemäß § 83. Za P ergibt sich P' 
durch den Schnitt der homologen vierten Strahlen j4/ P' zuAtP 
in den projektivischen Büscheln (J.i'J.^^tEP)=(J./-J./J./£'P'); 
dualistisch für homologe Geraden der Systeme. 

Es ist offenbar keine Spezialisierung der Formeln oder 
der Kollineation, wenn wir mit Ai, E auch Ai*', E*' zu- 
sammenfallen lassen, also beide projekti vi sehen Gebilde auf 
dasselbe Koordinatensystem beziehen. Ohne die Al^emein- 
heit der projekti vi sehen Zuordnung zu beeinträchtigen, wird 
hingegen eine außerordentliche Vereinfachung der Substitu- 
tion erzielt, wenn die Ftmdame^alptmhte Ai*' des zweiten 
Systems su den Fimdamentalpimkten Ai des ersten der Eßihe 
nach homolog gewählt sind. Sind nämlich nach dieser Vor- 
aussetzung Ai* mit Ai und Ai mit Ai*' identisch, so müssen 
in der obigen Koordinatentafel offenbar «^=0, Aij=0 
sein, für alle Indices außer ; = Je. Daher nehmen die Sub- 
ßtitutionsforraeln, wegen A = c(jj(^gß3g und A^; = — > die 
Gestalt an 

in. jlXi =- CCiiXi, V ii = Kii^i. 

Alsdann liefert «n [ «ja | a^s ^*> '^a'^ss ! «aa^^ii I '^ii'^sa -^'- 

Werden endlich die Einheitpunkte der beiden Koordi- 
natensysteme als das vierte Paar homologer Punkte ein- 
geführt, so daß _E* mit E, E*' mit E' zusammenfaUt, so 
müssen die an = 1 werden. Die linearen Substitutionen redu- 
zieren sich auf die Proportionaliiät der Koordinaten iiXi= xj, 
vh' = li- M^ü erhält dies aus den allgemeinen Formeln I, so- 
bald man die Geraden 2Kaa:*=0 zu Fundamentallinien des 
zweiten Systems imd die Einheitpunkte als entsprechend wählt. 
Die Koordinaten Xi und x',, §; und ^/ homologer Elemente 
in projektivischen Gebilden sind unverändert a 



y Google 



T raus form ation projektivischer Koordinaten. 163 

auf der Reihe nach homologe Fixelemente hesogen sind. Darin 
liegt die Kechtfertigung fär ihre Benennung als projekti- 
viache Koordinaten: die unendlich vielen geometrischen Ge- 
bilde, deren Elemente denselben Wertegrappen der Koordi- 
'naten infoige verschiedener Wahl der Fixeleuieute entsprechen 
(vgl. § 12)j sind projektivisch (kollinear). 

91. Transformation projektivisclier Koordinaten. Es ist 
schon § 20 lier vorgeh oben worden, daß die Transformation 
von ParaUelkoordinaten analytisch nur ein Spezialfall der 
linearen Substitution ist, wie ja anch § 12 jene Traosforma- 
tionaformeln als Ausdruck der Kongruenz ebener Gebilde faßte, 
die sich offenbar als eine lineare Verwandtschaft erweisen 
wird. Ebenso umfassen die linearen Substitutionen auch die 
Theorie der Transformation projektivischer Koordinaten im 
allgemeinsten Sinne nach demselben einfachen Gesetz.*^) 

Wir haben im vorigen Paragraphen nur die Voraussetzung 
zu machen, daß Xi und x/, |; und |/ sich als alte und neue 
Koordinaten auf dieselben Elemente der Ebene beziehen, d. h. 
die Lage eines Punktes und einer Geraden nnr in bezug auf 
verschiedene Fixelemente j1^, A2,Ag,J<Ja]iiA^*',A^*',Äg*',Ji*' 
ausdrücken. Dann sind die Substitutionen des § 88 



(IXi 






die allgemeinsten Transformationsformehl. Die Bedeutung der 
Koeffizienten folgt, da Al, E' mit Ai, E und J;*, E* mit Ai'^', E*' 
zusammenfallen und «;, e; «j*', e*' die dualen Piselemente 
der beiden Koordinatensysteme nach § 84 bezeichnen, aus der 
Koordinatentafel (vgl. § 90) 



\ X, \ X^ I X, II I 5 1 S s 6 s 

1 h: h 

A,*' «„ I ß,. ß^i px-^ «; «;j «is «,-3 X 

E*' £b,,J£o;,, £a^, e Sa,, Sa.^ Sa,^ 



Die SubstiMionskoeffimentm m Beihin sind dte Koordinatmt 
der FundamenialpwrM' des neuen Systems im alten, während 
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ihre Sammen in Zeilen die alten Koordinaten des neuen Ein- 
keitspTinttes liefern, und äie Su^stihcHonskoeffimenten in Zeüen 
sind die Koordinaten der FundammtaMinien des alten Systems 
im neuen; während ihre Summen in Reihen die nenen Koor- 
dinaten der alten Einheitlinie liefern. 

Wenn also z. B. die neuen Fixpunkte -4,*', A^*', Ag*', E*' 
durch ihre Koordinaten im alten System X{^'-\ Xt'-^'', «;'*', a^W 
gegeben aind, so hat man zur Bestimmung der linearen Sub- 
stitution, welche dieser Koordinatentransformation äquivalent 
ist, die Relationen 



„ = ^,<i> : 



<->, llXj^'> = «11 + Kjs + Ki3, 

: (%3 = a^i'^' : 3^<^* : Xg'-^^, /i^W = «si -I- «sä + f^ssj 
■ «83 = ^t"^^ '• ^a'*' '■ ^a'^'i /t^s'*' = «^ai + «as + «sa- 
Die Lösung kann („Vorles." Art. 27 f.) sehr einfach allgemein 
ausgedrückt werden mittelst der Koordinatendeterminante 
I iCjt«, x,<-^\ X 

und ihrer adjungierten Elemente X/'''. Man findet so 

Behält man z. B. das Fundamentaldreieck bei und ändert 
nur die Einheitelemente, so geben die Formeln X = ~*— '— ^i 

also 

ji'xi = xl^'>xi, v'g/ = a:/')|;. 

Sind die alten Koordinaten Cartesische, so setzen wir 

und erhalten 

«ij : pa^"'' = «3; : (i2/(*> — «3; : j:t -= 

Analog gestaltet sieh der umgekehrte Übergang, Endlich 
erhält man die Transformation von Parallelkoordinaten durch 
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sehr emfaclie Gfrenzbetrachtimg, indem man ala Koordi- 



naten einer Richtung a einführt 
und unter u eine sich der Grenze oo nähernde Zahl versteht. 
B. 1) Dreilinienkoordinaten Xi und Fläehenkoordinaten x/ 
(§ 85) sind durch die Substitution verhimdoii «,■ ^ ^T^^' 

2) Sind die Cartesischeu Koordinaten der neuen Fixpunkte 
Ä^, A^, ^3, E h&L. c|0, — c|0, 0|6, 0| — ö, so erhäJt man 
die Transformationsformeln 






-6.) 



y=T, 



welche mau leiclit Yerifiziert, z. B. dadurch, daß die unendlich 
ferne Gerade a^j^ + 3^ — a'g == in der Tat als dio harmonisch 
konjugierte zur Einheitlinie bezüglich A^ and A-^A^^ erscheint. 

3) Ein gleichseitiges Dreieck A^^A^A^ von der Seitenlänge l 
habe den Mittelpunkt in und A^ auf der «/-Achse rechtwinkliger 



Koordinaten 



i I 



l 



-l I 



Ecken V ^' -«- -7=' " I ^^- ' 
Lg von den Cartesisch-Plückerschen 
Dreilinjen - und Dreipunktkoordiuaten die Substitutionen 



l 


!C 


+ «!' 


-3^8 


ay3 
yj 


3i 


+ 1' 


+ «', 



4) Die Transformation schiefwinkliger Parallelkoordinaten 
(§ 10) als Spezialfall der allgemeinen. Aus den Koordinaten 



A^ 


A 


^,1 




:& 




sin (ü) — ß) 


,m(^-ß) 


Ho 

1 


2/0 + - 


n(oj-«) + aiii( 


»-P 


sino) 


u-0 


sin» 




M-0 


1 





folgen Z = M* — ^/^ ■ — -ä A und die Elemente der ersten drei 

Beihen, nach Division durch u in den zwei ersten, als die mit fi 
dividierten Substitutionskoeffizienten ß^,, ß^j, ^j^; ß^^, ,.; ß^i,-- 
5) Transformation reditwinkUger ParaÜelkoordinaten zu redit- 
■winUigen Streifenkoordinaien X\T, 5 | H (§ 85). Ist x^ \ y^ der 
Mittelpunkt der Seite Ä^A^ von der Lange Zwei und ö die 
RiehtuDg .^3, so lautet die Koordiuatentafel 
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Xg + C03 & 


Xg — C03 & 


MDOSO 


X^+(MS& 


;/o-sin^ 


Vo+^^» 


usm » 


J/o+sin* 


1 


1 


M-0 


1 



Ans den ersten drei Reihen entstellt die Koeffizientendeterminante, 
wenn man nur u durct 3 ersetzt. Daher ist 

x:y:l={(x^ + cos&)X-\- (Xg— eos^)'^ + 2 cos &] 

: I (;/(,- sin #)X+ (i/o + sin O) Y f 2 sin#) : (Z + r), 
I : ij : 1 = sin * (- £ + H — 1) : cos (H — H — 1) 
:{(ir(|3in ^ — ifg cos Ö' — sin 20) H 

+ (- 3:>n O + y^ cos d - sin 2*) H 
+ a;,, sin # -I- !/„ cos # + sin 20} ■ 
Sehr einfach werden die Formeln für a;;, = jj^ = 0. 

92. Die Untersuchung der ProjektiTität ebener Gebilde 
erfordert eine nähere BeiracMung der projektivischen Zuordnung 
in den leiden Elemento/rgebüden : Pimktreihen und Strahl- 
büscheln (§ 83). Sind zwei Reihen, bez. Büschel projefeti- 
visch, so sind es auch die zu denselben perspektivischen Reihen 
von den Trägern a:^ = und a/^ = 0, bez. Büschel von den 
Scheiteln |o = und |'a — 0. Den Ausdruck der Verwandt- 
schaft bilden also die Substitutionen zweier Variabein 
liXj^'= «ji^i+ «läic'g bez. 5'^'i= f^iili+ ^is^äj 

llX^=Ks^x\+ «33/3 *l'3= «13^1 + «33^3- 

Setzen wir 

iCi : ajg = X, <£^:o^^— }!, bez. Ii : ^3 = fi, ^'1 : ^'s = ^' , 
so sind diese Quotienten nach der Koordinatendefinition (§ 84) 
Doppelverhältnissej zwischen denen eine Abhängigkeit ver- 
möge der linear gebrochenen Substitution besteht 



^'+''.. 



bez. p = 



13 ft' + "fi, 



Die Doppdverhältnisse homologer Elemente mit je drei wülkar- 
liehen Ficcelementm sind unterema/nder w linearer Abhängig- 
keU; Doppelverhältnis-Grleichheit (§ 83) entsteht erst, wenn 
sich auch die Piselemente der Reihe nach entsprechen. 

Nun ist das Doppelverhältnis eines Elementes mit drei 
festen sein allgemeiner Parameter in bezug auf zwei der- 
selben, der durch geeignete Wahl des dritten mit dem Teil- 
verhältnis identisch wird (§ 80). Die folgenden Betrachtungen 
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"büßen nichts an ÄUgemeinbeit ein, wenn wir den Parameter X 
als das Teilverhältnis selbst voraussetzen. Dann lautet obiges 
Resultat: mvischen den Parameiem X, X'*) homologer Elemente 
in projektivischen Elementargd>üden besteht eine hilineare, d. h. 
sowoM in X als m X' Unea/re Gleichung 

aXX'-\-hX + cX' + d^0; 
denn aus derselben folgen die Parameter Substitutionen 
,_ bl + d cl' + d 

^ ~ ai. + c' ^~' aV^b' 
Die Gleichung ist durch die Angabe von drei Paaren homo- 
loger Elemente mit den Parametern Ij, X\\ X^, X\\ X^, X\ 
bestimmt, z. B. in der Determiuantenform 
\ X X' , X , Ä' , 1 

' ;,jA',, ;,, x\, 1 

I X^X'„_, X^, X\, 1 

I X.^X'^, X^, l'g, 1 
Dieselbe ergibt sich auch durch Bntwickelung des Ausdrucks 
für die Gleichheit homologer Doppelverhältnisse 

;:, - l, _ l^-l _ ij^J-^ . :i'i - ^ ■' 

X^- X^' \~x~ x\-x\' x\-V' 
Umgekehrt ist die allgemmtste hümeare Gleichung 
aXX' + hX + cX'+ d = 
die Pa/rametergleicfmng der Prtyekiimtät. Denn man verifiziert 
sofort die Doppelverhaltnis ■ GHeichheit durch Ausführung der 
Substitutionen, z. B. für X, X/, weil dadurch zu jeder der vier 
Differenzen im Doppelverhältnis der un gestrichenen X zu der 
gleichen Differenz der gestridienen nur der Faktor (ad~bc) 
hinzu tritt. Damit erhellt vöUig allgemein: Zwei Reihen von 
Funkten oder Büschel von Strahlen oder eine Reihe von FunMm 
und ein Büschel von Strahlen, die in einer algebraisch-geometrischen 
ÄbhängigheU stehen, sind projekttvisch, sobald einem Element des 



Den Elementen i^oo, 1 0, — -r' entsprechen 

*) Die duale Betracttung- ist bis auf die BeBeichnnng identisoh. 
An Stelle der Parameter kann man sicli auch Abszissen x, x' ein- 
ge fährt denken. 
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bez. die Elemente X' = j oo, > 0; also bestimmen 

diese Koeffizientenverhältiiisae die den beiden festen Ele- 
menten jedes Gebildes entsprechenden Elemente des anderen, 
und umgekehrt (vgl. § 90). Wird daher das erste, bez. das 
zweite Paar der Fixelemente einander entsprechend gedacht, 
ist also für ^ = auch X' = 0, bez. für A = oo auch X' = oo, 
so gelten die einfacheren Formen der Projektivitätsgleiehung 

a+|- + |-=0, }i&7..hX-\-cV+ä = ^. 

Machen wir beide Voraussetzungen zugleich, so folgt 

&i + eA' = oder 1 : /l' ^= const., 
die Gleichnngsform, die wir schon in § 83 gebraucht haben 
(vgl. Anm. p. 140). Und, wenn sich die Fiselemente verkehrt 
entsprechen, so daß für X~0, oo; X'=^cc, ist, so redu- 
ziert sich die Projektivitätsgleiehung auf 

aXX' + (J = oder XX' = const. 

Die zu den unendlich fernen Punkten A = ~ 1, i' = — 1 
zweier Reihen homologen Punkte heißen die Gegeivpimkfß der- 
selben; ihre Parameter sind J.' = ■ ;;;_ - t A =: - — und sie 
mögen mit Q' und R bezeichnet werden. Die von ihnen ge- 
messenen Abszissen x', x entsprechender Punkte erfüllen die 
Relation RA- Q' Ä' = ai«' = const. = h^. Projektivisehe Potenz. 

Sollen femer die beiden unendlich fernen Punkte A = — 1, 
X' = — 1 homolog sein, so muß die Koeffizientenrelation be- 
stehen a + ä = i + c. J'rojehtMsche Funktreiken sind ähnlick, 
wenn ihre unendlich fernen FUnMe sich entsprechen, denn homologe 
Strecken sind dann proportional wegen der Reduktion von 

(Ä,A, Oco) = {A\Ä',(yx>) auf OA, : OA = 0'A\ : O'A'^. 
Also ist a + d ~h -\- c die Ahnliehkeitsbedingung (Probe 
durch § 13, 6). Zur Bestimmung der ähnlichen Reihen ge- 
nügen zwei homologe Paare, und, insofern A^A^ und A\A'^ 
homologe Strecken sind, reduziert sich die Parametergleichung 
auf X — X'. Endlich entstehen ans ähnlichen offenbar kon- 
grmnte Meihen, sobald zwei homologe Strecken z. B. A^A^, 
A!^A\ gleich werden. 
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lu piojektivischen Büscheln können die Fixstrahlen zu- 
einander rechtwinklig sein; dann ist das Produkt der Teil- 
verhältnisse von zueinander normalen Strahlen — 1. Somit 

schließen die zu -L, -r- homologen Strahlen i'jT"' ~ x~~ 

einen rechten Winkel ein, wenn X der quadratischen Gleichung 
genügt (ac + bd) (X^~ 1) = {a^+i^ - c^ - d^')X. 
Ihre Wurzela sind offenbar stets reell und negativ reziprok: 
in ^ojekUmschen Strahlbüschdn gibt es (äso im allgemeinen ein 
wnd nwr ein Paar von homdogen reckten Winkeln. Ist 
ßc + &(? = Oj bez. ab + cd ^ 0, so sind die Fixstrahlen selbst 
je das eine Reehtwinkelpaar. 

Dagegen gibt es unendlich viele homologe Reehtwinkel- 
paar e in der speziellen Projektivität, für die zugleich 
ßS_|_ j,2_ cS_(^a_Q yjj^ ac + bd ^0, also auch ah + cd = 
ist. Man findet leicht a — + d, b ^ + c und speziell X + X'~ 
für homologe Pisstrahlen. Die projekUvischen Büschel l = X', 
bez. X = — X' sind dann kongruerd iez. symmetrisch gleich. So 
beschreiben z. B. Strahlen, die einen Winkel von konstanter 
Größe # einschließen, kongruente Büschel, deren Parameter- 
gleichung lautet (m^wij -f- 1) tan # = «j^ — m^ (§ 31). 

93. Involution. Wichtig ist der Fall der Frojektimtät 
der Elementargebüde bei vereinigter Lage ihrer Träger. Wenn 
zwei projektivische Punktreihen in derselben Geraden liegen, 
so kann jeder Punkt derselben sowohl zur ersten als zur 
zweiten Reihe gerechnet werden, und es entspricht ihm 
hiemach in der zweiten oder der ersten Reihe je ein Punkt. 
Ebenso gehören in zwei projektivi sehen Büscheln von dem- 
selben Scheitel zu jedem Strahl zwei homologe Strahlen, 
einer in jedem der konzentrischen Büschel. Dem Element 
vom Teil Verhältnis [i entspricht, insofern es zum Gebilde X, 

bez. X' gehört, ein Element X' =- -j—y bez. X = tt? 

diese beiden Elemente sind im allgemeinen voneinander 
verschieden, auch wenn wir X, X' auf dieselben Fixelemente 
bezogen denken. 
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Sobald aber in diesem Falle b = c ist, entspricht jedem 
Werte /i in jedem der Gebilde X und i.' der eine Wert 

^' = ■ '~Th' ^^^ nach X und X' symmetrische Projektivitäts- 

gleichung all'+bi?.+ A') + d = 



definiert also zwei projeLtiviaclie Gebilde m derselbpn G 
oder um denselben Pnnkt, m denen 0wei homologe Memenie 
sich vertcmsch/wngsfahig odet mmhdoiisch entspredien, d h un 
abhängig davon, zu welchem (rebtlde man das eine derselben 
rechuen will. Prcrjekfiotbche wtet-nigle Bethen oder Btis(hel, 
deren Fmameterglekhung sfmmeittsch Hit, Mden eine Involution 
Die Invdkdion ist dutck ::wei Paate h(nndotiet Elemente he 
di/mmi, denn die Gleichung nimmt die Gestalt an 

\ XI' , X -{- X' , 1 

I X^X\, li-L l\, 1=0. 

i X^l\, la+ l\, 1 
Da die Involution aus Paaren wechselweise homologer Ele- 
mente besteht, können wir dieselben durch quadratische 
Gleichungen für die Parameter (oder die Abszissen § 15) 
gegeben denken. Sind also )., X' die Wurzein von 

so kann i3ie vorige Determinante auch ersetzt werden durch 
A , B , G 

Daher sind die Paare der durch A^x^ + 2 B^xy + G^y'^ =^ 0, 
A^x^ + ^B^xy + Cj^^ = bestimmten Strahleninvolution 
mittelst eines Parameters darstellbar durch die Gleichungen 

{A^+hA^)x^+ 2(B, -f liB^jxy + (6\ + hO^)y^=0. 

Zwei vereinigte projektivische Elementargebilde sind 
schon in Involution, wenn sie nur ei« Paar vertauschbarer 
Elemente enthalten, die nicht zusammenfallen Denn sind 
X, X' zwei bestimmte imd verschiedene Werte der Parameter, 
so folgt aus 
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all' \ II -^ cX' +d = 0, a^X + hX -\-cl + d = 
auch h — c = 0, also die Symmetrie der Projektivitätagleichung. 
Daher drückt 

{ABCA!) = {A!B'C'A) oder ACBA'- B'C'=-Ä'G'S'Ä£Ö 
ans, daß AA', BB', CG' Paare derselben Involution sind. 

Bezogen auf ein Paar als Fixelemente {h = 0) erhält 
die Gleichung die einfache Gestalt ii' = const. Ein aue- 
gezeichnetes Paar in in volufcori sehen Reihen derselhen Geraden 
bilden der unendlich ferne Punkt und sein homologer M, 
denn aus {ABMoo) = {A!B' oc M) folgt einfach AM -AM 
— B M ■ B' M ^ coD^i. Man nennt den zu oo homologen 
Punkt M den Zmiral^nM, diese Konstante die Potenz der 
Involution. !n der Involution ist das Produkt der Abstände 
homologer Punkte vom Zentralpunkt konstant; die Potenz ist 
positiv oder negativ, je nachdem die Punkte jedes Paares auf 
derselben Seite von M liegen oder entgegengesetzt. Durch 
ZeiibralpunM imd Potenz ist die Involution bestimmt. 

In konzentrischen involutorischen Strahlbüseheln existiert 
nach § 92 ein Paar homologer Recht winkelstrahlen, welches 
durch die Relation 

i._!L-''.i_l_o 
b 

bestimmt wird. Man bezeichnet diese beiden zueinander 
orthogonalen homologen Strahlen als die Achsen r, r' der In- 
volution. Die Bedingung der Involution kann geschrieben 
werden {ahrr'} =^ (a'b'r'r) oder 

tan ar ■ tan a'r = tan hr ■ tan }>'r = const. 
Das Produkt der Teilverhältnisse, welche homologe Strahlen 
mit den Achsen bestimmen, ist konstant und heißt die Fotem. 
Das Eechtwinkelpaar ist unbestimmt für a = d, & = 
oder die Gleichung iA'+l=0, also dann, wenn die pro- 
jektivischen Büschel kongruent sind (nicht aber symmetrisch) 
und durch Drehung des einen um einen rechten Winkel aur 
Deckung kommen. Die Strahlen durch und ihre Normalen 
in bilden so die mdttige sogenannte BeckbwvnlcelviivolidMn, 
deren Achsen tmbestimmt sind. 
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1 Gebilden 94. 



Nun kann man in zwei konzentrischen projektiv! sehen 
StrahlbüBcheln die homologen ßechtwinkelpaare zur Deckung 
bringen durch Drehung des einen oder durch Drehung nach 
einer vorgängigen Umlegung (Sinnänderung) des einen. In 
vereinigten projektivischen Punktreihen kann man, indem 
man die eine bloß verschiebt oder damit eine Drehung um % 
(Sinnänderung) verbindet, die dem Punkt fx> ent=(piech enden 
Gege^mnkie Jt, Q' in M zusammenfallen lassen Nach diesen 
Lagenänderungen sind zugleich mit r, t' bez M, oo die 
Elemente aller Paare vertauschbar Zwei lereaiigtc pa/telin 
vische ElementargebUäe können stets auf 'wei Arten m miöln 
torische Lage gebracht werden. 

94, Da nun zwei projektiv ist he Punktreihen m \ei 
schiedenen Geraden von einem beliebigen Punkt ihrti Ebene 
aus durch vereinigte projekti vische Btlschel projiziert und zwei 
projektivische Strahlbüschel von verschiedenen Scheiteln durch 
eine beliebige Gerade ihrer Ebene m vereinigten piojekti 
vischen Reihen geschnitten werden, so ent'-piingt die Frage 
nach dem Ort der Pimkte, fm weiche insbtsondere jene pto 
jisiermden Büschel m Involution, und nach der Em do^yt det 
Gnaden, für welche insbesondere jene Sihniitt eilten in Iniohüion 
sind. Man beantwortet sie durch folgende Betiachtungen 




Wenn in zwei projekti- 1 Wenn in zwei projekti- 

vischen Reihen von Punkten ' vischen Büscheln von Geraden 
A,B,-..; Ä',B', ... in ver- A, B, ...; A',B', ... von ver- 
schiedenen Geraden T, T' die schiedenen Scheiteln T, T' die 
homologen Punkte Wechsel- homologen Strahlen Wechsel- 
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weise durch Gerade miteinander 
verbunden werden, so schneiden 
sieh die zusamruengehörigen 
Paare derselben AS\ A'B; AC, 
A C; BG', B'C; usw. in Punkten 
C", B", A" einer Geraden T", 
welche die Punkte 0' und P ent- 
hält, die dem gern ein schaft- 
iichen Punkte 0, P' der Reihen 
in beiden entsprechen. 



weise zum Schnitt gebracht wer- 
den, so liegen die zueammenge- 
hörigenPaare der Schnittpunkte 
AB', A'B; BC',B'C; GA'.C'A; 
usw. in Geraden C", B", A" aus 
einem Punkte T", durch den 
die Strahlen 0' und P gehen, die 
dem gemeinscbaftliehen Strahl 
0, P' der Büschel in beiden 
entep reeben. 



Denn man hat nach der Voraussetzung die Relation 
(A-A'B'C . ..)'={Ä'-ABC ...); da aber AA' zwei ent- 
sprechende Elemente vereinigt, so sind (g 83) die darin be- 
trachteten Gebilde in perspektivischer Lage, und der Satz ist 
der Ausdruck derselben, weil die entsprechenden des gemein- 
samen Elements OP' in der Perspektivachse T" liegen, bez. 
durcb das Perspektivzentrum T" gehen müssen. 

Sind die Gleichungen von T, 1", ÄA' bez, T - 0, I" = 0, 
S==0, so ist die Gleichung des Trägers T" des gemeinsam- 
perspektivischen Gebildes 

T"^aS-lT'-cT^O; 
denn ist 5 + 27 = die Gleichung von A'D, so ist die 
von AB' zu sclireiben (aX + c) S — hi.T' =■ und es ist 
lT"={al + c)S-h>.T'-c{S + kT) unabhängig von X 
(vgl. § 83). 

Offenbar fähren diese Sätze zunäcbst zur bequemsten 
KonstrulctUm der Paare entsprechender Elemente v<m pr<yekti- 
vischen Gebilden, sobald drei solche Paare ÄA', BS', OC 
gegeben sind (§ 83). In den gegebenen Gebilden hat man je 
die beiden Elemente einander zuzuordnen, die gleichzeitig zu 
einem Element des Gebildes T" perspektivisch sind. Nützhch 
ist eine Betrachtung darüber, wie sich die Konstruktion 
spezialisiert, wenn A, A' speziell gewählt werden. 

Auf projektivische Gebilde mit vereinigten Trägern macht 
man die Konstruktion anwendbar, indem man das eine Ge- 
bilde zunächst durch ein zu ihm perspektivisches Gebilde von 
einem anderen Träger ersetzt. 
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Zugleich ist der Träger T" 



der gememsani' 
Beute der Ort dm Scheitel aller 
der involutorischen Süschd, dttrch 
welche die gegebenen projektwi- 
sehen Beihen T, 2" projieiert 
werden Icmnen. Denn dem 
Strahl, welcher den in T" 
gewählten Scheitel mit dem 
gemeinsamen Punkt derEeihen 
T, T' verbindet, entspricht die 
Gerade T", ob man ihn nun 
zum ersten oder zweiten Bus cliel 
reclmet. 



ist der Scheitel T" 



Biisclids die Ihvdoppe der Trä- 
ger der invölutorischen Beihen, 
in welchen die gegebenen pro- 
jektiviscken Büschel T, T' ge- 
schnitten werden können. Denn 
dem PunktCj in welchem der 
durch T" gehende Träger den 
gemeinaamenStralilderBüschel 
T, T' schneidet, entspricht der 
Puntt T", ob man ihn nun 
zur ersten oder zweiten Reihe 
zählt. 



Hieraus entspringt die lineare Konstruktion der Involution 
AÄ', BB' mittelst des vollständigen Vierecks ies. Vierseits 
(vgl. § 63): Paare einer Involution liefern die drei Gegen- 
seitenpaare des Vierecks, geschnitten mit irgend einer Ge- 
raden, und die drei Gegeneckenpaare des Vierseits, verbunden 
mit irgend einem Punkt. Wählt man nämlich im ersten 
Fall auf einer beliebigen Geraden durch Ä zwei Ecken 2, 2", 
die dritte ü in T'B, TG, so ist die vierte W durch A!XJ, 
B'T gegeben und bestimmt mit 2", T'C, denn die Büschel 
(T-AA'B'C) = {T' -A'ABÖ') sind projektiviseh, weil sie 
von der Geraden UV, als durch T" = A' gehend, in invölu- 
torischen Reihen geschnitten werden ; in der Tat sind aber die 
sechs gezogenen Geraden die Seiten des Vierecks 2'2" üü'}''*) 

Wir haben so eine Involution zn zwei projektivischeu 
Gebilden perspektivisch gemacht. Wir können aber auch 
zwischen einer Involution und einem Elementargebilde ein 
projektivisches Entsprechen herstellen und dadurch dem Haupt- 
satz des § 92 von der Eindeutigkeit der Projektivität eine 
ähnliche Definition der Involution zur Seite stellen. 

Man denke einen beliebigen Punkt in der Geraden der 
beiden Reihen oder eine beliebige Gerade durch den Scheitel 
der beiden Büschel und zu diesem Element stets das har- 
monisch konjugierte a, ß, .. . in bezug auf ein Elementenpaar 
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AA!, BB' . . . der Involution best mnit Ebenso m ^en zu 
irgend einem zweiten Element die liarniouisclien a , ß 
genommen werden. Dann sind die aus den iiaamonisch kcn 
jugierten Elementen bestehenden Gebilde k, ^ aß 

welche zwei verschiedenen Elementen so entsprechen, pro- 
jektivisch, denn zum Beweis genügt nach dem Satz des § 92 
die nach der Konstruktion evidente Eindentigkeit der Zn- 
ordunng a, «'; ß, ß'; ... Man darf jenes Doppel Verhältnis 
(aßyä) als das der involutorischen Paare (ÄÄ', SB', GC, BB') 
selbst bezeichnen und kann dann sagen: Wenn swei Gebilde 
(Punktreihen oder Strahlbüschel oder Reihe und Büschel) 
einander so entsprechen, daß jedem Element Ä, S, . . . des 
ersten ein Elemmi a, ß, • • • des zweiten und jedem Element 
a, ß, . . . des zweiten zwei Elemente AH, BB', . . . des ersten 
in vertauschbarer Weise entsprechen, so sind diese Faare mn 
Elementen in Involiäion und mtspree^tm den Elementen des 
sweilen G^nldes nach gleichem BoppelverhiSMis oder projelciimch. 

Diese Definition einer Projektivität zwischen einem Ge- 
bilde aus einfachen Elementen und einem Gebilde aus Ele- 
mentenpaaren erlaubt endlich auch die Ausdelmung des Begriffs 
projektivischer Zuordnung auf die Paare zweier Involutionen. 
Zioei Int>dluUonen sind zueinander projektimsch, wenn sie zu 
prcgektimschen Meihen oder Büsdidn projeldivisch sind. 

95. Doppelelemente. In projektiviscken Elementar- 
gebilden mit vereinigten Trägern gibt es Elemente, die mit 
ihren homologen zusammenfallen. Denn, beziehen wir die 
Elemente beider Gebilde auf dieselben beiden festen s, = 0, 
83== 0, so daß ihre Gleichungen lauten 
s, - Xs, = 0, 
(al + c)Si + {bX + d)s^ = cs^+äs^+ i.(as-,+ ös^) = 0, 
so findet ein Zusammenfallen homologer Elemente statt für 
die zwei durch Elimination von s^ und Sg bestimmten Werte 
von l, d. h. für die Wurzeln der Gleichung 

aX^+(b + c)i. + d = 0, 
welche auch aus der allgemeinen Projektivitötagleichung (§ 92) 
für l = X' entsteht. In projelciwisclwn Beiken ies. Büschdn 
existieren immer zwei sieh seihst etüsprechende oder tavidoge 
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Punkte bas. Strahlen F^, Tg, weldie die Doppelpunkte bes. 
BoppelsiraMen der Projektivität heißen. Dieselben sind reell 
und verschieden, wenn die Diskriminante D =(6 + c)^— 4ad 
der reell gedachten Gleiclmiig positiv ist, reell and Tereinigt 
für (ö + c)^= 4ad, und konjugiert imaginär, wenn D negativ 
ist (§ 16). Eine Projektivität kann nicht mehr als zwei 
Doppelemente haben, ohne eine Identität zu sein. 

Nun folgt ans der Projektivität von (Fj^F^ÄB) und 
{F.F^J'B') die neue (F^F^ÄA') ^ (F^F^BB'), d. h. dm 
I>oppelverhMnis, welches swei homologe Elemente projektimscher 
Qehilde mit den Doppelelementen derselben bestimmen, ist konstant. 
Denn (F^F^A'B') ist projektiviach zn (F^F^B'A') und es sind 
somit F^F^, AB' und BA' drei Paare der nämlichen In- 
volution und daher (F^F^AA') projektivisch zu {F^F^^B'B), 
also auch zu (F^F^BB'). Sind Aj, ^^ die Wurzeln obiger 

Gleichung, so ist, da. l — > A'=oc homolog sind, das 

konstante Doppel Verhältnis 

, _ l-J-_i_ . ?-'-!, _ c-al, _ e-b + y-p 
l-l, ' X'-l^ c — aX^ c-b-yn 
Somit ist dasselbe für D > reell, für D = gleich 1, für 
D < komplex, jedoch dann wieder reell und gleich — 1, 
wenn h = c ist. Zwei getrennte Doppeldemente tmd der Wert d 
dieses charakteristischen DoppeherhcUtnisses bestimmen die Fro- 
jektimtät; bei reellen und getrennten Doppelelementen folgt 
unmittelbar eine Konstruktion derselben. Die Projektivität 
vom Doppeherhältms + 1 macht hiervon eine Ausnahme, 
kann aber nach dem Prinzip des § 94 behandelt werden. 
Für Reihen i^i-F^i -^' ■^' ^- -^- ^^hlt man in einer Geraden 
durch ^j F^ zwei Centra T, T' und erhält aus ihnen über 
jenen perspektivische Büschel mit der von F^ F^ nach dem 
Schnittpunkt der Geraden TA, T'A' gehenden Achse; mittelst 
dieser aber X' zu jedem X und umgekehrt. Und dual. 
(Vgl. § 99, 1.) Hierher gehört der besondere Fall der ver- 
einigten gleichen Reihen von gleichem Sinn: F^F^ unendlich 
fem. Die FäUe Ä = 0, i? = oo mit getrennten Doppelelementen 
sind Singulair, nämlich in den einen Doppelpunkt fallen die 
A! zu allen A, in den anderen die B zu allen B' zusammen. 
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Für Yereinigte äkaliclie Reihen ist infolge der Bedingung 
a + d=:i + c (§ 92) der unendlich ferne Punkt der eine 
Doppelpunkt. Xonzentrieche symmetrisch - gleiche Büschel 
a = d, b = c ergeben rechtwinklige Doppelstrahlen, denn 
die Gleichung aX^ + 2bX — a^0 hat die Wurzeln l\ -n— 
Bezogen auf rechtwinklige Pixstrahlen s^ = 0, s^ = repräsen- 
tieren die Gleichungen 

Si — J-Sj = 0, Si 008 ß — Sj sin « — A (s^ sin « + s^ cos ß) = 
'kongrumiß JSüsckd, deren Doppelstrahlen nach A* + 1 = 
otfer l — ±i die durch ihren Scheitel gehenden Strahlen ab- 
solider BüMmig sind; wirklieh bilden ja diese Strahlen mit 
allen Richtungen gleiche Winkel arc tan (+ i) (§ 58). 

Bezogen auf die Doppelelemente als Kselemente Sj = 0, 
Sg = erscheinen die projektivisehen Gfebilde infolge der 
Reduktion der Parametergleiohung auf l : l' = konsfc. (§ 92) 
dargestellt durch Gleichungen der Form 

Si - mXs^ = 0, Si - m'JLSs = 0, 
wo m, m' Konstanten sind, deren Quotient — ; das Doppel- 
verhältnis d der Projektivität liefert. 

Auch die In/oökition besitzt im allgemei/nen Bwei Doppel- 
elem&nte F^, F^, deren Parameter hervorgehen aus 

aX^+2hl + d^0. 
Bezogen auf i^,, F^ als Fixetemente reduziert sich die Para- 
metergleichung der Involution auf X + X' = 0; auch folgt 
aus {ÄFiFj^A')^(A'F,F^Ä) das charakteristische Doppel- 
verhältnis (^F^F^AÄ') = — 1. Also: jedes Faar der In- 
vokiMiM wird dwch die Doppelelemente harmonisch getrennt 
oder die Involution besteht aus den su den Doppdelemenlen 
harmonischen Elementenpatwen. Zu irgend zwei Elementen- 
paaren AA', BB' bilden die Doppelelemente der durch sie 
bestimmten Involution das einzige gemeinsame harmonische 
Paar (vgl. § 15). 

Führt man in der involutor lachen Reihe den Zentral- 
punkt M, im involutorischen Büschel das Achsenpaar rr' ein, 
so fließt aus dieser Definition der Satz: die . 
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jf",, J^g "bes-f^jf^ äet Inoolittton liegen s^mnetttsch ;:iim Zmtral- 
pimM M, hee. bu den Achsen j, t', letzteies folgt auch aus 
den Gfleichimgen dei Achsen (l; 93) und Doppelstiahlen nach 
§ 56. Die dadurch bedingte Umformung ohiger Doppelyer- 
hältnisgleichheit (vgl. § 14) gibt die Definition der involu- 
toriachen Potenz (vgl. § 92 die projektivische) 

MÄ ■ MA' = WF^, tan ra ■ tan ra' = tan^rf. 
Diese ist negativ bez. positiv, die Doppelelemente sind so- 
mit imaginär bez. reell, je nachdem homologe Elemente 
durch den Zentralpunkt bez. je eine der Achsen getrennt bez. 
nicht getrennt werden. OfPenbar greifen alsdann überhaupt 
irgend zwei Paare der Involution ineinander über oder nicht; 
durchläuft ein Element das ganze Gebilde in einem festen 
Sinn, so bewegt sich das homologe Element im gleichen 
bez. im entgegengesetzten Sinn. 

Man unterscheidet die Involutionen, je nachdem Iß — ad = () 
oder die Doppelelemente reell getrennt, vereint oder konjugiert 
imaginär sind, als hyperbolische, parabolische und elliptische. 
Jedoch ist der parabolische Fall singidär, deim für b^=ad 
faUen nicht nur die Doppelelemente in das reeUe Element i'' 

X=- zusammen, sondern es fällt auch von jedem Paar 

der Involution ein Element nach i*", da die Parametergleichung 
in {al + b) {aX' + b) - zerfäUt. 

Wenn in etaer involutorischen Heihe einer der Doppel- 
punkte unendhch entfernt ist, so ist der andere der Mittel- 
punkt aller Paare. Also sind ähnlicJie JPunktreihen nw dann m 
In-odution, wemt sie eiügegengesetzt gJeich, somü symmetrisch sind. 

96. UnHer den Strahleninvolutionen gibt es zwei be- 
sondere, die symmetrische und die rechtwinklige Involution. 
Da sie aus kongruenten bez. symmetrisch-gleichen Büscheln in 
vereinigter Lage bestehen, also unbestimmte Rechtwinkelpaare 
haben (§ 92), sind sie durch die Koefflzientenbe dingungen 
charakterisiert a + (ü = 0, bez. a^ d, 6 = 0. Auf homologe 
Fixstrahlen bezogen (b = 0), lauten daher ihre Gleichungen 
IX' — 1 ^ 0, bez. W -\- i = 0. Daher sind in der symme- 
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irischen Involution die BoppdsiraMm, A = ± 1 aufeincmder 
normal, also die gemeineamen Winkelhalbierendeii aller ihrer 
Paare; in der EechtmnkeUnwlution sind die BoppelstraMen 
die G-eraden absoluter McMung 1 = -±1, also harmonisch 
konjugiert zu allen Rechtwinkelpaaren (§ 58), 

Zn jeder Pm^cümiolution mit reellen, bes. imaginären Doppel- 
pm/Uen gibt es unendlich vide perspektivische symmetrische, 
bes. zim, perspeTctimsche rechtmnMige 8traMeninv(Mimen. In 
der Tat geht aus obigen Gleichungen die Gleichung a^ji' + d = 
einer beliebigen ßeihe hervor, wenn man, für p als den Winkel 
ihres Trägers mit einer der Achsen r, r', setzt ^ = T tan^ p; 
denn das Sinus- und das StreckenteilTerhältais stehen nach 
§ 81 in der Beziehung l = /i tan p. Zu einer durch reelle 
Doppelpunkte -P\, F^ gegebenen Involution wählen wir den 
Scheitel der perspektivischen symmetrischen Strahlen- 
involution so, daß OFj^j 0I\ rechtwinklig sind und die 
Achsen durch zwei homologe Punkte A, A' gehen; alsdann 
finden wir zu B den homologen B', indem wir -^ F^OB' 
= — 1*^05 machen. ^ 

Denken wir die 
Doppelpunkte J", , 
F^ konjugiert ima- — 
ginär, so sind als 



\^^ B^ 



Doppelstrahlen OF^, OF^ der perspektivischen Kechtwinkel- 
involution nicht -parallele Strahlen absoluter Richtung durch 
Ff, Fj zu nehmen; AA' sind dann homolog, wenn -^ ÄOÄ' 
= -^j ao daß die beiden Lagen von durch zwei gegebene 
Ponktpaare elementar bestimmt sind. Man bemerkt nament- 
lich, daß zu jedem Paar Ä, A' ein reelles harmonisches Paar 
B, B' der Involution existiert, ausgeschnitten durch die Hal- 
bierungslinien des Winkels -40^1', während offenbar kein 
reelles Paar mit dieser Eigenschaft bei reellen F^, F^ mög- 
Kch ist. 

Die Betrachtung der elliptischen Involution gewährt nun, 
gemäß der von Staudtsdhen Theorie die wahre Einsicht in 
die reelle Darstellbarkeit der imaginären Elemente (§§ 11, 43). 
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180 ^'- Von der Pcojelitivität und den lioUiDearen GeMIden, B6. 

Konjugiert imaginäre Elemente F^, F^ Iwnnen stets definiert 
werden als die Doppelelemente aX^+2bX-\-d-i-0 einer InvoJ/uiion 
mit sich trennendi^ Paaren. Und, da homologe Elemente 
die Involutdon in demselben Sinne durcUaufen (§ 9Ö), so 
hönnen die ieiden Doppdpmikte F^ imd F^ durch den der Iwvdktr 
tion ieigelegten Sinn untersäiieden werden. Setzt man fest, 
daß die beiden die Involntion bestimmenden Paare A, Ä'; B, S' 
stets untereinander barmonisch gewählt sein sollen, so ist ein 
imaginäres Flement eindeutig definierbar dureh drei reelle Ele- 
mente {ABÄ'], wenn, B' durch {ÄA' BB') = — 1 gegeben, 
A, A' und B, B' der Involution F^, F^ angeboren nnd die 
Aufeinanderfolge ABA den Sinn der Involution angibt. Es 
ist hiervon ein spezieller Fall, wenn wir für F^, F^ das zum 
Zentralpunkfc der Involution in der fieihe bez. zu den Achsen 
der Involution im Bäschel symmetrische Paar als die reellen 
Stellvertreter {GG'] einführen (Fig. S. 179); der unendhch 
ferne Punkt dort, bez. der eine der Eeehtwinlcelstrahlen hier 
im elliptisch- in volutorischen Büschel ist das erste Be- 
stimmungseleraent A bez. a — man hat die symmetrisch- 
harmonische Darstellung. 

Aber es ist deutlich, daß man jedes beliebige Element Ä 
der Reihe bez. des Büschels als Anfangselement einer 
Darstellung desselben imaginären Elements nehmen kann, 
indem A', B, B' dazu eindeutig folgen durch {F^F^ÄA') 
^{F^F^BB') = (AA'BB') = -1 oder mittelst der per- 
spektivischen Rechtwinkelinvolution. Hierauf beruht die Mög- 
lichkeit, die elementaren geometrischen Operationen mit den 
die Involutionen oder die imaginären Elemente definierenden 
harmonischen Gruppen vorzunehmen. Sind zwei nicbtkonjugierte 
imaginäre Punkte -Fj, G^ definiert durch {^.B.4' |, {A*B*Ä*'] 
und ist C der Schnittpunkt der Träger ihrer Involutionen, 
so stelle man F^, Gj durch harmonische Gruppen {CDG'\, 
[GD*C*'] mit dem Anfangspunkt C dar; dann bestimmen 
DB* G'C*' einen Punkt 0, durch den auch D'D*' geht 
wegen (CG' BD') = (CO*' D* D*')) also smd die Involutionen 
perspektivisch für das Zentrum 0, so daß auch F^G^ durch 
geht und dargestellt ist durch {0 ■GDG']- Die dualistische 
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Die imaginären Elemente aus der Invülution. 181 

Konstruktion liefert zu zwei imaginären Strahlen die Darstel- 
lung des SchnittpunliteB vom Verbindungsstrabl der Scheite! aus. 

BeijederprojektivischenZuordnnngvonElemeQtargebilden, 
nach welcher reellen Elementen reelle entsprechen, entsprechen 
anch imaginären Elementen .Fj, F^ imaginäre Gj, (?3,nnd zwar 
sind auch in den reellen Darstellungen derselben gleichbedeu- 
tende Elemente homolog, sobald die Anfangselemente homolog 
gewählt sind, einfach infolge der Doppelverhältnisgleichheiten. 

Immerhin bleibt die speziell jener Darstellung zugrunde 
liegende analytische Beziehung besonders bequem. 

Wir können auch das Element F^ von gegebenem 
komplexen Doppelverbältniswert konstruieren. Die Elemente 
G' MGM' von den Doppelverhältnissen ji — v, jt + f ; v, oo 
bilden eine offenbar harmonische Gruppe in der Involution, 
deren Doppelelemente zu den durch (§ 92) 

i^ - ;., 11 

— v^, - fi, 1 ! = A-- 2/il + ,u.^-f-fä=0 
2/1, -1, 0| 

bestimmten Doppel Verhältnis werten /i ± vi gehören. So 
können wir auch Elemente von komplexen projekti vischen 
Koordinaten ganz analog wie aus Cartesischen reell darstellen. 

B. 1) Die Strahlen absoluter liichtung durch i^^, F^ oder 
a + ßi\y ±Si schneiden sich in den assoziierten Scheiteln'^) 
0^, Og oder a '^ d {y ± ß, rechtwinklige Koordinaten voraus- 
gesetzt. In der Recht winkeliavolution an diesen Scheiteln ist 
eine Achse dem geraden Träger parallel und das symmetrische 
Strahlenpaar geht nach « 4; ß ] J" i ^i dem symmetrischen Punkte- 
paar &,G-' der F;^, F^ definierenden Involution (x — a) (x' — c) + 13^ = 0, 
iy — y) {ff' — y) + S"= Bezogen auf diese symmetrischen 
Elementenpaa e ist die Parametergleiehung der EecMwinkel- 
involutionen sowie de mvolutorischen Eeihe XX' -{- 1=0. 

Nehmen wir andeiseits G-, G-' als Doppelpunkte der Involu- 
tion (x — c){x — ft) — jj^ = 0, (j/ — y) (3/' — y) — d^ = 0, 50 sind 
0^, 0^ bf'heitel der j erspekkvischen symmetrischen Involutiouer, 
deren Parameteigleichung zugleich mit der der Reihe lautet 
1, -|- A' == bezogen aut die Doppelelemente. 

2) Die Piaie dei Verbindungslinien eiaes beliebigen Punktes 
mit den Doppelpunkten F^,F^ und den Scheiteln 0^, O3 haben die- 
selben Winkelhalbierenden. Denn vom Nullpunkt aus gehen die Paare 



y Google 



182 ^'^' Von dei' Projektirität und den koUinoitrerL Gebilden. 97, 

(y^ -ß^x'-2 («y + ßS)cc^ + („^ - S') p'=.0 
mit deu Winkelhalbierenden (vg-l. § 91) 

(«y + M) (f -x^)-2 if + S^~u^- ß^) xy = 0, 

3) Die Involutionen {x — k) {x' ~ a) ->(- ß^ = Q in der 
K-Actse, {y — y) («/' — y) + d^ = in der j/-Achse werden vom 
Nullpunkt aus dargestellt durch, die harmonisch.en Paare 0, — -'-'- ; 

— r^ bez. 0, : - — r-j-' Die zu denselben perspektiviseben 

Strahlenpaare aus S ^ a ß I — ^ definieren die Involution 

("' + (J')|g' + «a + r) + i=o, (/+<sä),jV + yC»j + V)+i=ö. 

97. Wir nehmen mit den nen gewonnenen Begriffen die 
in § 91 abgebrochene Theorie der allgemeinen Projektivität 
ebener Gebilde wieder auf und untersuchen zunächst die 
Doppelelemente der KoUineation. Setzen wir in den Substitu- 
tionen itx = Sa jii v| = Sccii^t die Koordinaten a;,-, |f 
und X I auf dasselbe Fundamentalsystem bezogen voraas, 
so folgen die sich selbst entsprechenden Elemente aus a;/ = Xi, 
1/ = 2 d h ai s den GHeichnngen 

Dieselben sind jedoch nur verträglich, wenn [i bez. v aus 
der Resultante, einer kubischen Gleichung, berechnet werden 

«si . «BS — f». «as - «la . «8S " 

«13 

oder mit den Bezeichnungen An und A von § 88 
E = 11^ -^ (cc^^ + a^^ + ass) ft'^ + (f^ii + \i +Ass)li-A = 0. 
Zu jeder Wurzel derselben liefert das erste bez. zweite 
Gleichungs System die Koordinaten eines Doppelelements, und 
zwar hängt die Realität desselben von der jener Wurzel ab. 
Es existieren daher drei Doppe^WH^te imd drei Doppdlinim, 
wn denen je ein Element stets reeU ist, während die beiden 
anderen reell oder Twnjugiert imaginär sein können. 
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Das Hauptdreieck der Kollineatioa. 183 

Die Doppelelemenie sind Ecken und Seiten desselben Haupt- 
äreiecks der KolUneaiion. In der Tat ist klar, daß die drei 
Verbindimgs geraden je zweier Doppelpunkte, ebenso die drei 
Sehnittpankte je zweier Doppellinien sieh auch selbst ent- 
sprechen, und zwar sind sie die Träger vereinigter projekti vis eher 
Reihen bez. Büschel der KoUineation. Aber jede Wurzel ji — v 
liefert speziell gegenüberliegende Elemente des Haupt drei ecks. 
Denn sind /i = p, v = 6 verschiedene Wurzelwerte und Xi^^\ 
li'"' die Koordinaten der zugehörigen Doppelelemente, so liegen 
diese ineinander, da identisch ^ ^J^^*"' (— 41a;;'?' + SccnXi'-^^) 
- 2;a:,W (- 6|il"> + 2:atiy>) ^ (0 - p) ■ 2;|i<'"a;/i'> ist. Ferner 
ist alsdann (t 2^ h^"'' X^ = S (|i<"l I^cc^ W) = ^{^k ^^a^ W^ 
= 3U^i^''^Xt, d. h, die linearen Funktionen li*"*, a'^W ändern 
sich infolge der linearen Substitutionen nur um je eine 
Wurzel von B = als Faktor. Führen wir also das Haupt- 
dreieck tds Koordinatendredeck ein, so erhalten die Substitutionen 
die einfache G-estalt von § 90 III 

aX; = CCiX/ V^i = «;!,- 
wo ttj, ßj, «3 die Wurzeln von M = sind. Hieraus folgt, 
daß, nach Angabe der drei Doppelelemente, die Kollinea- 
tiou bestimmt wird durch ein weiteres Paar homologer 
Elemente. 

Diese Darstellung kommt insbesondere dem Fall der 
Projektivität mit reellem Hauptdreieck zu. In dem Fall, daß 
nur eine Ecke und die Gegenseite reell sind, erhalten die 
reduzierten Substitutionen zwei komplexe Koeffizienten, daher 
reelle Punkte im allgemeinen komplexe Koordinaten. Reelle 
Darstellung kann man durch Wahl eines Dreiecks, das die 
reellen Elemente des Hauptdreieeks als I3 = 0, «, = ent- 
hält, erreichen mit «^j = «23 = «33 = «31 °" 0, worauf die 
übrigen Elemente definiert sind als die Doppelelemente der 
vereinigten projekti vi sehen Elementargebilde 

da^XiX-l + Kg^a^gx/ — K^^x^X^ — a^^x^xj = 0. 

Besondere Kollineationen entspringen, falls R = zwei 
gleiche Wurzeln oder eine dreifache Wurzel hat. Unter der 
ersten Annahme fallen zwei von den Ecken, also auch deren 
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]_84 V' Von der Projclitivität imd den kollinearen Gebilden. 98, 

Gegenaeiten des Hauptdreiecks zusammen und bilden eine 
zweifache Ecke und Seite; die dritte Ecke ist ein Punkt der 
zweifachen Doppellinie, die dritte Seite geht durch den zwei- 
fachen Doppelpunkt. Bei der zweiten Voraussetzung reduziert 
sich das Dreieck auf einen dreifachen Punkt und eine drei- 
fache Gerade durch ihn. Zwischen den Substitutionskoefä- 
zienten müssen in diesen Fallen eine bez. zwei Relationen 
bestehen, 

B. Man untersnche die fünf Arten der Kolliiieatiou 

a) mit ungleichen a,, b) wenn zwei derselben gleich sind; 
II. (ix^ = ttfX\, ft% = 030/2, (ta^g -= ai'g + ttäA 

a) für ßj, «a verschieden, b) für a^ = ög; 

III. (tx^ = c!jx\, jUEg = x\ + «i^^'j, iix^ = ic'ä -{- a,afg. 

98. Zentralkolline atlon. Von besonderem Interesse ist 
der Fall, wo die Glleichungssyateme zur Bestimmung der Ko- 
ordinaten der Doppelelemente mit je einer einzigen Gleichung 
«1^=0, bez. (5^ = äquivalent werden, nach Einsetzung einer 
Wurzel ji == m der Resultante. ,Dazu ist notwendig und 
hinreichend, daß die sämtlichen Unter deter min anten Ton M 
fiir 11^ m verschwinden. Bei Erfüllung dieser Bedingung 
sind drei homogene Gleichungen von der Koeffizienten deter- 
minante B bis auf konstante Faktoren identisch, so daß man 
die cc,i durch aechs Größen «,-, ßi ausdrücken kann 

- »» + «u = «lÄ, «SI = «l^a. «El - «1/^3, 

«is= <^ißu - 'K + K,s,= «j^g, «sa= «aftj 

«JS=«3/5u «ä3^%(3j, — SM + K33=ß3(33, 

und die Substitutionen reduzieren sich auf 

IV. (iiCi — mXi + ßicc.,', vS,/ ^^ mli + aiß^. 
Gleichzeitig geht der Ausdruck für die Eesultante Über in 

B=(ii~- my (m + cc^ß^ + cc^ß^ -f a^ßg — n) = 0, 
so daß (t -= m sich als eine Doppelwurzel der Gleichung 
ü = erweist. 

Die einfache Wurzel ^ = j» -f Suißi = ni^ ergibt die 
Gleichungssysteme mQXi = ßi<x^, mo|; = kj/5^, also den reellen 
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Die zentrische Kollineatiou. 185 

Doppelpunkt S und die reelle Doppellinie s von den Ko- 
ordinaten 

a:/») : «gW : a^s'«» -ßi:ßi- ß^^, li"" : ^a'"' : W^ = «,:%; «3 . 
Zu der Doppelwurzel m dagegen gehören unendücli viele 
Doppelelemente, nämlich alle Punkte in der Geraden a^, = oder 
in der Doppellinie s, und alle Strahlen durch den Punkt ^^ = 
oder durch den Doppelpunkt S als sich selbst entsprechend. 
Man nennt den geraden Träger s der Punkt für Punkt 
sich seihst entsprechenden Reihe die Achse, und den Seheitel S 
des Strahl für Strahl sieh selbst entsprechenden Büschels das 
Zentrum der besonderen KoUineation. Diese durch drei Koeffi- 
zientenbedingungen ausgezeichnete Projektivität heißt 
irische KolUneation (Homologie) oder man spricht von pro- 
jektwischen Systemen in koUinearer oder perspektivischer Lage. 
In der Tat sind homologe Reihen der beiden 
spektivisch mit dem Zentrum S und homologe Büschel per- 
spektivisch mit der Achse s. Denn: 

da jeder Strahl aus dem Kol- da jeder Punkt auf der KoUi- 
lineationszentrum 8 eich selbst neationsachse s sich selbst ent- 
enfcspricht, liegen homologe spricht, schneiden sich homo- 
Puükte P, P' mit S in einer löge Gerade p, p' mit s in 
Geraden. Jeder Strahl durch einem Punkt. Jeder Punkt in 
S ist somit der Träger von ; s ist somit der Scheitel von 
zwei projekti vi sehen Reihen, j zwei projekti vi sehen Büscheln, 



deren Doppelpunkte 8 selbst < 
und der Schnittpunkt Pq mit \ 
der Achse s sind. Infolgedes 
bestimmt jedes Paar homologer : 
Punkte mit dem Zentrum und ] 
dem Schnittpunkt der Achse . 
eine Reihe von konstantem ! 
Doppelverh'ältnis (§ 95). 
Es ist aber auch (Fig. S. 186) 

{SP^PP') = {^,spp') - {sp^p) = konst., 
weil die Verbindungs geraden der Punkte P, P' mit einem 
Punkt von s oder die Schnittpunkte der Strahlen p, p' mit 



deren Doppelstrahlen s selbst 
und die Verbin duugsger ade pg 
mit dem Zentrum S sind. In- 
folgedessen bestimmt jedes Paar 
homologer Strahlen mit der 
Achse und dem Strahl nach dem 
Zentrum ein Büschel von kon- 
stantem Doppel Verhältnis. 
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186 ^'- ^on der Projektivität und den kollin 



1 Gebilden. 



einem Strahl aus S ebenfalls homolog sind. Diesen Doppel- 

verhältaiswei-t, der alle projekti vischen Elementargebilde von 
vereinigter Lage beherrscht, bezeichnet 
man ala die Charakteristik S der smtrischen 
KoUineaUon. 

Die zenirisdie KdUneatian ist eindeutig 
bestimmt durch Zentrum, Achse und Cha- 
rakteristih. Statt der Charakteristik kann 
aucli ein Paar gegeben werden, das einer 
Bedingung unterliegt. Auch perspeMimsche 
Dreiecke bestimmen die KoUineation , d. h. 
drei Punktepaare auf drei Strahlen eines 
Büschels S bestimmen die KoUineations- 
, oder drei fetrahlenpaare aus drei Punkten einer Reihe s 

bestimmen das Kollineationszentrum S (vgl. g 64, *). 

Die emfachsie analytische Äusdrucksform kdlinearer Systeme 

in perbpekttm sehet Lage ist 







x'.-.^.-.^x;, i,:^,:k-i\-^\-H',- 



Denken wir nämlich das Zentrum jS als die Ecke 0|0|1, 
die Acliae s als die Gegenseite x^ = des Pundamentaldreiecks, 
80 können wir dasselbe als reelles Hauptdreieck (§ 97) be- 
trachten, also die Substitutionen III annehmen, und müssen 
nur noch die Identität der projektivischen Gebilde der Trager 
8 und s, also a:^ : a^ ^ a/j ; a/j verlangen; in der Tat ist dann 









tf = (A ■ AAPP') 

Man kann die Zentralkollineationen nach dem Werte 
von S klassifizieren und erhält insbesondere für die Werte 
3 = 0, oo, 1 spezielle Köllineationen. Von ausgezeichneter 
Bedeutung sind jedocli namentlich die Zentralkollineationen 
von der Charakteristik — 1. In diesen sind die vereinigten 
projektivischen Reihen und Büschel involntorisch; somit ent- 
sprechen überhaupt die homologen Elemente der Jedllinearen Systeme 
einander vertauschbar (§ 93). Man nennt diese Zentralkolli- 
neation harmoniscli oder involutorisch oder die Involution, der 
ebenen kollinearen Systeme. Analytisch kann sie durch den 
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lüvolutomclic Kollineation. 187 

Vor zeichen Wechsel einer einzigen Koordinate Xi, |; dargestellt 
werden, nämlich für Xi=^ als Achse nnd \i = als Zentrum 
der Involutioa, 

Um die allgemeine Bedingmig der Involution zu erkennen, 
benutzen wir die aus den anfänglich gebrauchten Substitu- 
tionen entspringenden Relationen [la^^m^a^-, vß^-^m^ß-^ 
zur Umformung jener Substitutionen in 

mm^Xi = t^m^Xi — iißta^, mma^i = vw,,!/ — va;ß^ . 

Bilden wir auch die Auflösungen, so erkennen wir, daß 
die rechten Seiten der Substitutionen bei Vertauschung von 
Xt, 'U' mit X,', i; sieh dann nur um einen konstanten Faktor 
ändern, wenn jKo= — m oder 2m = Sccißi ist. Also ist die 
Beäingtmg der Invdation die, daß die ünterdetermmmtien 
von E verschwinden und die einfache und die doppelte Wweel 
von Ii = entgegengesetzt gleich sind. 



B. Als Koeffizientenbedingungen der Zentialkollin8a,tiou er- 
geben sich, sobald man die Koeffizienten der Oleii bimgen — mXi 
+ Sa{iXic=0 einander wirklieh proportioüal sutzt, die drei 



99. Wir legen weiterhin den Untersuchungen der Kolli- 
neation rechtwiuklige Parallelkoordinaten zugrunde, um die 
Beziehungen zum Unendliehfemen der Ebene einfach dar- 
stellen zu können. Die aligemeinen linearen Substitutionen 
behalten wir unverändert bei, denken uns nur x^, |g; 3^3, ^\ 
durch 1 ersetzt (§ 73). Nun hängt die allgemeine Trans- 
formation der rechtwinkligen Koordinaten von drei Konstanten 
^olffoi y ^^ (§ l^)i wendet man sie also auf das eine von 
zwei koUinearen Systemen an, so muß sich über jene so ver- 
fügen lassen, daß die sechs Konstanten der neuen KoUineation 
die drei Bedingungen der perspektivischen Lage erfüllen. 
Also Mnnen je swei hiMvrteare ebene Systeme dv/rch Farallel- 
verschiebtmg imd DreJumg in ihrer Ebene stets in perspektivische 
Lage gebracht werden. 

Eine beliebige Lagenänderung des Systems x \ y ver- 
wandelt die gegebene KoUineation in die neue 
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188 ^- ^01 *ier Projektivltüt und den kollineai-en Göbüden. 99, 

;t(%-|- X COS 9) — ;/ sin gi) = ßj,»;' + Kjsi/'+ ßjj, 
fi {^u + a; ain g? 4- ;/ cos y) = cc^^x' -\- c:^^^ + Ojg, 
fi =- «31«'+ «32y+ «33- 

Damit für x = x', y = y', li = in alle Unterdeterminanten 
der Resultante H verschwinden, müssen fünf Großen ^ = ß, 
^ = a', -^^ß, -^-ß', «3 = p (ßs = 1) so eingefahrfc 
werden können, daß die Bedingungen erfüllt sind 

%i ~~ ^ '^"^ ^ ^^ 9^ß> '^n — ™ ^^^ f ^^ 9^ß'i «si ^ 9«f 

cSjj + ?w sin (p = p«'(5, Kjg — »i eosy = pk'/5', Kj^ = P^'i 

und zwar sind dann a\a' und ßlß' die Koordinaten der 
Achse und des Zentrums der Kollineation in bezng auf das 
alte System. 

Nun ergeben sich q, Xg \ y^ aus den Gleichungen der 
letzten Zeile, wenn m, ß, ß' gefunden sind. Aus den beiden 
ersten Zeilen folgt 

m («j3 cos q^ -f «ai ^'^ v) '^ ^n ^S2 ~~ "^is "^si = ~ '^ssi 
m((%3ain 9 — a^j cos 91) = a^^tx^^ — «ss«ai= A^j, 
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Allein in selbst ist nur bis auf das Voraeiclien bestimmt und 
zu + m gehören zwei um x verschiedene Winkel tp. Daher 
ist die überfühnmg koUinearer Systeme in JsoUinem-e Lage im 
aUgememen auf doppelte Weise möglich. Für beide ist das 
Kollineationszentrum ß\ß', als von m unabhängig, dasselbe, 
die beiden KoUineationsaohsen a \ a' sind verschieden, jedoch 
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Überführung in die koUineare Lage. 189 

parallel, als von den Gleichungen Kgj3:'+ «32^'+ '^23=" ± ™' 
Eine Ausnahme machen nur die Kollineationen «g^ = K33 = 0, 
deren Cartesische Gleichungen wegen 

ji = ■ x' + ■ y' + a^^ sind 

und die man als Affinitäten bezeichnet. Sie sind (vgl. § 90} 
durch zwei homologe Dreiecke bestimmt. Die geometrische 
Bestimmung unserer Lagen Veränderung führt sogleich auf 
sie zurück. 

Dieselbe erhellt folgendermaßen. Der unendlich fernen 
Geraden entsprechen, je nachdem wir sie als q oder r' zum 
System der ^i oder der x/ rechnen, die beiden Gegmachsm 
de>' Systeme q' und r 

«3, ar' + a^^y' + K33 = 0, k,,x + ß^^y + A^, = 0. 

Denken wir aber die ZentralkoUineation hergestellt, so sind 
die Gegenaebsen der perspektivischen Systeme der KolÜneations- 
achse parallel, da sie zur unendlich fernen Geraden homolog 
sind. Also ist die Größe der avssuführend&n Drehimg dwch 
den Winkel fp gwischen den Gegenachsen der IcdlUnearen Systeme 
iis auf den 8mn bestimmt (Probe für tan (p nach § 31). Für 
eine Affinität fallen wegen «j^ = «g^ = 0, A^ = A^j = die 
Gegenaebsen in der unendlich entfernten Geraden der Ebene 
zusammen, die auch die eine der Lösung ji = K33 der kubiacben 
Gleichung des § 97 entsprechende Doppelgerade der Systeme 
ist. Parallelen Geraden des einen entsprechen parallele des 
anderen Systems und zweimal stimmen entsprechende Rich- 
tungen überein. Alle homologen Strahlenpaare sind als den 
Gegenaebsen parallel anzusehen und der "Winkel der Gegen- 
achsen ist unbestimmt. Sind A, B, C drei Punkte einer Ge- 
raden von der Richtung Q und A!, B', C die entsprechenden 
in ihrer homologen von der Richtung Q', so liefert die 
Doppelverhältnisgleichheit {ABC Q) = {A' B' C Q') die Pro- 
portionalität AC : BC == A'G' : B'C oder die Ähnlichkeit 
homologer Reihen. Die Richtungen der Gegenaebsen q' undr 
sind auch im allgemeinen Falle homolog, also entspricht 
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einem zu q' paraUelen Strahl p' ein zu r paralleler Strahl j), 
und zwar ergeben sicli als deren Gleichungen leicht 

Somit sind die mr Gegenachse ihres Systems parallelen 
homologen Ftmkl/reiken äJmlich (§ 92). Es muß unter denselben 
sogar kongruente homologe Reihen geben, denn die Kolli- 
neationsachse kann nur infolge der Deckung von zwei solchen 
sich Punkt für Punkt selbst entsprechen. Deshalb gibt es 
gwei Paare 'kongruenter homologer Reihen von den Trägern 

«81 a:' + «Sä?'' + «39 = + ^> \3^ + f^&y + A33 — ± --' 

denn mit jeder der ersteren kann die Kollineationsachse s nach 
der obigen Verschiebung vereinigt sein. Gehört s zu dem 
Werte + m, so entspricht dem Werte — m eine Parallele s*', 
die mit ihrer homologen s* zur Deckung gelangt, sobald man 
das System derselben noch eine Drehung a um das Kolli- 
neati onszentr um ausführen läßt; also durchlaufen homologe 
Elemente s*, s*' in entgegengesetztem Sinne. Nach Aus- 
führung der Drehung (p ist die Größe der noch erforder- 
liehen ParallelTerschiebung des einen kollinearen Systems 
dadurch eindeutig bestimmt, daß die beiden kongruenten 
homologen Reihen von gleichem Sinn zur Deckung kommen. 
Im Fall affiner Systeme wird eine Ähnlichkeitstransformation 
der einen genügen, um zwei bekannte homologe Reihen kon- 
gruent zu machen und durch ihre Deckung die perspektivische 
Lage der Systeme herbeizuführen. 

Im Vorigen ist die allgemeinste Kollineation ebener 
Systeme auf die ZentralkoUineation zurückgeführt, in welcher 
die Gegenachsen ausgezeichnet verwendbar sind. Die Zeniral- 
hoUineation ist durch Zentrum S, Achse s und eine der Gegen- 
ochsen r, g'j|s bestimmt (vgl. Fig, § 98), denn das charakte- 
ristische Doppel Verhältnis 8 ist für die letzteren auf einfache 

Teilverhältnisse reduziert S = ~p~^ ~ sa ^^ ^^ ^ ^^® 
Schnitte eines Strahles aus 8 mit r bez, <[. Die Konstruk- 
tionen vereinfachen sich durch den Satz: Der Gegenpunkt 
ü bez. Q' einer jeden Geraden p bez, p' bestimmt mit dem 
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Zentram einen Parallelstrahl zu der homologen Geraden p' 
bez, p. Endlieh ist die Bemerkung nützlich, daß die durch 
das Zentrum gehende AclisenparaUele t ähnliche homologe Reihen 
trägt, da ihre Doppelpunkte oo, 8 sind oder S = ST:8T' ist 
für T, T' als Schnitte von p, p' mit t. 

Die notwendige und hinreichende Bedingimg der ebenen In- 
volvMon ist das Zusammenfegen der Gegenachsen r, q' (TgL § 93). 
Alsdann sind homologe Punkte der Geraden i in bezug auf S 
symmetrisch (| 95). 

B. l) Die ZentralkoUineation vom Zentnun ß \ ß', der Achse 
ax + a'y +1=0 und der Gegenaehse r ax + a'y + 1 + m = 
hat die Substitutionen 

, m^ + ß{«x + ^'y + l) , _ my±l^ax±^y + il 

die Gegenaohse q' a (x' — ß) + a' (ß' — ß') — m ^ und die 
Charakteristik i? = 1 -| — '—^ — ■ Liegt das Zentrum in der 

Achse, so wird i? = + 1 (§ 9ö) und die Gegenacbsen sind von 
beiden äquidistant ax + a'y -\- 1 +m = 0. 

2) Wenn man in der Figur des § 98 das Kollin eatious- 
zentrum SS' zum Anfangspunkt rechtwinkliger Koordinaten 
mit der Achse ^ in ( oder parallel zur Kolline ationsachse s, s' wählt, 
so liefert die Eonatroktion von F' aus P den Ausdruck der Ab- 
hängigkeit zwischen den Koordinaten x | y von P und den Koordi- 
naten x' I t/' von P' mittelst der zwei gegebenen Abmessungen der 
Figur b und &', nämlich h als Breite zwischen 8S' und Gegenaehse g' 
oder zwischen r und ss' und b' als Breite zwischen SS' und r oder 
zwischen q' und ss'. Diese Gleichungen der Eollineation lautoo 
damit , , , , ,, , 

x':x = b:(x-b') = y':ii. 

Es ist X ^ x' ^J) + b' die KoUineationsachse, und mit x' bex. x 
als unendlich groß folgen für die Gegenachsou r und q' 

x = l' bez. x' = b. 
Auch wird füx x^ 2&' das x' = 2&, d, h. der in bezug auf r 
zu S Ortho gonalsjnimetris che Punkt S* und der in bezug auf g' 
z« S\S) orthogonalsymmetrische Ä*' sind entsprechende Punkte; 
und da, sie zugleich symmetrisch zu ss' liegen, mit dem Abstand 
{ö — &'), so sind sie Scheitel entsprechend gleicher Strahlbüsebel 
von entgegengesetztem Sinn, so wie 88' Scheitel solcher Büschel 
von gleichem Sinn und daher in Deckung sind. Und für 
a; = I)' — f) folgt auch x' = b — b', d. h. unter den Paaren 
entsprechender Parallelen aur Achse y gibt es außer ss' mit ent- 
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spiecliendeii Keihen m DeLkunq- ein zu S'y' symmetrihclies Paar 
s*, s^' (^gl den Test) mit cntspiechend gleichen Eeihen von 
entgegpngeaetzteni Sinn 

Die Entitenz dei EeiJiPnpaiie >■, ■•' und s*, s*', sowie der 
Busciiel um iS, b' b^i S*, S*' eioffnet Tier Mdglichkeiten dei 
Veieinigung kollmeaier Ebenen zwr aenttiscben Kollineation, die 
sich auf iwei wesentlich veischiedene reduzieien 

Das negative ^ eibdltnis i' b ist die Uharaktenstik des § 9S 
und mit b' = b haben wii also mvolutonsche Kollineation, i/ und i 
\ra einigt m dei Mitte zwischen S und b, s* und a*' m ( und 
6*, S*' in s Dies sagt zugleich., diß man 7wei lijllmeare 
Ebenen stets duich ähnliche Veijüngung der einen zui involu 
torisohen Veieinigung fdhig machen kann 

3) Die Fußpunkte der Perpendikel von S, ö*" auf i und 
von 6', 8*' auf q' und ihie Lingen !>' und h gehen duich Kon 
stPiktion -lub den Bestimmungselementen der Kollineation direkt 
hervor '^md nach § 90 vier Paaie entsprechende! Punkte odei 
Geraden als solche gegeben, so findet man die Gegeniehaen i 
und // beider Figuren als die entspreohenden zu den nnendbch 
temen Geiadeu i' und bez q der anderen Sind nun ij, h zwei 
bekannte Gerade im ungestnchenen und (/, li' ihre entsprechenden 
im gestrichenen System, sowie p,p' die durch ihie Schnittpunkte 
zu den zugehörigen Gegenaihsen i q' gezogenen Pd.iallelen end 
lieh '/^, /ij, p^ die Noimilen zu o, ''. p m ihrem Schnittpunkte 
und gj, JtJ, pt die Normalen zu g , li\ p' m ihrem Schnittpunkte, 
so hegen die entsprechenden Punkte z« den Bichtungeu der ersten 
in g' und die entsprechenden zu den Itjchtungen der zweiten in i 
und die Piaie dei entsprechenden zu lechtwinkligen Eichtungen 
bilden Paire emer elliptischen Involution je m 5', / (§ 93), der 
Eichtung von p^ entspricht dei Hittelpunkt dei Involution m q' 
und dei Richtung pj dei der Involution m 1, und diese sind aie 
Pußpunkte dei Acbsen a'', x m q' bez / Endlich bestimmt man 
mit Hilfe je eines Paares dei Involutionen ihie sjmmetiischen 
Paare S,', S*' m q' und bez. S^, S,.* in r (§§ 17, 43, 96) und 
hat in den Abständen derselben vom zugehörigen Mittelpunkte 
die Breiten b bez. b'. Wir sehen nun in Erinnerung an § 96,1, 
daß die Centra SS' bez. S*, S*' die assozÜertea Seheitel für die 
Doppelpunkte der elliptischen Involutionen sind, die ihrerseits 
den absoluten Punkten der ebenen Systeme entsprechen. (Vgl. 
§ 108, B.) Logt man sie so zusammen, daß S' auf S, q' parallel r 
ist und der Parallelstrahl von S zu ^ z. B. nach dem anteprechen- 
den ihrer Richtung in q' geht, so fäUt jeäei- Strahl des Büschels 
um SS' mit seinem entsprechenden zusammen und die perspekti- 
vische Lage ist hergestellt (§ 98). Wir wissen aus B. 2, daß man 
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auch s, s* und s', s*' im voraus iwi den ßegenaohsen \md den 
Breiten konstruiert*''*) 

4) Intolge des Vorigen Teteinfachen sich die Furmeln Tun 
B 2 nocli, wenD. min sie auf die unahhängige Lage dei kolli 
nearen Systeme bezieht Man wird dann die y Achse des un 
gestrichenen Systems nacli * und die y' Achse des gestrichenen 
nach g' legen und den Anfangspunkt dei leehtwmkligpn Koordi 
naten im neweiligen Mittelpunkt der zugehoiigen elliptisrhen In 
\ulution nehmen, d h man wiid x und t' ersetzen duieh (x-\- h') 
und bpz (i' -]- h) %mit weiden dip Urundgleichungen 

i+t _ i _ « 
+i ^ .,' 

und 'Wir eihiltan 

iE = — ri x = — oder XX ^hb, 

il h das Pitdukt dei Abstände enttprecbendei PariÜHlen zu den 
Gegenachsen von dm'.eu ist konstant gleich dem Pifdukte 1er 
Breiten, femer 

Ö V 3 ) '"/ / 1 -n i\\ 

1/ = und y = — 5 usw [vgl 3 J) 

Und nun erhellt, daß die Einiichheit dieser Formeln die Folge 
der Beziehung der kolUnearen Ebenen auf die einzigen entspiechen 
den rechtwinkligen KoordmatenST<!teaie ist, welche e^isitieren, 
dem Null; unkt emes jeden entspricht die Eichtung der Abszissen 
achse des anderen, die Eichtungen dei Gegenachsen entspiechen 
emandei, odei man hat m der linearen Substitution, welche lie 
Kollmeation in reehtwmkhgen Cartesischen Kooidmaten ausdruckt, 
entsprecht nd zu den 

a, = 0, y^O, X — CO, p = 0, 3, — 0, y — CO 
bea, x' = oo, «/' =- 0; x' =0, «;' = 0; x' =0, j' = oo. 
Dies fordert das Verschwinden ¥0n sechs KoefÜKieiiteu der Sub- 
stitution des § 88 

namhoh 

(tj^i = 0, «a^ = 0; «88= 0, «23 = 0; %a = 0, «33 = 
und vereinfacht sie also in 



welche mit den obigen Gleichungen übereinstim 
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Die Eugeliörigea inyersen Substitutionen (§ 88) geben für 
die Plückersehen Linienkoordinaten entsprechender Geraden in 
kollinearen Systemen die Eelationon 

i-::v "-Z'i' ''=iSi' -'-S' 

Wählt man endlich die bez Bieiteii als Abszissen und Ordinaten 
ilei Emheitpunkte , 50 sind auch diese entsprechend E und E', 
und man eihalt al? rileichungen der Kollineation 

Ls ist da5 uthtig gebildete Anilugon zum Ausdruck der pro- 
irktm^chen Eeihtn durch Abszissen ia bezug auf die Gegen- 
punkte B, Q' in | 9i S lb6 und zu dem der projektivisehen 
Büschel in bezug auf die nicht entspiechenden Eechtwinkelstrahlen 
mit tan ) a tau g'a' ^ S.'^ Füi Eigehnisse der vorigen Dar- 
stellungen sehe man B. der §§ 1U3, 108, 126, 127, 195, 2^8. 

5) Die einfachste Ausdrucksform der perspektivischen Affinität 
wird das System der Stroifenkoordinaten liefern, wenn man den 
unendlich fernen Eundamentalpunkt zum Zentrum und die Gegen- 
seite des Fundamental dreiecks zur Achse wählt. Man bildet sie 
nach % 08. 

100. Die ia der Elementargeometrie bekannten einfachen 
Formen der Kollineation ergeben sieh aus den besonderen 
Zentralkollineationen, m denen das Zentrum oder die Achse oder 
heide unmdlieh fern sind. Die in diesem elementaren Sinn 
perspettivischen Figuren haben zugleich gewisse von der Lage 
unabhängige Eigenschaften. Daher umfaßt man das ganze 
Gebiet der elementaren Verwandtschaften, wenn man von jenen 
homologen Figuren noch die eine einer allgemeinen Lagen- 
veränderung unterwirft. Den analytischen Ausgangspunkt 
bilden die homogenen Substitutionen Y^ ■ fiXi^= mx! -\- ßiUx 
der Kollineation niit dem Zentrum ßi und der Achse ß;, anter 
Spezialisierung (x^ -- a^'^ = 1) für rechtwinklige Koordinaten. 

Dabei erfordert die Annahme eines un endlich fernen 
Zentrums ft = 0, die einer unendlich fernen Achse a^^ag^O, so 
daß die dritte Gfleiehung übergeht in (i = m, bez. (t^m + ^gKs,, 
jedenfalls eine Konstante. Somit sind, auch nach Aufhebung 
der perspektivischen Lage, die elementaren Verwandtschafteiz 
durcli Suistitiitionmt linearer gan^ter Funktionen für x] y cIraraUe- 
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risiert, also (vgl. § 99 den Fall der AffinitUfc) mit a^^ = a^^ = Q, 
«33 = 1, durch 

Daher hesitzen sie, wenn sie nicht perspektivisch sind, nur 
einen Doppelpunkt im Endlichen, den obige Gleichungen für 
x — a^, y = y' definieren, dagegen zwei unendlich ferne Doppel- 
punkte, deren ßichtnngsko effizienten tan ^ erhalten werden 
als die der Doppelstrahlen der projektivischen Büschel 
X = «1^ s' -1- Cj^ (/, II = «.,1 ' + Co (/ (§ 92 \, also als die "Wurzeln 
ft!%) von 

£«12 tan^ * + (ß,i — a^^ tan 9- - «,, = 0. 
Das MauptdieiecL und von den Strahlen dieser Bichhmgen, 
aub dem endlwfien DoppfJpuiikt imd det unendlich fernen Ge- 
raden gebildet 

Sei 1) das Zenit um S em unendlich feiner PunU, also 
/Jg=0, so lauten mit ß^ = mß ß -^mß', e(=a\a'\l die 
■^uhstitutionen 
j,_y=,5(ß( -^K /+ i) 1,-lj'=ß (« '+«',;'+ 1), 

enthalten also nur noch vier Konstanten, von denen zwei 
die Achse, eine ß' : ß die Rich- 
tung des Zentrums, die vierte iJ 
bestimmt. Homologe Punkte He- 
gen auf parallelen Strahlen (Rich- 
tung S) und bilden ähnliche Reihen 
mit dem Doppelpunkt in s und 
dem Verhältnis d = (co T^TP') 
= JP(P' : Po-f) während homologe 

Gerade sieh aufs schneiden. Man nennt diese Verwandtscliaffc 
perspeldivische Affinität. 

Die Affinität wird für d = P^P' : PoP= - 1 involu- 
torisch und die Bedingung der Involution (§ 98 Schluß) 
reduziert die vier Konstanten auf drei durch die Relation 

aß + a'ß' + 2 = 0. 
Homologe Punkte liegen auf den Parallelen aus S symme- 
trisch zu S, homologe Strahlen sind bezüglich S und der 
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Richtung S hariuontsch konjugiert. DieVerwandtscliaft charak- 
terisiert sich so ala schiefe amale Spnmeirie dei Figii/tm Unter 
der Bedingung aß' — tx' ß — wird sie zur gewöhnlichen 
orthogonalen Symmetrie. 

Endlich erhalten wir für tf = + 1 eine spezielle Affinität, 
deren Zentrum die Richtung der Achse ist: ß': ß =^ — ai a'. 
Die affinen Figuren, deren homologe Punkte aaf Parallelen 
zur Achse liegen, sind flächengleich, wie geometrisch evident 
ist und analytisch aus der Gleichheit der Koordinatendeter- 
minanten von drei Punkten und ihren drei homologen folgt. 
Die Verwimdtschaß flächengleicher Figwen ist durch die Achse 
und ein Punktepaar auf einer Achsenparallelen bestimmt. 

Nehmen wir die a;-Achse als Affinitäts- bez. Symmetrie- 
achse, so erhalten wir aus IV für ß; = [ 1 1 0, ß^^O die 
Substitutionen der Afflnität x = x'-\-ßy', ^ = (1 + ^5')^' 
imd die der Symmetrie x = x' -\- ßy', J/ = — */'*), dagegen 
für «i = j 1 I 0, (5; = 1 ] ; die der PlächengleicLheit 
x=-x'-\ y', y'^p'- Demnach sind affine Geiüde in all- 
gemeiner Lage zu definieren durch 

,r cos if — >! sin (p -i- Xq = x' -\- ßy' 
^ sm y + i/ cos gi 4- !/o ^ {1 + ß'W- 

Sei 2) die unendheli ferne Gerade die KolUneationsaelise s, 
also «i= I I 1, so ei^eben sich mit ßi^ mß\mß'\l 
und m -]- 1 :m ~ die Substitutionen 

;^^ 5 6x = x'-\-ß, ey = y' + ß' mit 

^S~A j)~-..^ als Zentrum. Somit sind die Koordi- 

^?*p natendifferenzen homologer Punkte- 
paare d. h. homologe Strecken pro- 
portional. Auch ist d = {S oü PP') = SF : SP' und homo- 
loge Gerade schneiden sieh im Unendlichen. Die kollinearen 



*) In sotiefwinkligen Koordinaten mit ß^^-O | 1 | noct einfacher 
x^x', ^ = U-\--Ay\ bez. y^-y'. 
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Systeme sind also ähnlich und ähnlich gelegen (homotheUsch) 
mit S als ÄhnlidJceitszentmm tmd e = l:d als Ahnlichkeits- 
Verhältnis (Verjüngm^smaßstah). 

Diese Verwandtschaft wird für d = — 1 zur Involution, 
d. h. die homologen Punkte liegen in bezug auf S symme- 
trisch. Also ist eenirische Symmetrie ebener Systeme invohifo- 
rische Ähnlichkeit derselben in ähnlicher Lage. Die Substitu- 
tionen der Symmetrie in bezug auf ft | ß^ sind x-{- x' = 2ß^, 
y + y'=2ß,. 

Seien endUch 3) Zerdrum imd Achse der Kollineation itw- 
endlich fem, so sind die 'kollinearen Systeme zugleich affin und 
homothetisch, also kongruent im paralleler Lage. Denn homo- 
loge Pimkte Hegen auf Strahlen gleicher Richtung und homo- 
loge Gerade sind parallel, also homologe Strecken gleich. 
In der Tat liefert die Annahme tf = l:6 = -i-l, ß '^ x^, 
ß' = J/fl die Substitutionen x ^ x' -\- x^,, y ^ y' + Po "ier 
Paralleltransformation (§ 9). 

Ähnliche, insbesondere auch symmetrische und kongruente 
Systeme in allgemeiner Lage erhalten wir, indem wir mit 
6x = x'+ ß, cy = 'y' -\- ß' (mit ev. ö = + 1) die Formeln 
der orthogonalen Traneformation von x'\y' verbinden*), also 
mittelst der Substitutionen 

sx — x' cos ip — y' sin gn -|- ß, 6y = x' ^a (p -\- y' cos ^ 4- ß'- 
Demgemäß wird die allgemeine Kollineation zur Verwandt- 
schaft ähnlicher Systeme, wenn die Substitutionen lauten 

X = y^x' + y^y' + y^, x '^ - y^x + y^y + y\\ 
Symmetrie oder Kongruenz bedingt yi + y^'^ = 1. Alsdann 
reduziert sieh die obige Gleichung zur Bestimmung der sieh 
selbst entsprechenden Richtungen auf tan^-Ö' + 1 -= 0. Somit 
iesitsen alle Ähnlichkeitsverwandtschaften die imaginären ab- 
sohtten Richtungen mi Doppä^nkten. Dadurch ist der endliche 
Doppelpunkt 8 als derjenige gekennzeichnet, dessen homo- 
loge Strahlen einen konstanten Winkel ip einschließen oder 

*) Eine VersctiebimgBtransfonaation ändert nur die KoEstanten, 
ist aleo unwesentlich. 
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kougrueute Büschel bilden (§ 92). Daher werden die ähn- 
lichen Figuren homothetisch, die kongruenten identisch durch 
eine Drehung um ä; man findet durch einfache Rechnung 
tanqB = — — und l:0=y'yi^+y^^ als Ähnlichkeit» Verhältnis. 
TlmgäiehH ist jede KolUneation, welche die cAsoluten Bich- 
timgen m Doppelpunkten hat, eine allgemeine Ähnlichheitsver- 
wa/ndtsdtaft. Denn, damit die unendlich ferne Gerade sich 
selbst entspricht, muß 0:3^ = «32 ^ sein, und damit die 
Hiehtungsko effizienten ihrer Doppelpunkte + i seien, muß 
— «12 + («11 — «2a) i — K^i= 0, also Ojj = «23, ßj2 + «g, = 
sein. Und jede KolUneaUon, in welcher die aJ>3oliiie}i Eichtungen 
homologe Elemente sind, ist durch die YerbiMdung einer Ähn- 
licMeitsverwanätschaß mit orthogonaler Symmetrie (Umkehrung 



erseugbar. Denn, damit — i 






0^ + «.,» ' 

müssen die Substitutionen lauten ^ =• Yi s:' + y^ v' "i" Yzt 
— y = — ^2^' + fi^' + y's i^S\- § 11)- Diese kollinearen Ver- 
wandtschaften sind die einzigen, in welchen OrihogonaUtät 
eine invariante Eigenschaft ist, da sie (§ 58) als Harmonie in 
hezug auf die absoluten Richtungen definiert ist. 

Die allgemeine KolUneation ordnet den absoluten Rich- 
tungen zwei beliebige konjugiert imaginäre Punkte zu (§ 99, 
B. 3), nämlich für x' = m, y' = ui, 1 = m ■ (i( = 00) 

B. 1) Zwei au derselben dritten homothetische Figuren sind 
auch untereinander homothetisch für ein Zentrum in der Ver- 
bindung-slinie der beiden ersten. 

2) Durch kollineare Umformung gehen symmetrische Figuren 
im allgemeinen in involutoriselie über. 
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VII Zeile 

xxxn li 

XSXIU Zeüe 8 xind 9 
XSXm 43*) ]i 



ben lies (lim — 24) statt {11 — 2-1) 
aa) S. 2VI statt 269 und bei 40*) SoMuB statt B. 
41) gehört an den Schluß von ii) 
■2,1 statt 8 202 
fehlt am Schluß 15*) 
174 „ 11 ' „ unten lies 15*') statt 15*) 
ISO „ 2 „ oben lies =-0 statt +0 
1!)3 „ 7 „ uttten im Zähler von y liea ßjg atatt it^j. 
1B4 „ 11 „ ohen lies S. 168 statt 166. 
196 unter -j Zeile 3 ist (m-j-l) einzuklammern. 
300 Zeile 3 yon unten lies {y—ß)' statt (y+ß'. 
219 letzte Zeile fuge aji IS*) 
2S1 erste Zeüe lies P, P^ «tatt P,' P,. 

239 Zeile 2 Ton ol m he>. sjegebenen. 

240 B lu) Zeile 3 yon mten lies H statt H. 

S56 Zu dem "^ata Zeile 6 — ■' von unten setKe 40*"'). 
S6b Zeile 11 von unten bes 10J,B statt 103,3. 
376 B 12) Schluß lies —ic° statt 4c'. 
412 B 6) fehlt am Schluß bO*) 
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Kapitel. 
Der Kreis. 



101. In den vorhergehenden Kapiteln haben wir neben 
der Entwickelung des Koordinatenbegriffs im wesentlichen die 
Geometrie der linearen Elemeutargebilde und VerwMidtschaften 
behandelt. Innerhalb dieser Grenzen erseheint die analytische 
Geometrie als der geometrische Ausdruck der Theorie der 
linearen Gleichungen. Deshalb gelangten Gleichungen höhereu 
Grades nur insofern zur Besprechung, als sie mit mehreren 
linearen gleichbedeutend sind, d. h. in solche zerfallen (§ 53 
u. 59£). So wurden auch von den Gleichungen zweiten Grades nur 
diejenigen der Linienpaare untersucht (§§54 — 60). Indessen 
hat sich auch 'schon ein einfachstes Beispiel einer nicht-zer- 
fallenden Gleichung zweiten Grades dargeboten, die Gleichung 
des Kreises (§ 18). 

Kach der gewöhnlichen Anschauung ist der Kreis ein 
der Geraden k o ordiniert es Konstruktions mittel. Vor einer Unter- 
suchung der allgemeinen Kurren zweiter Ordnung (§ 22) wird 
es daher zweckmäßig sein, an dem elementaren Beispiel des 
Kreises ausführlich zu zeigen, wie die geometrischen Eigen- 
schaften einer Kurve aus ihrer analytischen Definition heraus 
KU entwickeln sind (§ 21). Immerhin wird dabei die genaue 
Kenntnis des Gebildes ein nützlicher Wegweiser für das ein- 
zuhaltende Verfahren sein. Zugleich führt dieser Weg auf 
gewisse Begi-iffsbildungen, die sich überhaupt für Probleme 
zweiten Grades als wichtig erweisen werden. 

Die allgemeinsie Gleichung des sweiten Grades in x\y ent- 
hält die quadratischen Glieder mit x^, xy, y^, die linearen 
mit X, y und ein konstantes Glied, erfordert also sechs Koeffi- 
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200 "VI. Der Kreia. 102, 

zienten oder fünf wesentliche Konetanten 

Terhältnisse). Wir schreiben sie (§87,2 für a^^ 1, x^^XfX^^y) 

102. Die Gleichung des Kreises vom Zentrum a \ ß und 
dem Eadius 41 lautet in rechtwinkligen Koordinaten 

(s-«f+ (!/-«■-?■ 
und in schiefwinkligen Koordinaten 

(^ _ a)^_ 2(^ _ «) (y ^ ß) COS tn + iy-ßf^ g\ 
Es sind dies in der Tat die analytischen Ausdrücke dafür, 
daß der Kreis geometrisch definiert ist als Ort eines Punktes, 
der von einem festen Punkt (dem Zentrum) eine konstante 
Entfernung (gleich dem E,adius) hat (§ 5). In der Theorie 
des Kreises bietet aber die Verwendung schiefwinkliger Ko- 
ordinaten selten Vorteile Tor dem Gebrauch der rechtwinkligen. 
Daher wird weiterhin die letzte Annahme vorausgesetzt, wo 
Dichte anderes bemerkt ist. 

In den Anwendungen erscheinen besonders häufig die 
einfachsten Formen der Gfleiehung: 

x^ + y^= pa 
für einen Kreis um den Nullpunkt als Zentrum, und 

x^ + y^ + 2ffx = 
für einen Kreis, dessen Peripherie den Nullpunkt enthält und 
dessen Zentrum auf der a;- Achse liegt (a = ± <i, ^ •= 0). 

Die Gleichung des Kreises ist vom zweiten Grade, aber 
sie hängt statt von fünf nur von den drei Konstanten cc\ ß; 
Q ab. In der auf rechtwinklige Achsen bezogenen Gleichung 
des Kreises fehlt das Glied xy und die Koeffizienten von x^ 
und y^ sind gleich. Daher kann die allgemeine Gleichung 
sweiten Grades in solchen nur dann einen Kreis darstellen, 
wenn von ilwen Koeffizienten die Sedingtmgen erfOUt werden 

«12 = 0, a^j = (%. 
Umgekehrt sind diese Bedingungen hinreichend, um eine ihnen 
genügende Öleiehung a^j (x^ + y^) + 2a^sX + 2a^^y + «33 = 
auf die Form (x — k)^ + (*/ + ß)" = p* zu bringen. Das Ver- 
fahren ist dem bei der Auflösung quadratischer Gleichungen 
ganz analog. Man macht den Koeffizienten von x^ + y^ durch 
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Der Kreis aus Mittelpunkt und Radius. 201 

Division der Gleichung mit a^^ der Einheit gleich und bringt 
das absolate Glied auf die rechte Seite. Durch Addition der 
Quadrate der halben Koeffizienten von x und y beiderseits 
vervollständigt man die Unke Seite zur Summe zweier 
Quadrate von Binomen: 

Also sind die Koordinaten des Zentrums 



i' + '^ü^ 



a -\- ß cos £0 = — —! ^ + K cos O = - 



und das Radiusquadrat ist 9^ = - 

Vergleichen wir femer die auf schiefwinklige Achsen 
bezogene Kreisgleichung mit der allgemeinen Form (vgl. § 5), 
so finden wir als notwendige Bedingungen 

Sind aber diese erfüllt, so zeigt die Koeffizientenvergieichung, 
daß Zentrum und Radius durch die Gleichungen bestimmt sind. 

«11 
a.^ + ß' + 2aß cos 0, - p^ ^ J^. 

B. 1) Die GleichuDgeii 
'x^ -[- f - %x - 4:y - 20 = 0, h(x*+y^)- 5ic— 7;/ + 1 =0 
lassen sich auf die Formen bringen 

(« - 1)= +{,- 2)' -25, (« - !)■ + (j, - D" - 1. 
Die Koordinaiieii des Zentrums und der Radius sind im ersten 
Falle 1 I 2 und 5, im zweiten -§- 1 \ und \ *j/62. 

2) Es ist irgend eine Anzahl von Punkten gegeben; man 
soll den Ort eines Punktos finden, der so Hegt, daß die Summe 
der »»1, »I3 . . . fachen Quadrate seiner Entfernungen r^, r^, . . ., 
vom ersten, zweiten . . . Punkte bez. eine konstante Größe ist 
oder (vgl. §49,4), daß ^m;n*=konst. 

Das Quadrat der Entfernung eines Punktes x\y vom Punkt 
Xi I yi, d. i. {x — x^^ + (1/ — !/f)^ multiplizieren wir mit m; und 
addieren alle Glieder, die man so bilden kann. So finden wir 
für die Gleichung des Ortes 
x^Smi + y^Smi— 'ixStniXi— 2 y Hm,:yi -\- SmiXi^ -\- I!miyi^'= G. 
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Sai.x. ^m.y. 

Also ist der Ort ein Kreis mit a = — = — j j3 = — ^ — -' 

d. h. sein Zentrum ist {§ 49, i) das Zentrum der mittleren Ent- 
fernungen der gegebenen Punkte. 

Für den Badius B dieses Kreises finden wir 

H'^Umi^ Emin^ — Srniq/S wo Ümir;^^ C 

gleich der Summe der »»; fachen Entfernungsquadrate jedes der 
gegebenen Punkte von einem Punkt des Kreises und Smi^? 
gleich der Summe der m,- fachen Entfernangsqnadrate aller Punkte 
von. dem Zentrum, der mittleren Entfernungen ist. 

103. Als Wormalform der Kreisgleiehung mit den drei 
wesentlichen Konstanten a | ^ | Jir werde bezeichnet 

Der Mittelpunkt ist a\ß\ also stellen Gleichungen, die nur 
im konstanten Glied voneinander abweichen, lionz&ni/rische 
Kreise dar. Die dritte Konstante it bestimmt das Quadrat 
des Kreisradius durch 

Also stellt im elementaren Sinn die Gleichung nur dann einen 
Kreis dar, wenn p^ positiv, also p reell oder ir < «^ + ^^ 
ist. Wenn hingegen ro > k^ + ß^, der Radius p imaginär 
wird, so kann obiger Gleichung kein reelles Wertepaar x\y 
genügen, da (x — a)^ + (p ^ ßY für solche Wertepaare nie 
einen negativen Wert annimmt 

Um wiederum analj tisch unl geometrisch jflpichwerti<>t, 
Begriffe zu schaffen nennen wii jede Gleiünnj obi/er Fol n 
deren KoeffLienUn a\ß « teeJJ sind Glmcl iny eints Kteiseb 
Insbesondere stellt sie unter dei Bedm^nmg 3C>« + ß" einen 
imaginären Kjeis dar deiselbe hat einen reellen M ttelpunkt 
und rein imaginären ßadms p = 4» ? also keine reellen Pen 
pheriepunkte Zu demsflben steht in enger Beziehung lei 
reelle Kreis von dem nämlichen Mittelpunkt und dem Eadiu's 
ß'; er möge kurz dei ^ttUiP-rtrfterkieis des imaginaien genannt 
werden. Seine Gleichung ist a.^ + ^°— 2«^:— 2 j5 / + ir = tui 
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Die Normalfona der Kreisgleichung. 203 

Ist endlieh %= «H ß'^, der Radius q also Null, so wird die Kreis- 
gleichung, als mit (^ — k)^ ^ (^ — ßy = 
äquivalent, durch kein anderes reelles Wertepaar als x=^ a, 
y ^ ß befriedigt. Daher müssen wir sie als die Gleichung 
eines unendlich kleinen Kreises vom Zentrum a \ ß öder des 
Niülkreises am Punlde a | ß bezeichnen. Anderseits kennen 
wir sie schon (§ 58) als die Gleichung des imaginären Linien- 
paares X — a±i(y — ß) = 0, der StraMen der absoluten 
Richtungen aus dem Punkt a\ß. So ist a:^ + j/* -= eben- 
sowohl als die Gleichung des Nullkreises am Ursprung, wie als 
die des Linienpaares cK i ^j/ = anfzuf^sen; in der Tat haben 
alle Punkte des letzteren vom Ursprung den Abstand Null (§ 58). 
Daher gehen alle NuUkreise durch die absoluten Richtungen, 
4t Für die Koordinaten von Punkten, die nicht auf der 
Kreisperipberie liegen, hat die linke Seite der Gleichung einen 
positiven oder negativen Wert. Bei Einsetzung von « | ß ins- 
besondere ist dieser Wert ti- — a^ — ß'^ = — q^, also negativ 
beim reellen, positiv beim imaginären Kreis. Daher ist auch 
für die Koordinaten eines jeden Punktes im Inneren eines 
reellen Kreises jenes Substitutionsresultat negativ und ist dies 
nur für einen solchen (§ 19, *Zu8atz). Dagegen erteilen die 
Koordinaten aller reellen Punkte der Ebene der linken Seite 
der Gleichung eines imaginären Kreises positive Werte. 

B. Im B. 2 f. des § 99 sind die Punkte 8 und S*, oder 
x = ^h', y — die ISTulIkreise des ungestrichenea Systems, 
denen im gestriclienen System wieder NuUkreise ai' = i &, i/' = 
entsprechen, nämlich die Funkte S' und S*'. Die Gleichungen 
dieser entsprechenden Paare von Nullkreisen sind also 

{x±h'f-^y^ = und bez. (a;' ± ö)^ + j/'^ = 0, 
Denn die SkaMenpaare der B echt winkelin volution (§ 93) um 
S oder S" entsprechen den Strahlenpaareii der Ee chtwinkelin vo- 
lution um S' bea. iS*'; und sie sind die Paare konjugierter Durch- 
messer für alle Kreise um diese Punkte als Mittelpunkte (vgl. § 106), 
die Doppelstrahlen ihrer Involution sind die imaginären Asymptoten 
aller dieser Ercise. (Siehe § 152.) (Vgl.§ 126,B.) Für die zentrisch 
kollineare Lage und die Vereinigung der beiden Koordinatensysteme 
am Antangsptinkt iS wie m § 99,2, d.h. die Substitution X'^— — i^ 
y = — — ^ geht emfath r- -f y^ = über in x'^ + y'^ = 0, S ent- 
spricht siLh selb'^t 



y Google 



204 VI. Der Kreis. 104. 

104. Der Ereis ist durch drei Funkte seiner Peripherie 

beetimmt. Denn soll ein Kiei& einen Torgeschriebenen Punkt 
enthalten, so liefert die Ein=«etzmig seiner Koordinaten in die 
allgemeine Gleichung j.^ + ij" — 2(tx — 2ßy -f- ro = eine 
lineare Bedingung zwischen den drei unbekannten Koeffizienten. 
Da also k, ß, x dmch die drei Gleiehungen definiert sind 

x^^+p^^ - 2ax, - 2ßy, + z = 0, 
x^' + y/- 2ctx,~ 2ßy, + % ^ 0, 
so kann durch die drei Punkte Ä^, A^, A^ oder x^ \ y^, 
a^ I J/a? % I ^s ^^^ ^''* Kreis beschrieben werden. 

Das Resultat der Substitution dieser Koeffizienten werte 
in die aügenieine Gleichung oder der Elimination von a, ß, % 
aus den vorigen vier Gleichungen, wird auch in der Deter- 
niinaiitenform erhalten 

\x^ +y\ 5^ , y, 1 

j «i' + «/l^ a^ij vt, 1 

j .^3^ + ^'s^ ih, ys> 1 

Dies ist die Gleichung des einem Dreieclc umgeschriebemn 2 
Wir können sie auch als die Bedingung deuten, unter welcher 
vier Punkte in einem Kreise liegen, indem wir statt x\y 
etwa x^\y^ schreiben. Die Entwickeluug der Determinante 
nach den Elementen der ersten Reihe erteilt ihr folgenden 
geometrischen Inhalt: Bilden A-^, A^, Ä^, A^^ ein Kreisviereck 
und ist ein willkürlieher Punkt, so besteht zwischen den 
Flächeninhalten der vier Dreiecke aus jenen die Relation 
ÖÄl ■ A^A^Ä^-\- ÖÄl ■ A^A,A^ = 'ÖA\ ■ A^A^A^ -\- ÖÄl - A.A^A^. 
Die Gleichung des Kreises reduziert sich dann und nur 
dann auf eine lineare, wenn der Entwiekelun^koefSzient von 
x^ + y^ verschwindet. Da derselbe aber den Flächeninhalt 
des gegebenen Dreieclis A^A^A^ angibt, so ist dadurch die 
Lage der drei Punkte x^jy^, ^|j/i, ^al^/a in einer Geraden 
bedingt (§ 35). In der allgemeinen Form der Kreisgleichung 
werden mit a^ = zugleich Mittelpimktskoordinaten und 
Radius unendlich groß (§ 102). Also darf die Gerade auch 



= 0. 
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Der Kreis durch drei Punkte. 



205 



als ein unendUch großer Kreis aufgefaßt werden, jedoch nur 
imter Hingunahme der unendUch fernen Geraden. Denn nacli 
dem Prinzip des § 15 ist die Reduktion einer quadratischen 
Funktion auf eine lineare nur zu denken als ihr Zerfallen 
durch Absonderung eines Faktors ■ x -\- ■ y -\- e (§ 72). 
B. 1) Der Kreis durcli die Punkte 2 | 3, 4 [ 5, 6 | 1 ist 

2) Für den Kreis durck die Punkte 2 1 3, 3 1 4 und den 
Nullpunkt ist a33=-0, 13 + 4%3+ 6033- 0, 25 + 6a^^+8asg=0, 
also 2 «IS = — 23, 2033=11. 

3) Für die Koordinatenachsen von § 47, 1 bilde man die 
Gleicliung des Kreises dureli den Nullpunkt und die Mitte von 
AG, £0 und zeige, daß derselbe auch durch die Mitte von AB 
geht. Sie ist — für 2k = s — s', «/ = erfüllt — 

2p (x^ + ?/^) - J» (s — s') a: — 0* + ss') j/ = 0. 

4) Min entwickle die Itelation zwischen den gegenseitigen 
Entfernungen von vier Punkten eines Kreises. Man bildet das 
Produkt aus len folgenden beiden äquivalenten Schreibweisen der 
Determinante des Textes 

r^ + y^ , — ii' , — iy , 1 1 , a; , */ , «^ + j/^ 

V + i/r' -2-1, -2'/i, 1 ^ 1, ^1, ^1, %'4-^i' 
»s' + ys\ — 2a^, — 22/3, 1 ' 1, a^, ^3, x^^ + y^^ 

V + 2'3^ - ^^»> — 2.^/81 1 1. %. J'äi %^ + V 
Wenn wir die vier Punkte als 1, 2, 3, 4 und üre Ent- 
fernungen durch 12, 13, 14, 23 usw. bezeichnen, so ist das Produkt 



, 12 , 



13 



Das Verschwinden dieser Determinante gibt die entwickelte Eelation 

12* - 34* + 23* ■ 14* + 13* ■ 24^ = 
2(l2^-13^24^-34^+lF- 14^- 23^ 24^ + 12^' 23^- 14^' 34^)- 
Formen wir die Determinante xim in 

, 12 • 34, 13-24, 14 ■ 23 

12 - 34, , 14 ■ 23, 13 ■ 24 

13 - 24, 14 -23, , 12 ■ 34 ' 
14.23, 13 '24, 12 ■ 34, 
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SO folgt in Übereinstimmimg mit der entwickelten Form , für 
2>S'=12-34+ 13-24+ 14-23, 
S(S- 12 . 34) (S— 13- 24) (S- 14 ■ 23) = 0; 
d, h. die bekannte Kelatioa des Plolemäiis'-'') 

12 . 34 ± 13 -24 ± 14- 23-^0. 

105. Lineare Erzeugung des Kreises. Sind von einem 

Dreieck 4, -L I3 nur die Basisecken 1^, 1 oder i^ \ i/^ 

iCg|j/2 fest und wiid den übrigen Llemeuten desselben Pim 

Bedingung anfeilest, so lit die Spitze 4.^ offenbar nm so weit 

bestimmtj daß sie einem ^ewis*en Oit 

angehoien muß ]Sun sei der Ort diesei 

Spitze zu bestimmen, wenn siUi die 

öeite -ij^, um Ä^ und die Seite A„ -ig 

um Ä gleichzeitig um dieselbe Wmkel 

große und in demselben Sinn dreht. Ist 

A^A^A!^ eine neue Lage des Dreiecks 

und sind die 1? ichtun gako effizienten der 

A^A!^, A^Ä^, A^Ä'^ bez. mj, 7n\, m^, m\, 

^ A^A^A',^ AgA^A\, daß ~-"|r = l'l'^ (§ 31)- 
Hieraus folgt aber auch 

Wi-iK, ^ '" ' "^ ; = fi^ oder tan A^A^A^ -= tan Ä^A\jL, 
d. h. der Winkel der Seiten ist unveränderlich. 

Somit können wir nach | 35, wenn die Geraden A^Ä'.^ 
und A^Ä\ den Winkel von der vorgeschriebeneu Taugente 
tan A^A^A.2 — II einschließen, ihre Gleichungen schreiben 
y — y^ y^Vt «I — (1 

wo m nun jeden beliebigen Wert annehmen kann. Je zwei 
zu demselben Wert Ton m gehörige Geraden schneiden sich 
in einem Punkt des gesuchten Ortes. Die Gleichung, welcher 
alle diese Schnittpunkte genügen, entspringt also durch Eli- 
mination von m aus jenen linearen Gleichungen in der Form 
II iix - x^) {x-X2) + (^- y^) {y -^ y,)] 
= - [(x - a;0 (y - y^) -{x- x^} (y - y^)]. 
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Dieser Ort ist also ein Kreis, der durch die ieiden festen Pimlcte 
Ä, und Ä^ geilt. Die Gleiehimg wird mit der des Kreises 
durch die drei Pimkte Äj, A^, A^ (§ 104) ideutiseli, sobald 
wir (t ersetzen durch den Wert, dea es bei der Substitution 
von x^ I j/g für X \ y wirkiieh erhält. 

Diese Erzengung des Kreises beweist den bekannten 
Bats van der konstanten Größe der über einem Kreisbogen 
AiA^ stehenden Feripheriettmhel. Man hat daau nur zu be- 
merken, daß der an A!^ der Basis gegenüberliegende Dreiecks- 
winkel in das Supplement des ursprünglichen übergeht, so- 
bald sich jl'g mit A^ nicht melir auf derselben Seite der 
Basis befindet, da alsdann der in demselben Sinn von der 
Seite A^A!^ zur Seite A^A!^ gemessene Winke! are tan fi dem 
Dreieck nicht angehören kann. 

Drehen sich die Strahlen durch A-^ und A^ insbesondere 
so, daß sie zueinander normal bleiben oder sind die Dreiecke 
rechtwinklig (jt = oo), so erhalten wir durch Elimination 
von m aus 

y-y^- m{x- x^) =0, m{y - yi)-\- x — x^ = 

die Gleichung des Kreises von gegebenem Durchmesser iCi | y, , ^^ | J/j 

{x - a:^) ix-a^) + (y- p^) {y - p^) = 0. 

« Nach der Ausdrucksweise des fünften Kapitels sind die 
Schenkel eines konstanten Peripherie winkeis homologe Strahlen 
kongi-uenter Büschel. Daher ist der Kreis das Erzeugnis des 
Schnittes homologer Strahlen in kongruenten Büscheln. 

B. l) Man prüfe, welche Beispiele des § 48 auf kreisförmige 
Örter führen und bestimme deren Mittelpunkte und Kadien. 

2) Ort des Höheasclmittpunktes eines Dreiecks aus der Basis 
und dem Winkel an der Spitze. 

Die Gleichungen der zu den Seheitelseiten geliörigen Höhen 
sind m(ß-ii") + ix-a/')^0, 

(m - tan C) (y - y') + {1 -\- m tan C) {x - x') = 0. 

Indem wir m eliminieren, erhalten wir die Gleichtmg des Ortes 

tan C[0, - /) {^ ~ f) + (x - 3/) (^ - ^").l 

= ic(«/ — ;/') — »/ (a/ — ai") -I- afy" — y'x"; 

eine Gleichnng, welche von der im letzten Paragraphen gefundenen 

lediglich im Vorzeichen von tan C abweicht. Sie stellt daher 



y Google 



208 '^- Der Kreis, 106. 

den Ort dar, deu wir dort für die Spitze findea, ■wenn wir die- 
selbe Basis und den Winkel an der Spitze gleich dem Supple- 
ment des obigen geben. 

3) Man soll den Ort eines Punktes bestimmen, wenn von 
Parallelen durch ihn eu den Seiten a, 6, c eines Dreiecks in den 
anderen Seiten desselben Punkte B, (7; ü', Ä'; A", B" so bestimmt 
werden, daß die Summe der drei Eecbtecke 

BO-OG+C'O- 0A'+ Ä"0 ■ OB" 
konstant ist. 

Wenn man die Seiten a, b des Dreiecks zn Koordinaten- 
achsen wählt, so ist die Gleichung des Ortes 

X (a — (v — -^-yj -\- ^ {b - y — -a!J + -^ =- m} 

'>? ■{- y^ + 2x3/ cos — aa; — &!/ -f »1° = 0. 

Diese Gleichung repräsentiert einen Kreis, dessen Zentrum 
a I ^ durch 

2 (k -1- (3 cos C) = a, 2 (|3 -I- « cos C) = & (vgl. § 102) 
gegeben ist. Derselbe geht, falls m = 0, durch die Ecken | 0, 
ß [ 0, I ö, er ist also immer mit dem dem Dreieck umgeschriebenen 
Kreis konzentrisch. Diese Gleichungen gestatten die Lösung des 
Problems, den Ort für das Zentrum des umgeschriebenen Kreises 
zu finden, wenn zwei Seiten eines Dreiecks der Lage nach gegeben 
sind und eine ihre Längen verbindende Relation bekannt ist. 

4) Man bestimme den Ort eines Punktes so, daß die 
Verbindungslinie desselben mit einem festen Punkt denselben 
Abschnitt in der a;-Achse bilde, wie die in auf der Verbindungs- 
linie errichtete Normale in der y-Achse. 

5) Man bestimme den Ort eines Punktes so, daß die in 
den Ecken eines Dreiecks auf ihren Verbindungslinien mit ihm 
errichteten Normalen sieh in einem Punkt schneiden. 

106. Schnittpunkte eines Kreises mit einer Geraden. 

Durch Verlegung des Anfangspunktes körmeu wir die Gleichung 
eines reellen Kreises immer auf die Form bringen x^ -\-i/~ p^. 
Die Gleichung einer gegebenen reellen Geraden bringen wir 
(§ 30) auf die Normalform x cos y + y sin y =^. Dann finden 
wir die beiden Gleichungen genügenden Wertepaare x \ t) 
durch Gleichsetzung der aus ihnen entwickelten Werte je 
einer Variabein 

w — X cos y /— 5 5 » — V sin y /— ; ö 

.!.. -/(■-". ^4. -Ks-s- 
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Der Kreis iiud die Gerade. 209 

In rationaler Form sind diese Gleichungen quadratisch und 
liefern die Wurzeln 

^, a/'=j) cos y + sin y'^Q''—^^, 
y, y" = j) sin ji T cos y ^q^ — p', 
wo die Paare af \ y' und ic" | y" so zusammengehören, daß die 
oberen bez. unteren Vorzeichen gleichzeitig gelten. Falls ein 
imaginärer Kreis gegeben war, ist nur q^ durch — q'^ zu 
ersetzen. Es bleibt also, wenn die Gerade reell ist, auch 
dann noch Summe und Produkt der Wurzeln reell 
-l-{x' + x") ^p cosy ki^' + y") ^i" sin y» 

3^ «!' = :P^ — Q^ mx^ y, y'y"^P^- p^cos^y. 

Weil wir so durch quadratische Gleichungen die ge- 
meinsamen Wertepaare erhalten, so müssen wir (§ 23) sagen: 
Eine Gerade wnd ein Kreis hesitsen stets Bwei Schnittpuv^te. 
Es sind aber drei Fälle zu unteiBcheiden. 

Ist erstens der Kreis reell und p <Qj d. h, der Abstand 
der Geraden vom Kreiszentrum kleiner als der Badiua, so 
sind die Wurzelpaare reell: die Gerade schneidet den Kreis in 
gwei reellen und verschiedenen Tunkten. 

Ist dagegen zweitens p > p, d. h. der Abstand größer 
als der Radius, oder ist der Kreis imaginär, so sind, an- 
Bchaulich gesprochen, keine Schnittpunkte Torhanden. Weil 
aber die Wurzelwerte als konjugiert komplexe Zahlen existieren, 
so sagen wir; die Gerade schneide, den Kreis in 0wei kon- 
jugiert imaginären Punkten (§ 16). 

Ist endlich drittens p — Q, d. h. das Perpendikel vom 
Zentrum auf die Gerade gleich dem Radius, so fallen die 
Schnittpunkte in einen reellen Punkt x = q cos y, y= q smy 
zusammen. Man spricht dann bekanntlich von einer Be- 
rühnmg des Kreises durch die Gerade. Allgemein bezeichnet 
die analytische Geometrie eine Gerade als Tmtgente einer 
Kurve, im Unterschied von den Sekanten, wenn von ihren 
Schnittpunkten mit derselben zwei vereinigt liegen (§ 15).*) 



*) Dabei sind aber gewisse Punkte wie der reelle Punkt des Nuü- 
kreisea yorläufig ausauscbUoßeii. 
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Die Tangenten in imaginären Punkten eines Kreises sind 
ebenfalls imaginäre Gerade. 

Die von zwei Punkten eines Kreises begrenzte Strecke 
heißt eine Sehne. Die Mitte M der Seime in der gegebenen 
Geraden bat die Koordinaten p cos y \ p sin y; der sie ent- 
haltende Kreisdurehmesser hat die Gleichung y = x tan y, ist 
also zur Sehne normal. Also geht die Mittelnormale jeder 
Kreissebne durch das Zentrum, und die Mitten aller parallelen 
Sehnen liegen auf dem mi ihnen normalen Durchmesser oder 
nach der Ausdrueksweise des § 150, beim Kreise sind je zwei 
konjugierte Durchmesser zueinander rechtwinklig. Verschieben 
wir also eine reelle Gerade parallel mit sieh selbst, so daß p 
von Null an wachst, so nimmt die Sehnenl'änge 2 yp^ — jo^ 
im reellen Kreis ab, wird zu Null für die Tangente p = Q, 
und bei weiterer Entfernung rein imaginär. Die Sehnenmitte 
bleibt reell und fäUt in der Tangente mit dem Berührungs- 
punkt zusammen. Daher ist die Tangente in einem Punkt des 
Kreises die Normale mm Radius desselben und umgekehrt. 

B. l) Die Koordinaten der Schnittpunkte TOn 

a;« + 2,3 = 65 und 3a: -f j/ = 25 sind 7 | 4, 8 ] 1. 

2) Die Schnittpunkte von (x - cf + (y - 2cf^ 25c^ mit 
ix+Ay = Zhc sind im Punkt 5c|5c vereinigt. 

3) Die Schnittpunkte einer durch den Nullpunkt gehenden 
Geraden y = mx mit dem Kreis 

«1-1^ {x^ + ^xy cos M + j/^) 4- 2 ff^j^B + 2 a^^jj + «^3=0 
sind gegeben durch die Gleichung 

«ji (1 + 3m cos « + m^) ic^ + 2 (a^a + a^^m) x + a^^= 0. 
Diese hat gleiche Wurzeln, wenn man m aus der quadratischen 
Gleichung bestimmt 

(»13 + «3»»*)*= «11033 (1 + 2m cos m + w^). 

4) Unter welcher Bedingung faßt die durch den Kreis 
X^-\-y^=q^ in der Linie x zo^ y + y smy =p gebildete Sehne 
einen rechten Winkel am Punkt a^olj/o? 

Seien x' | j/, ai" | y" die Schnittpunkte der Geraden mit dem 
Kreis, so liefert die Einsetzung der Werte des Testes flir x' -\- j", 
y + /, a^a/', y'y" m {x^-x') {x^-^!') -f {va-y') i^^-f) = 
die Bedingung der Eeehtwinkligkeit der Geraden X^\yQ, x\y 
und x^\y^, ic"|y' (§105) 

V + Va^ -^ ^-P^o cos y — ^py^ sin y -\- 2p^ — q^ = 0. 
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5) Ort des Mittelpunktes x\y einer Seime, welche einen 
rechten Winkel an einem Punkt x^ | »/u spannt. 

Es ist p cos y ^= Xf p sin 7^2/, p^ ^ x^-i- 3/^; durch die 
Substitution dieser Werte wird die in 4) gefundene Bedingung 

6) Man soll einen Punkt x^ly^, so finden, daß, wenn maa 
durch ihn eine S^hne eines Kreises zieht, das Rechteck der senk- 
leihten Abstände ihier Endpunkte ^on einer gegebenen Geraden 
ktnstant ist 

Man nehme die Geiade als c Achse, und als ji-Achso die 
V im Zentrum des Kieme a auf sie gefeilte Normale, deren Länge j3 
sei Dann ist die ftleiclmnff des Kieises «^ + (i/ — /3)*^ q^. Die 
Gleichung einer Geiaden durch t^ | j/^ ist )/ — i/^ = m (a: — iCi,), 

Eliminiert man nun zwischen diesen zwei Gleicliungen x, so 
eihalt man eine qua Iratische Gleichung flir p, für welche das 
Piodukt der Wurzeln ist '^ - . ?'^°^ +^^''^ ~^'' . Dies Produkt 
kinn also nur dann Ton m unabhängig sein, wenn der Zähler 
duieh (_1 -\- m") teilbar ist, d h nur dann, wenn 
^0 = 0, 2/0' ^iS^— e^ ist- 

7) Unter welcher Bedingung bestimmt die Sehne der Geraden 
X cos y -^ y sin y — ß = im. Kreis 

am Anfangspunkt der Koordinaten einen reichten Winkel? 

Multipliziert man die Gbeder vom zweiten Grade in der 
Gleichung des Kreises mit p^, diejenigen vom ersten mit 
i3(fl:cosj' + !/siny) und das absolute Glied mit (xcosy + ysmyy, 
so entsteht eine in. x\t/ homogene Gleichung, welche daher zwei 
Gerade durch den HuUpunkt daistellt Da sie durch diejenigen 
Punkte des Kreises befriedigt wiid, m welihen x eos y -\- y sin y ^= p 
ist, so ist sie die Gleicliung dps verlangten Linienpaares, nämlich 



{p"— SB^cosy-f jtcos^y)«^— 2(asinj' + (3coS7 — resin/cos]')^;;/ 
+ (p^— 2ßp Biny ~\- n sin* y) y^ ^ 0, 
Nach § 55 ist dies ein Rechtwinkelpaar, wenn 

2j,3— 2p (a cos 7 + (3 sin y) + 3t = ist. 
8) Ort des Fußpunktes der Normale, die vom Nullpunkt 
auf eine Sehne gefSllt wird, die an ihm einen rechten Winkel 
bestimmt. 

Die Polarkoordinaten des Ortes sind die Größen p und u 
in der zuletzt gefundenen Gleichung, und die Gleichung des Ortes 



y Google 



212 VI. Der Kreis. 107. 

ist daher 2 (x^+ y^) — 2ax — 2^«/ + re = 0. Die weitere Unter- 
suchimg zeigt, daS dieser Ort der schon in 5) gefundene Kreis ist. 

9) Wenn durch irgeadeinen festen Punkt in einem Durch- 
messer des Kreises eine Sehne gezogen und jeder ihrer Endpunkte 
mit einem der Endpunkte des Durchmessers verhunden wird, so 
schneiden die Verhindungslinien in der Tangente des Kreises am 
anderen Endpunkt des Durchmessers Segmente ah, deren Eechteok 
konstant ist. 

Man entwickelt wie in 7) die Gleichung der Geraden, welche 
denNuUpunkt mit den Schnittpunkten des Kreises x^-\-if^—2QX — 
und der Sehne y = m (p ~ x^,^ verbinden, die durch den festen 
Punkt Xq I gezogen ist. Man findet aus ihr die in der bezeich- 
neten Tangente gebildeten Abschnitte durch die Substitution 
a: ^ 2p als die zugehörigen Werte von y. Ihr Produkt wird als 
von m unabhÜDgig gefunden, nämlich gleich 4p^— ^ 

107. Die Resultate des vorigen Paragraphen gelten unmittel- 
bar auch für die Beatiinmung der Schnittpunkte eines Kreises 
von allgemeiner Gleichung (x — k)* + (j/ — ßY = Q^ mit einer 
Geraden a^x + a^y + %= 0, wenn wir diese letzte Gleichung 
auf die Form bringen (x — a) cos j» + (*/ — /5) sin 7 = p. Als- 
dann ist nur x \ y durch x — c(\y — ß za ersetzen. 

Zur Bestimmung der Lage eines Kreises von gegebener 
Gleichung x^ -\- y^ — 'Üax — 2ßif + rc = 0, ist es oft ebenso 
zweckmäßig, die in den Achsen erzeugten Abschnitte zu er- 
mitteln, als Zentrum und Radius zu suchen. Von den vier 
Aehsenschnittpunkten reichen dann schon drei aus (§ 104). 
Man erhält diese Abschnitte für y = 0, bez. x = aus den 

Daher berührt der Kreis die a^-Achse, bez. y-Aehse, falls a^, 
bez, ^^= JT ist. 

Sind umgekehrt in der 3;-Achse zwei konjugiert imaginäre 
Punkte gegeben, so können wir sie statt nach § 17 auch 
dadurch geometrisch definieren, daß wir einen reellen Kreis 
angeben, dessen Achsenschnittpunkte sie sind. So hegt das 
Punktepaar k + "[/«^ — je auf allen Kreisen ß | /5 1 jt, für welche 
ß beUebig und q^^ a^+ ß^— n gewählt wird. Somit Icann 
üherhau^t jedes PtmJdepaar dtirch seinen reellen Träger und 
einen reellen Kreis definiert teerden. 
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Die absoluten Eichtungen. 
B. l) Die Aehsenachnittpunkfce des Ereises 
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+ 2 y + - w = 

4: 108. Imaginäre Kreispunfcte im Unendlioben. 

wie jede reelle Gerade, deren Abstand vom Zentrum den 
Kadina übersteigt, schneidet aucli die unendlich ferne Gerade 
jeden Kreis in zwei konjugiert imaginären Punkten oder Eich- 
tungen. Um zu erkennen, für welche unendlich großen Werte- 
paare die Kreisgleichung befriedigt wird, dividieren wir sie 
zuerst durch (x — a)^ 

Setzen wir dann x = oc, »/ = oo voraus, so wird Q:(x — a) = Of 
dagegen (y — ß):(x — a) behält seinen Wert als Richtungs- 
koefflzient m der nach jenem unendlich fernen Punkt aus 
ff j ß gezogenen Geraden. Also liefert die Gleichung eines 
jeden Kreises dieselbe, von « | ß und q unabhängige, Relation 

1-|-)K*=0, woraus m = ±i und x^+y^^=0. 
Hierdurch sind aber die beiden absoluten Richtungen der 
Ebene definiert (§ 58). Somit gehen alle Kreise der Eljene 
durch die ahsohUen Richtungen, welche deshalb cmch als die 
gwd tmenMck fernen imaginären Kreisptmkte iezeidmet werden. 
Zu demselben Ergebnis führt auch die Bemerkung des 
§ 103, daß alle NuUkreise durch obige Punkte gehen. Denn 
der Nullkreis (a; — a)^ + (j/ — ß)^ ^ kann jeden konzentrischen 
Kreis (x — ay+{y—ßy + Q^ = nur in denselben Punkten 
schneiden, in welchen er die unendlich ferne Grerade trifft, 
weil die Gleichzeitigkeit beider Gleichungen p^ = erfordert 
und dies nur als Gleichung der unendlich fernen Geraden 



y Google 



214 VI. Der Kreis. 109. 

geometrische Bedeutung hat (§ 72). Demnacli eclineidet jede 
durch das ZeDtriim eines Kreises gezogene Gerade absoluter 
Richtung denselben nur in einem, dem unendlich fernen 
Punkt. Daher ist sie in jenem ausgezeichneten Punkt Tan- 
gente des Kreises, ivie sie in der Tat auch auf dem Radius 
des Berührungspunktes, d. h. auf sich selbst normal ist (§ 58). 
Man nennt Tangenten in unendlich fernen Punkten einer 
Kurve insbesondere Asymptoten derselben. Die Linien ab- 
soluter Sidiiung aus a\ß sind also die imaginären Asymptoten 
aller Kreise vom Zentrtim « | ß. 

Umgekehrt können wir nunmehr die Kriterien des § 102 
durch den Satz ersetzen: Die durch eine Gleichung zweiten 
Grades dargestellte Kurve ist ein Kreis, tcmn sie durch die ah- 
soluien Richtungen geht. Denn, dividieren wir die allgemeine 
quadratische Gleichung des § 101 durch x^ und setzen nach- 
her 3^=oo, so reduziert sie sich auf 

"11 + 2aj3|-+ asgf|y=0; 
soll dies mit der Grenzform der Kreisgleichung 1 + {-\ = 
identisch sein, so muß a-^ = a^^, «u = sein. Der Kreis 
ist also eine Kurve zweiter Ordnung, die zwei ausgezeichnete 
feste Punkte enthalt; das ist das geometrische Äquivalent für 
die Bestimmtheit aus drei statt aus fünf Koeffizienten- 
verhältnissen. 

B, Der Ausdruck der absoluten Punkte x' -\- if = bez. 
-K'ä_|_ y'^ = geht durch die lineare Substitution in § 99, 3,4 

xx'^hb\ ya^^h'y', y'x^hy 
über in j/'^+&^=0, bez. 3(^-|-&'^=0 oder 

(2/'+*ö)()/-i&) = und {y + ih') {y ~ ih'); 
je zwei konjugiert imaginäre Punkte der Gegenaohse als die ent- 
sprechenden der absoluten im anderen System. Das ist die rechnerische 
Begründung der Konstruktion des § 99,3. (Vgl. § 103, B.) 

109. G-leiohung der Tangente in einem Punkt x'\y' 
äL.6B Ereises. Sind a/ 1 y' und x" \ if zwei Punkte des Kreises 
x^- + y^= ^^, so hat ihre Verbindungsgerade, wegen 

p^ = a/ ^ -)-)/' ^ — x"^ -\- y"^ oder x'^— x"^^ y" ^ — y'\ 
den Riehtun gskoeffizienten 

(y' ~ y") : (a/ -- a:") = - (a;' + x") : (y' + y"). 
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Also lautet die Gleichung der Kreiss&me 3/, »/, x"\ y" (vgl. § 106) 

y-y' ^ x' + x" 
x-x' y'+v" 

Halten wir mm a.'|!/' fest und lassen x"\y" sicli auf 
dem Kreise gegen ^' | u' lim bewegea, so dreht sich die 
Sehne um x' \ ;/ und nimmt an Lange ab. Wenn ihr zweiter 
Endpunkt af'\y" jenem eisten unendlich nahe rückt oder mit 
ihm zusammenfallt, so besitzt die Sekante die Sehnenlänge 
Null oder wird nach Definition (§ 106) zur Tangente in nf \ y'. 
Die Gleichung dieser Gi'euzlage erhalten wir durch Einsetzung 
von ar" = x', y" = ij als 

y-y' ___^. 

x-x- y' 

Die ursprüngliche Gleichung der Verbindungs geraden würde 
bei dieser Substitution kein bestimmtes Resultat mehr geben, 
sondern eret, wenn die Wertepaare a/ 1 y', x" \ y" einer Gleichung 
genügen. Durch den Grenzübergang wird also die Tangente 
cäs die Verbindungsgerade zweier unendlich nafien Punkte der 
Kurve definiert. 

Durch eine einfaclie Reduktion folgt als Gleichung der 
Tangente x'x + y'y — 5*= 0. 

Dieselbe zeigt die Tangente in der Tat normal zu dem Radius 
y'x — xiy = ^ des Berührungspunktes. Man kann sie auch in 
der scheinbar quadratischen Form schreiben'^ 
{x - x'f -\-{y - y'y = 3!* f «/^ ~ p^. 
Durch die Substitution von x — a\y — ß, x' — a\y' — ß 
für x\y, a/|j/ folgt: Die Tangente des Kreises 

(x^ay+iy-ßy-^Q'^O 
im FuM a/ 1 / hai die Gleichung 

(:d-«)(x-a) + (j,'-ß)(y-ß)-f'-0 
und unter Yoraussetzung der Normalform der Kreis gleichung 

a;'x-\-y'y-a {x' + x) - ß(y' + y) + ^ ^ 0. 
Beide Formen sind infolge ihrer Ähnlichkeit mit der Kreis- 
gleichung leicht zu merlfen. 

B, 1) Die Sehne zwischen den Punkten x' \ y' und x" \ y" 
des Kreises iK^ + !/^ = (t^ ist 

(x' + x') a: + (y + y") »/ = (jS + fl/ic" + y'y". 
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3) Die Tangente im Punkt 

5|4 zu tx-2y+{p- 3)^=10 ist 3« + )/ =19. 
3) Die Gerai3e y = mx-\-'b berükrt den Kreis «^+«/^=?^ 
wenn b^ =■ 5^ (l + m^) ist. 

9 110. Gleißhtuig des Kreises in Linieukoordinaten. 
Eine Gerade von den Linienkoordiuateu ^ j ij oder der Glei- 
chung ^x + rjti+l=0 berührt den Kreis vom Zentmin a\ß 
und Radius ^, wenn ihr senkrechter Abstand von a \ ß gleich q 
ist (§ 106). Nach § 76 haben also 1 1 ij nur der Bedingung 
zu genügen . , „ , , 

■ ' "^ ' - = n oder 
VV + v' ^ 

Alle Geladen, deren Koordinaten dieser Gleichung genügen, 
sind Tangenten des Kieiaes, und umgekehrt. Daher heißt 
dieselbe die GJetchmcg des Kreises tn Limenkoordinaien oder 
die Tangenttalghichiitui des Kretbes 

Dil QhieJiiiifit} ist lovderum vom ismtten Grade in ||i?, 
abei Ton einer wenigei uhersichthehen Gestalt, als die Kreis- 
gleichung m Punktkoordinaten Nur fdi die Kreise um den 
Anlaugspunkt der Koordinaten ' + ?/' = p" bleibt die analoge 
Foim bestehen ^ +'?'^— ^ 

Ist 1 1 )j eine Tangente dieses Kreises, so ist ihr Be- 
rührungspunkt ihr Schnittpunkt mit ijx — ^y ~ 0, also 
x = - p^||j/ = ~p^i?. 

Eine Tangente dieses Kreises geht durch einen nicht 
auf der Peripherie liegenden Punkt a^ \ y', wenn ihre Koordi- 
naten gleichzeitig mit p^(|*-i- ij^) = 1 die lineare Bedingung 
erfüllen a'g + y' r; -}- 1 = (§ 76). Da aber diese Gleichungen 
stets zwei gemeinsame Wertepaare |ji; besitzen, so gehen 
dwrch jeden Pmüct der El>ene swei Tangenten des Kreises, wie 
in jeder Geraden zwei Punkte desselben liegen (§ 79). Aus 
diesem Grunde wird der Kreis auch als Kwve zweiter Klasse 
bezeichnet. 

111. Tangenten aus einem Punkt x'\y' an den Ereis. 
Durch emen nicht auf der Peripherie liegenden Punkt x' \ y' 
gehen zwei Kreistangenten, deren Berührungspunkte zui^chst 
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zu bestimmen sind, Ist x" | y" einer derselben, so erfiillea 
seine Koordinaten gleichzeitig die Gleichungen 
a/'3+ j/"3= Q^^ x':tf' + y'y"= q% 
letztere, weil die Tangente x"x + i/'y = p^ durch den ge- 
gebenen Punkt gehen soll. Dnrcli Auflösung dieser Bedingungen 
erhalten wir für die Koordinaten der Berührungspunkte: 



Somit sind die Tangenten aus einem reellen Punkt nur 
dann reell und gesondert, wenn der Kreis reell und x'^-\- y'^> q^ 
ist, d. h. der Punkt außerhalb des Kreises liegt. Ans einem 
Punkt des Innern oder an einen imaginären Kreis gehen 
konjugiert imaginäre Tangenten, Die beiden Tangenten fallen 
zusammen, wenn a;'^ + y'^ = (f^ ist oder der Punkt auf der 
Kreisperipherie selbst hegt. [Dasselbe ia-itt ein, wenn der 
Kreisradius Null ist, und zwar ist dann der Berührungspunkt 
der Mittelpunkt. Alle Kadien des Nullkreises sind zugleich 
Tangenten, da sie in vereinigten Punkten schneiden. Für die 
imaginären Punkte x'\y' des NulLkreises werden x" \y" un- 
bestimmt, denn die Tangente in allen solchen Punkten ist 
die Gerade absoluter Richtung.] Unter allen Umständen 
werden die Berührungspunkte definiert als die Schnittpunkte 
des Kreises mit der bestimmten Geraden a/« + y'y = q^. 
Die Gleichung derselben hat die Form derjenigen der Tangente 
und wird mit dieser identisch, wenn x'\y' dem Kreise an- 
gehört. Wir werden diese Gerade spater (§ 115) als Polare 
Ton x' I y' weiter betrachten. 

Die Gleichungen der Tangenten ergeben sich durch Ein- 
setzung obiger Ausdrücke in x!'x -|- y"y — q^— als 
^[x' {x - 3^) + y' {y - y')] ± {y' X - afy) ya^^ + y'^ — e^ = 0. 
Das Produkt dieser beiden Gleichungen liefert, in einer von 
Wurzelgrößen freien Form, die Gleichung des Tangenienpaares 
aus a/ 1 y' (vgl. § 54) 
p' [x' {x — s^)-\- y'(^ - y')f -(a/^ + y'^- f) (y'x - x'y)" = 0.*) 

*) Man weist leiott naeli, daß diese Gleiclrajig gemäß § BS ic 
x~ ix' \y —y' homogen ist. 
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Für die Abstände der Beriibruugepunkte von x'\ij', die 
Längen der Tangenten, erliUlt man. einen einfachen, für beide 
gleichen Ausdruck. Es ist aämlich, da .r"^ + i/"^ ^ p^ 
a/ai"+ j/j/' = p^ das Quadrat der Tangmtedänge 

d. h, gleich dem um das Radiusquadrat yerniinderten Quadrat 
der Entfernung des Punktes x' \ j/ vom Kveiszentrum. In der 
Tat bilden die Tangenten mit den Radien der Berührungs- 
punkte die Katheten rechtwinkliger Dreiecke mit gemeinsamer 
Hypotenuse. 

112. Parameterdarstellung des Kreises. Beim Gebrauch 
von Polarkoordinaten sind die Kreise um den Nullpunkt offen- 
bar von den Gleichungen »■ — p (§ 7). Jeder einzelne Punkt 
eines solchen Kreises ist also durch den Winkel ■& seines 
Radius gegen die Achse bestimmt. Statt die Lage eines 
Punktes im Kreise durch zwei untereinander abhängige 
Koordinaten x\y zu fixieren, ist es oft zweckmäßig, dieselben 
in Funktion dieser einzigen unabhängigen Veränderlichen d- 
auszudrücken, die wir dann den Parameter des Fwtktes x\y 
oder & im Kreise nennen. 

Ein Punkt a^ \ »/ eines Kreises vom Zentrum k | ß und dem 
Radius p wird vermittelst seines Parameters %■' dargestellt als 

a;' = K 4- p cos e^, j/' = (5 + p sin Q'. 
Nimmt %■' alle Werte an, so durchläuft der Punkt die Peripherie. 

Demnach wird die Gleichimg der Tangente im PunM ■&' 
(§ 109) (x - a) cos &'+ (y- ß) sin &'—q = 0. 
Wenn daher umgekehrt die Gleichung einer Geraden eine 
Unbestimmte &' derart enthält, daß sie obige Form annimmt, 
so berührt sie den Kreis (i\ß', p. 

Jene Gleichung der Tangente ist leicht zu verifizieren, 
indem wir die Gleichung der Sehne der Punkte %■', &" direkt 
bilden. Der sie halbierende Radius gehört zu dem Winkel 
Y ip' -\- ■9'"} und der senkrechte Abstand der Sehne vom 
Zentrum ist p cos \{p' ~ ^")- Also lautet die Normalform 
der Gleichung der Sehne 
X cos I (#' + %") + y sin I {%' -f- «■") - p cos \ (p' - &") = 0. 
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B. l) Die Koordinaten des Schüittpunktes der Tangenten 
in zwei Punkten &', #" des Kreises sind 

cos-i-(&' + &") sin l («■'+&") 

^ coa -g- (&■ - «■■') cos ^ {& - &■') 

2) Ort des Schnittpunktes der Tangenten an den Enden 
einer Sehne von konstanter Länge. 

Indem wir die Substitution dieses Paragraphen in die Glei- 
chung (a:'— a/')* + (y — y)*= konst. machen, reduziert sie sich 
auf cos (O' — 9") ^ konst. 

War die Länge der Sehne = 2p sin d, so ist &' — &" = 2S. 
Die im letzten Beispiel gefundenen Koordinaten erfüllen die Be- 
dingung {x^ + y^) cos^ & ^ Q^ als die Gleichung des Ortes. 

3) Der Ort eines Punktes, welcher eine Sehne von gogehener 
Länge in einem bestimmten Verhältnis r teilt, ist a:^ -j- 1/* ^ konst. 

4) Die Diagonalen zwischen den Gegenecken eines dem Kreis 
umgeschnehenea Sechsecks schneiden sich in einem Punkt. 

Seien die Beruht ungspunkte dei lechs 'leiten &i, 9^, ... &^, 
dann ist die Gleichung dei Verbindung=!linie dos Schnittpunktes 
dei lanj,enti,n in &j^, -Sa mit dem der Tangenten &^, ■9-^ 
sin4-(;&g-.&5)[T-crs i{0-j+#J+i/sm 3 (*i+ *i)- ? cosK^j-O^] 
sin |(&j -&)[x cos y(_#2 + ■&6) + «; sin ^ (^a + #5) - ? cos J (»^- &^)] = 
Addieren wu s e z den anderen zwei Gleichungen derselben Form 
für OgOg, & 9g und & S-^, ^e^i, so ist die Summe Null. 

5) Alle Sehnen on konstanter Länge in einem Kreis be- 
rühren ein n zw ten K eis. Denn in der Gleichung der Sehne 
nach dem le^it st gemäß 2) &' — i)'" = S bekannt und *' + ^' 
unbestimmt l e "^ehne 1 erührt daher stets den Kreis 

^ + y^^ p'cos^ ä. 

6) ^\ enn e ne Anzahl von Punkten gegeben ist und eine 
Gerade so gelegt vrl daß das wi, fache ihres Ahstands vom 
ersten Pu kt nd das m^ fache ihres Abstands vom zweiten 
Punkt usw e ne kon tante Summe gibt, so umhüllt die Linie 
einen festen K e s ( \ gl. § 49, 4, wo die Summe Kuli ist.) 

lüde 71 w r d Be e chnung jenes Beispiels annehmen, haben 
wir statt d r d rt gefunlenen Gleichung nur zu schreiben: 
[xZ — Z 3- ] cos a + [yZmi — Zmiifi] sin a = konst. 
Also 1 erührt die Cerade stets den Kreis 



h^I4' 



- -^r— = tonst.. 



dessen Zentrum das Zentrum der mittleren Entfernungen der ; 
g ebenen Punkte ist 
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250 "^'"^- Üer Kreia, 113. 

113. Die allgememe Polarglei cliuiig dea Kreises köimen 
wir erhalten, indem wir in die auf rechtwinklige Achsen be- 
zogene Gleichung desselben durch ic = r cos #, y =^r sin &; 
a = c cos y, ß == csmy die Polarkoordinafceu einführen, 

Sie folgt auch selbständig aus 
der geometrischen Natur des Kreises 
so: Sei der Nullpunkt^ C das 
Kreiszentrum, seien OP^r, 00=^0, 
endlich S- und y die Winkel von 
OP und OC gegen eine beliebige 
Achse X, also -^ GOP= & — y. Dann ist 

CP' = "ÖC'+ 0F^-20C- OFcoaCOP 
und dies gibt die Gleichimg in Polarkoordinaten 
r^ — 2cr cos (9 — y) + c^— ^^^ 0. 
Fällt die Nullachse mit 00 zusammen, so ist y ^0 zu 
setzen, und für c = bleibt r^= p^ Nehmen wir den Null- 
punkt auf dem Kreise an, so daß c ^ p wird, so lautet die 
Grleichung nach Absonderung eines Faktors r »• =^ 2 p cos (& — y). 
Die geometrische Bedeutung derselben ist die, daß der Peri- 
pheriewinkel über dem Halbkreis ein Rechter ist; denn nur 
so ist der Vektor die Projektion des Durchmessers. 

Umgekehrt stellt jede Polar gleichung von der Form 
r^ + 2hr cos # + 21er sm& -}-l = 
einen Kreis dar; es wird nämlich 

c^=h^+'k^, tan j- ^ Ä : A, q^ = h^ -{- h^ — l. 
Sie enthält den Vektor scheinbar nur linear, wenn l = 
oder l ^ ao, während htl, Tel endliche Werte behalten, d. h, 
wenn der Kreia den NuUpunkt enthält oder zerfällt (§ 104). 
Die Folargl&idiung der Tangmte in r'\9' ergibt sich auf 
dem Wege der Substitution in die Schlußform des § 109 als 
r'r cos {&' -\-%)—cr cos (y + *) — er' cos (j- -J- *') + » = 0. 

B, 1) Ort der Mittelpunkte Q, der Sehnen PF' im Kreise, 
welche durch einen festen Punkt gehen. 
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Es soll 0F+ OF' = 20Q sein, aber die Summe der 
Wurzeln der PolargleicliuQg ist = 2 c cos 9, daher OQ ^= c cos •&. 
Also hat der Ort die Polargleichung r = c cos & und ist der 
über OC als Durchmesser beschriebene Kreis. 

2) Wenn OQ als das harmonische Mittel (§ 14,2) zwischen 
OP und OP', d. h, wenn OQ =^ 0P4-0P' S^^iommsn wird, so 
ist wegen OPOP'= c''— ^\ OP + OP' ^ 2c ans & 

die Gleichung des Ortes 

eine zu OC im Abstand von gleich c- und also von C 

im Abstand — normale Gerade, d.h. die Polare von im Kreise, 
(§§111,115.) 

3) Ein Punkt P und eine Gerade r cos (# — a) ^p oder ein 
Kreis sind gegeben. Der Ort .von Q, wenn 0§ als der inverse 
Wert von OP, dem Vektor eines Punktes der Linie oder des 
Kreises genommen wird, ist der durch gehende Kreis 
pr = cosfO — w). 

4) Von einem Dreieck ist der Scheitel, der Scheitelwinkel 
und das Kechteck unter den Seiten gegeben; welchen Ort be- 
schreibt die eine Basisecke, wenn die andere sich in einer Geraden 
oder einem Kreise bewegt? 

Wir nehmen den Scheitel zum Pol, setzen die Längen der 
Seiten gleich r und r', und ihre Winkel gegen die Achse gleich 
■9- und ■&'; alsdann finden wir, indem wir flir r und für in 
die Gleichung des gegobeaen .Ortes li^-.r' und C + #' einsetzen, 
eine Kelation zwischen r' und 9^, welche die Polargleichung des 
durch die andere Basisecke beschriebenen Ortes ist. Diese Auf- 
gabe wird in derselben Art gelöst, wenn anstatt ihres Produkts 
das Verhältnis der Seiten gegeben ist. 

5) Durch einen Schnittpunkt zweier Kreise ist eine Gerade 
gezogen; man hat den Ort für den Mittelpunkt des zwischen die 
Kreise gefaßten Stückes derselben zu finden. 

Die Gleichungen der Kreise sind von der Form »-=2(1 cos(#—j') 
und !■ = 2 p' cos (& — /), die Gleichung des Ortes ist alsdann 
r ^ q cos {■ö' ^ j') 4; p' cos (O — y'); sie repräsentiert einen Kreis. 

6) Wenn durch einen beKebigen Punkt in der Peripherie 
eines Kreises drei Sehnen wiUküxlich gezogen werden und über 
jeder als Durehmesser ein Kreis beschrieben wird, so schneiden 
sich diese drei Kreise in drei anderen Punkten, welche in einer 
Geraden liegen .^^) 
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Nehmen wir den festen Punkt zum. Pol und d als den 
Durchmesser des ursprünglichen Kreises, so ist seine Gleichung 
r = d cos 9. Bildet der Durchmesser eines der anderen Kreise 
mit der Achse den Winkel ij, so ist seine Länge = d cos r) und 
die Gleichung des Kreises r = i? cos ij cos (# — i]); die Gleichung 
des zweiten Kreises ist ehenso *■ = (? cos i] cos (& — tf). 

Um die Polarkoordinaten des Schnittpunktes dieser zwei 
Kreise zu finden, suchen wir den Wert TOn #, für welchen 

cos ri cos {&■ — rf) = cos ij' cos {& — tj') 
und finden leicht & = tj -{- rj' und den entsprechenden Wert von 
r = d cos j) cos J) '. Ebenso sind die Polarko Ordinate n des Schnitt- 
punktes des ersten und eines dritten Kreises * = *; + »)", 
r = d cos jj cos Tj". 

Um nun die Polargleichung der diese beiden Punkte ver- 
bindenden Linie zu finden, setzen wir in die allgemeine Gleichung 
der Geraden r cos {^ ^ a) = p (§ 44) nacheinander diese Werte 
von 9- and r; aus den zwei Gleichungen zur Bestimmung von p 
und ö ergibt sieh 

^ = ÄC0STJC0S1j'c0s[ö — (l) + 7)')] = dcosTjcoS'»j"cos[ö — (tj+lj'')]! 
also ö = i; + jj' -}- jj" und p = cZ cos j o j cos ; 

Die Symmetrie dieser Werte zeigt daß es d eselbe f e -ade 
ist, welche die Schnittpunkte des e st n und z ve ten u d des 
zweiten und dritten Kreises verbindet 

7) Ein Ehombus MNOP von gegeb ne S te s al e ver- 
änderlichen Winkeln bewegt sich so, daß d e Eck n JI und 
auf einem festen K se m M ttel- 
punkt 6 unl Kad 3 r bieben, 
während d o Eck A e nen anderen 
festen K e s vom M ttelp nkt t j in 
der Distani 6 C = d und v m Ra- 
dius r^ durchläuft man b stimme 
den Ort d vi t n E k P 

Wenn w r d n M tteJi nkt C 

zum Pol und d e Zent alo ft zur 

Achse von Polarkoordinaten nehmen o daß t P ^^ B und 

^C^CP =-^0^0^=6 ist, so haVen lur i al M ttel- 

punkt des Rhombus 

CN^CL-NL, CP=OL + NL oder CN-CP=<Jl^—N1?, 
somit für ^HCO-^a 

CN- CP = *-*cos* <j-s^+r^ sin^ a^r^— s^; 
auch ist CN = d cos ö + ^rj^d^ sin^ ö, also 

[d cos e + l/»7^^# si^] B^r"-- / 
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Potenz, Tangentealaa; 
oder nacli leichter Umformung 



Der Ort ist 1 h d m T t I d iütt Ipimkt 

itt der Zentral Ab ta d ^'^ J' m P I 1 t D Ib 

geht mit(J== dfCl fdPih d a N 
durchlaufenen E Cdbd CCltht 

steht im Abst d ■ " — D ist 1 P lli h C I 

füliruiig:^**) e Kblbw^ A tdhd 

Gliederviereek M^OP gdlgH dbbwgg P 

114, Vot nz Ä f all SUid m K l ä 1 

emm festm Pu M gefa t l Eecl tel jti> l^ 

atis gemessene S g nt itt I h U E tals 

insbesondere d P d kt d Ab hn tt n d 

ausgehenden Durehmesseis, also auch dei Lariigeu det Noi- 
malen aus zum Kreis. (Vgl. § 37 und weiter § 192 Schluß.) 

Deun, nehmen wir als Nullpunkt der Polarkoordinaten 
(§ 113), so entsprechen einer Sekante von gegebenem Winkel & 
Segmente OP' = r', OP" = r", deren Werte Wurzeln sind der 
Polargleichung ^s _ 2cr cos (* - j-) + c= — p^ = 0. 
Somit ist ihr Produkt gleich dem konstanten Giiede 

rV'=cä- p^=TT, 
also von der Richtmig & der Sekante unabhängig. 

Hat nun die Koordinaten x^ \ y^, in dem Achsensystem, 
für welches die Kreisgleiehung die Konstanten a\ß\% besitzt, 
50 ist der Wert jenes konstanten Produkts c^— q^ 

n-(i.-«)>+{!/„-/3)'-(,' 

Das Sesidtai TT der SuhsÜtution der Koordinaten x^ | y,, 
eines Funictes in die liitke Seite der Normalform der Kreis- 
gleiehung Jieißt die Polens des Pimktes in iemg auf den Kreis 
(oder die Potenz des Kreises in dem Pnnkte).^^) Hiernach ist 
die Potenz nur KuU in Punkten der Peripherie. Die Potenz 
des Nullpunktes in bezug auf den Kreis ist einfach das kon- 
stante Glied a der normalen Kreis gleichung. Die Potenz 
des Kreiszentrums ist — q^, das negative Radius quadrat. 
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Für jeden reellen Punkt ist die Potenz reell. Bei reellem 
Kreise ist sie positiv oder negativ, je naehdem die reellen 
Segmente *^ und r" gleichen oder entgegengesetzten Sinnes 
sind. Im ersten FaU gibt es unter den reellen Segmenten 
insbesottdere gleiche, nämlich in den durch c^ sin^ (■& — y) ^ 9^ 
bestimmten Tangenten aus 0. Also ist die Fotens eines 
äußeren Piifüäes positiv und gleich dem Quadrat der Länge t 
seiner Tangenten (§ 119). Für unendlich ferne Punkte ist die 
Potenz unendlich groß. 

Im aweiten Fall können die Segmente speziell entgegen- 
gesetzt gleich sein, r' + r" = 0, nämlich ffir die in halbierte 
Sehne, die wegen cos (d- — y) = zum Durchmesser von 
normal ist. Also ist die Potens eines irmeren Pirnktes das 
negative Quadrat der halben kürzesten Sehne durch denselben. 
In bezug auf einen Nullkreis ist die Potenz jedes Punktes 
gleich seinem Abstandsquadrat vom Mittelpunkt. 

Auch in hezng auf einen imaginären Kreis läßt sich die 
Potenz eines reellen Punktes reell definieren. Ist nämlich 
p = p'i, also TT^c^+p'^, so bedeutet in dem reellen Stell- 
vertreterkreis (§ 103) TT das Quadrat des Abstandes des ge- 
gebenen Punktes von den Endpunkten des zu dem seinigen 
nonnaleu Kreisdarchmessers. Für jeden Punkt des Kreises q' 
ist die Potenz in bezug auf den konzentrischen Kreis p = p' ^ 
konstant gleich — 2p^. 

Man nennt die Quadratwurzel yf\ allgemein die 2"«»- 
gentenlänge, auch wenn sie imaginär ist, und den mit "[/TT 
als Radius um beschriebenen Kreis den Potenskreis von 
in bezug auf deu gegebenen. Derselbe ist nur für Punkte 
im Innern eines reellen Kreises imaginär, sonst stets reell. 
Er geht nach Definition stets durch die Eerährungspunkte 
der aus gezogenen Tangeuten an den gegebenen Kreis. 

Die Potenz einer Geraden, als eines unendlich großen 
Kreises ist in jedem nicht auf ihr liegenden Punkt unend- 
lich groß. In der Tat geht für « = oo, ß = ao, je = oo die 
Gleichung des Kreises nach Division durch ;i über in 

-2" x-2^-y + 1^0. 
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Also Meiben die Verhältnisse der Potenz des Nullpunktes 
zu den Koordinaten der zu einer Gei'aden normalen Richtung 
endlich und sind gleich den doppelten Aehaenabschnitten der- 
selben {§ 28). 

B. 1) Vier Punkte «ijO, »^ 1 0, 0\i/^, Ojä/j liegen auf 
einem Kreis, wenn Xi^2^?/iyi *^* ('g^- § 107). 

2) Durch zwei feste Punkte P^, P^ gehen zwei Ki-eise, die 
eine gegebene Gerade berühren. 

Denn, ist der Schnittpunkt von P^P^ mit derselben, so 
schneidet der aus mit dem Kadius yOP^- OP^ beschriebene 
Kreis die Berührungspunkte der Geraden heraus. 

115. Pol und Polare. Die Schnittpunkte einer Geraden 
mit einem Kreis können wir nach der Methode des § 51 
anch durch die Verhältnisse angeben, nach welchen sie eine 
Strecke cc'ly', x" \y" der Geraden teilen. Denn, sind diese 
Teilyerhältnisse «j : n^ bestimmt, so ergeben sich die Koordi- 
naten der Teilpunkte nach § 13. 

Die Koordinaten der Schnittpunkte des Kreises a\ß\^ 
mit der Verbindun^geraden der Punkte x' \ y, x" ' «/' sind in 

der Form enthalten — "^ 7"*''^ «i y + "a y ^ Setzen wir diese 

«,-1-%^ I ^ «] + »»,_ 
Ausdrücke für a: | )/ in die Kreisgleichung ein und multiplizieren 
dieselbe mit (w^ + «3)', so erhalten wir zur Bestimmung des 
Parameters % : % eine quadratische Gleichung 

TT"mi^+ 2P«iWa+ n'«a^= 0. 
In dei^elhen sind offenbar die Faktoren von %^ und %^ ein- 
fach die Resultate der Substitution von a^' \ y" (% = 0) und 
bez. von a^ I j/ (»*i = 0) statt x\ij in die Gleichung, also die 
Potenzen der gegebenen Punkte in bezug auf den Kreis. Den 
Koeffizienten P von 2n^n^ erhalten wir in den beiden sym- 
metrischen Gestalten 

= a/a/' -f y'y" - a(x' + x") -ß(y' + y") + ^. 
Nun können wir offenbar durch andere Wahl der festen 
Punkte in der gegebenen Geraden über die Größe der Teil- 
zahlen oder der Gleichungskoeffizienten verfügen. Die beiden 
Wurzein werden insbesondere entgegengesetzt gleich, d. h. 
die Schnittpunkte teilen die Strecke harmonisch (§ 14), wenn 

Salmon-Piedler, aDsI.eeoio.d.Esgelaclui. T. Aufl. 15 
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der Koeffizient P veraehwindet. Man nennt zwei Pwnkte 'J \ ^, 
x"\y'', die in ihrer Geraden äw(^ den Kreis harmonisdi ge- 
trewtii sind oder deren Koordinaten der Sedingwng P = genügen, 
konjugiert harmonisch oder h/wmonische Fole in iesug auf den 
Kreis. 

Ziehen wir eine beliebige Gerade durch den Punkt x' \ y'. 
Bo ist der von ihm durch den Kreis harmonisch getrennte 
Punkt x" I y" ihr Schnittpunkt mit der Geraden Toa der 
Gleichung 

(.«'- «)(^ - «)+(!/' - «(!,-«- s'-O. 
Der Ort der su einem gegätenen Funkt P' harmonisch hon- 
^igierten Pole P" heißt die Polare p' des gegebenen Pols in 
hezug auf den Kreis. Zu einem reellea Pol gehört stets auch 
eine reelle Polare. 

Die Polare steht auf dem Durchmesser des Pols P' 
senkrecht, da dessen Gleichung 
lautet 

(!,'-fl(a:-«)-(a:'-«)(!,-«-0. 
Ihr Schnittpunkt P" ist der in 
bezug auf die Durchmesser- 
endpuukte konjugiert harmo- 
nische Punkt zu P', wird also 
mittelst des Zentrums C stets 
reell konstruiert nach der harmonischen Relation des § 14 

CP'-CP"^q\ 
Tu der Tat berechnet man die Koordinaten x" | y" desselben 
(§ 32) aus 







wonach die vorige Streckenrelation verifiziert werden kann. 
Damit ist die reelle Konstruktion der Polare als Normale zum 
Durchmesser in dem konjugierten Pol auf demselben gesichert. 
Ist der Kreia imaginär (p = Q'i), so bemerkt man, daß die 
Polare wegen GP' - CP" = — q'^ bezüglich des Zentrums 
symmetrisch liegt zu der Geraden, die als Polare von P' im 
Stellvertreterkreis erhalten wird (vgl. § 17, i). 
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Insltesondere hat die Polare eines Punktes a:'\t/' in bezug 
auf einen Kreis x^ + y^ = q^ die Grleichung 

x'x + ^y= q\ 

Jedem unendlich fernen Pol t/ : x' =m' entspricht als Polare 

daher der zu seiner Ricbtimg normale Kreisdurchmesser 

^ + m'y = 0. 

B. l) Die Polare von 4 | 4 ia beaug auf 

{x- if+(i/ -2y= 13 ist Sa; + 2;/ — 20 = 0. 

2) Die Polare von 4 1 5 in bezug auf 
x^+f—Zx — 4y~8=='0 ist 5a; + 6)/ — 48 = 0. 

3) Der konjugierte Pol zu 5 | — 4 auf dessen Durchmesser im 
Kreise a;«+ ;,«- 8^+ 2^,- 8 = ist ^^^a^' 

4) Die Polare des Nullpunktes im Kreise « | ß | jr ist 

<.x + ßy - 7,: = 0. 

116. Die Polare eines auf dem Kreise liegenden Pols 
ist die in ihm berührende Tangente. Denn die Polare geht, 
wenn ihr Pol auf dem Kreise liegt, durch denselben und ist 
die Normale zu seinem Radius. Dasselbe lehrt die Über- 
einstimmung der Gleichungen der Polaro in § 115 und der 
Tangente in § 109. 

In dem durch einen gegebenen Punkt gehenden Sekanten- 
büschel befinden sich zwei Tangenten; in diesen ist der vierte 
harmonische Punkt mit den Schnittpunkten je im Berührungs- 
punkt vereinigt (§ 15). Bäher ist die Polare eines PunMes die 
Verhindungsgerade der Berührungspunkte seines Tcmgenien^aares. 
In der Tat bestimmt man nach § 111 die Berührungspunkte 
eines Tangentenpaares als die Schnittpunkte mit der Polare. 

Damit aber die quadratische Gleichung des § 115 gleiche 
Wurzeln liefere, müssen x'\y', a/'|j/" der Bedingung genügen 

pä_n'n" = 0. 
Ist also X j y irgendein Punkt in einer der Tangenten aus 
x' I j/, 80 genügen seine Koordinaten der Gleichung 
[(ic'-«)(»-«) + (!,'-ffl(>,^/))]' 

_n'[(a;-«)'+(j,-«'-f>]_0, 
d, h. dies ist die Ghkhimg des Tangentmjxmres. Für Kreise 
um den NuHpunkt lautet sie (Tgl. § 111) 

(l'l + S'S - ff - (a^' + !/" - ?') (it' +f- n') - 0. 
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$ Nun zerfällt die linke Seite der Gleichung des Tan- 
gentenpaares in das Produkt linearer Faktoren 'f^ • T^, also 
ist umgekehrt ideutisoh 

Aus dieser bestimmten Form, auf welche die Gleichung jedes 
Kreises gebracht werden kann, folgt, daß für jeden Punkt 
des Kreises das Produkt seiner Abstände Ton zwei Tangenten 
in konstantem Verhältnis zu dem Quadrat seines Äbstandes 
von ihrer Berührungssehne steht. 

Offenbar kann aber zu jedem gleichschenkligen Dreiseit 
ein Kreis gefunden werden, der die Schenkel in den Basis- 
ecken berührt. Sind nun die Gleichungen der Schenkel 
T^=iccosTj-|-)/ sinti— i)i = 0, T^ = x C0ST3+ y sin x^—p^^i), 
so ist die der Basis notwendig von der Form 

P = iT cos l (ti +r^) — ij sin -|- (t^ + 1^2) - i»» = 0- 
Es muß somit eineVerhältniazahl ft geben, so daß P^—?(:2'irj = 
einen Kreis darstellt, wenn auch nicht in der Normalform. 
Ordnet man die hnke Seite, so ergibt der Ausdruck der Kri- 
terien des § 101 Ic = 1. Demnach ist der Ort eines Funlcies, 
der suJi so bewegt, daß das Quadrat netneb smhechl&i Ah 
Standes von det Basts emes gletehsckmkhgen Dieteda. gleich 
dem Produkt äet AbsUmde von den beiden ScJienkeln ist, dei 
Kreis, ivächet ditse su TiiHqe»ttn nnd die Sasf^ ^m Se 
rührtmgssekne hat. 

B. 1) Die Gleichung des Tangentenpaarea aus dem Null- 
punkt (§ 115,4) an den Kreis « 1 13 | w lautet 

(CCX+ ßy - itf - it (x^ + p^ - 2ax ~ 2ßp + n) = 0. 

2) Die Geraden x - 6 ^ 0, 3« + 4f/ - 25 = und 
2a; + y — 10 =- bilden ein gleichschenkliges Dreieck; der in 
den Basisecken berührende Kreis ist 

(H+^'y^ (, _ 5) "i+f^ -{(.•+.'- 26). 

3) Der Winkel S des Tangentenpaaras aus x' \i/' ana;^+i/'=^^ 
bestimmt sieb (§ 55) aus 
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4) Der Ort der Seliiiittpunkte rechtwinkliger Tangenten ist 
ein zum gegebenen konzentrischer Kreis vom doppelten Eadius- 
quadrat. 

117, Die Grleichung zwischen den Koordinaten konjugiert 
liarmonisclier Pole 

x'^' + y'y" ~a{x'-\- x") - ß {y' + y") + ji = 
ist in a/ 1 y und a^' | y" vollkommen symmetrisch. Also ist 
sie ebensowohl die Bedingung, unter welcher x'' | y" m der 
Polare von af \ «/ liegt, wie die, damit die Polare von af' \ «/" 
durch a/ 1 y' geht. Liegt somit ein Pun^t P" in der Polare 
eines Pu^ctes P', so liegt auch P' in der Polare von P". 
Daher ist die Polare des Zentrums die unendlich ferne Gerade, 
da die Durchmesser Polaren von Richtungen sind. 

Wir finden so den Pol einer Geraden als den Schnitt- 
punkt der Polaren von zwei Punkten derselben. Z. B. schneiden 
sich die Tangenten in den Schnittpunkten der gegebenen Ge- 
raden mit dem Kreis in ihrem Pol, die Polare ist Berührungs- 
sehne seiner Tangenten. Analytisch genügt es zur Bestim- 
mung des Poles einer Geraden |'x -f- ij'«/ + 1 — 0, ihre 
Gleichung mit der allgemeinen Form euier Polare zu ver- 
gleichen. Es sind danach die Linienkoordinaten |' | tj' der 
Polare von af \ y' 

somit folgen durch Auflösung umgekehrt zu ^ \ i] die Ko- 
ordinaten 'x' j y des Poles. 

Ihi/r(Mäuß P" die Polare von P', so dreht sich die Polare 
von P" um den Pol P' und umgek^rt, oder einer geraden 
Eeihe mn Polen entspricht ein Büschd mn Polaren, wobei die 
Träger auch als Polare und Pol susammengehörm. Sind in 
einem Kreise a^ -{- y" — q^ = die Polaren von x^\y^, x^ly^ 
Xj^x + y^y — Q^ — , x^x + y^y — Q^= Oj so ist die Polare 
von ^' _''^' ^' J"^' in der Tat 

XiX + y,y~&^--v {x^x + y^y -~ f) = 0. 
Also ist ihr Sinusteil Verhältnis v' in dem durch jene be- 
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stiinmten Büschel zu dem Teilverhältnis v des Pols in der 

Reihe proportional, nämlich 1-' = v [/ — jx~*s (§ 62). 

Setzt man überhaupt in die Gleichung der Polare 
XiX + y^^y — q'' ^ von P^ die Koordinaten eines anderen 
Punktes P^ ein, so ist a:j3^ + j/jj/^— p^ gleich dessen Ab- 
stand Pg^i Yon der Polare multipliziert mit OP^, ebenso 
aber gleich dem mit OF^ multiplizierten Abstand P^Q^ von 
der Polare des aweiten Punktes. FÖlU m(m also von einem Punkt 
Pj die Normale P^Qs <Mif die Polare eines anderen P^ imd von 
Pj die Normale P^Qi atif die Pdare P^, so ist 
-Pift : OP^ = P,Q,: OP^. 

B. 1) Dor Pol von ü-^x + a^y + Og = in bezug auf 
'f^-ly^=^'^ ist —"-i\—^-' 

2) Der Pol von 3k + 4i/ = 7 in beaug auf 

3) Der Pol von 2^ + 3i( = 6 in bezug auf 

{x— lf+ (i/ — 2)^= 12 ist — 11 j— 16. 

4) Die Polaren von vier Punkton einer harmonischen Gruppe 
bilden ebenfalls eine solche Gruppe. 

5) "Wie iu B. 2) § 113 der Ort der harmonischen Mittel Q 
zwischen den Punkten F und P' eines Vektors aus in Polar- 
koordinaten bestimmt wurde, so kann os auch für die allgemeine 
Kreisgleicbung 

X^J^y^-2ax-^§y + 7t^Q 
geschehen, die in Polarkoordinaten lautet 

r^ — 2 (ft cos # + |5 sin «■) J- + jc = 0. 
Nach dem dortigen Verfahren finden wir für den Ort der har- 
monischen Mittel *■ = örr g ■ g, ' oder ux -^ Py — % = a, 

die Polare des Nullpunktes. Und in Shnlicher Art für verwandte 
Aufgaben. 

118, Polarkonjugierte Dreiecke. Die Polaren der Ecken 
eines Dreiecks P^P^P^ in bezug auf einen Kreis bilden ein 
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Dreiseit P'^P'^, P\Pi, P\P\ und die Polaren von dessen 
Ecken F\, P'^, P\ sind die Seiten P^P„ P^P^, P^P^ des 
ersten. Solche Dreiecke nennt man polarkonjugiert in bezug 
auf den Kreis. Die Verbindvmgsgeraden P^P'^, P^^'n Ps^'s 
der entsprechenden Eckert m pdlarkonjugierten Dreiecken schneiden 
sich in einem Punkte. Denn deren öleichungen lauten, für 
x^-\-y*=Q^ als Gleichung des Kreises und wenn a;^|!/i, 
a^l^j, 3^1 j/j die gegebenen Punkte sind, offenbar (§40) 

(a^a^ + y^y^ - q^) {x^x + y^y - q'') 

= («1^ + «/i^a - P') (%^ -i- VbV ~ ?')■ 
Dann liegen nach § 64,4 die Schnittpunkte P^Pg, P'^P'^; 
P^P^, P\P\\ P^P^, P\P\ ia einer Geraden, der Polare, 
jenes Schnittpunktes der Verb in dungs geraden. 

Dieser Satz enthält in sich folgenden speziellen Fall: 
Ist ein Kreis einem Dreieck eingeschrieben , so schneiden sich 
die Verbindtmgsgeraden je einer EcJce mit dem BerüJwtmgspunki 
der Gegenseite in einem Punkt. Denn zn dem Dreieck von 
drei Punkten des Kreises ist das Dreiseit ihrer Tangenten 
polarkonjugiert. 

Ein Dreieck ist sich selbst polarkongugiert und heißt ein 
Polardreieck, wenn su jeder Ecke P^, P^, P^ die Gegenseite 
jPii Pa? Ps '^ Polare gehört. Es ist dazu nur erforderlich, 
daß die Koordinaten der drei Punkte P^, P^, Pg den Rela- 
tionen gemäß gewählt sind 

^1^2 + ViV^ = Q^> ^^3 + ViVi = e^ ^3^1 + PaVi = Q^- 
Ist 3^1 1 j/i vöUig willkürlich gegeben, so kann als x^ \ y^ nur 
noch ein Punkt der Polare iCj a; + j/, j/ = p* angenommen 
werden, und die dritte Ecke ist völlig bestimmt. Wenn eine 
Ecke auf dem Kreise liegt, so fällt auch eine zweite mit ihr 
zusammen und man hat kein eigentliches Dreieck mehr. Das 
Zentrum C des Kreises ist der gemeinsame Höhmscknittpimlct 
äUer Pölardreieeke, denn die Normale vom Pol auf die Polare 
mnß durch dasselbe gehen (§ 115). Die Pölardreieeke eines 
reellen Kreises sind notivendig shimpfwinklig und swar liegt 
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die stumpfe Ecke im Innern des Kreises. Zunächst muß 
mmlich stets eine Ecke im Innern liegen, wie man auch 
— ^ % 1 Vi wählt. Denn, geht man etwa 
von einem äußeren Punkte x^ \ y^ 
aus, so sind doch die konjugiert har- 
moniachen Pole x^\y^, x^\y.^ durch 
einen der reellen Schnittpunkte der 
Polare von x^ \ y^ getrennt. Das Qua- 
drat der Entfernung harmonischer 
Pole Xy \ ?/, und x^ \ y^ kann aber geschrieben werden 

oder ist also gleich der Summe TT^+TTg ihrer Potenzen, da 
das letzte Glied verschwindet. Von den Summen TTj+TTa, 
TTg+TTj, TTg + TT^ ist aber diejenige am größten, welche 
zwei positive Summanden hat, d. h. die außerhalb des 
Kreises liegende Seite P, P^ des Polardreiecks ist die größte. 
Endlich liegt ihr ein stumpfer Winkel gegenüber, weil 
ü, f n, > (Hj + n^) + {H, + ü,). 

In bezug auf einen imaginären Kreis gibt es gleichwohl 
reelle Polar dreiecke, jedoch sind dieselben, spitzwinklig, da 
die Potenzen der Ecken sämtlich positiv sind, also auch 
das Quadrat TT^ + TTj der größten Seite kleiner ist, als die 
Summe der Quadrate TT^-f Hg, T\^-{- TTg der anderen. 

B. 1) Polarkonjugierte Dreiecke in bezug auf !e^ -{- i)^^ 3^ 
sind 3|6, l|0, -- 3 | 3 und 9|12, — 1|2, 9| — 3 und der 
Schnittpunkt der Verbinduags geraden der Ecken ist — 1 | 2. 

2) Ein Polardreieck bezüglich a;*4 y^— 2^ ist 1 1 1, 3 1 1, | 4. 

3) Das Produkt der Segmente, in welche der Höhenschnitt- 
punkt eiBes Dreiecks die Höhen zerlegt, ist konstant, nfimlich 
gleich dem Kadiusquadrat des Kreises, in bezug auf den das 
Dreieck sich selbst konjugiert ist. 

4) Durch das Polardreieck 4 | 3, - 5 | - 3, 11 | - 11 ist der 
Kreis (x - df + {y -iy+ i^=0 bestimmt. 
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119. Radikalaclise zweier Kreise. Die Norraalgleiehung 
x'+f-2ax-2ßy + ;r = 
eines Kreises k | j3 1 Jt ist abkürzend mit TT (a; | j/) = oder 
TT = zu bezeicliiien, da die linke Seite derselben nach 
§ 114 die Potenz TT des Punktes a;|j/ in bezug auf den Kreis 
ausdrückt. 

Sind zwei Kreise ffjftjrc,, Ks|^g|jr, oder n^=0, n, = 
gegeben, so haben dieselben in einem beliebigen Punkt ic|»/ 
im allgemeinen verschiedene Potenzen TT^, TT^. Diejenigen 
Punkte insbesondere, deren Potenzen in bezug auf beide 
Kreise gleich sind, erfüllen einen Ort, da ihre Koordinaten 
nur der einen Bedingung zu genügen haben: 
TTj = TTg oder TT^ — TT^ = 0. 
Diese Bedingung, ist aber, da die quadratischen Gheder in 
TT^ und TT^ denselben Koeffizienten haben, nur noch linear 

2(^3 - c^)cc + 2(;S,- ^,)»/ + jTj - ^ = 0. 
Der Ort der Punläe von gleichen — enälichen, — Potenzen ie- 
guglich ztveier Kreise ist eine stets reelle Gerade TTj — TT^ ^ 0, 
wache die Potendinie oder Badücalachse der gegebenen Kreise 
genannt wird}^ 

Außerdem ist auch die unendlich ferne Gerade ein Ort 
Yon Punkten gleicher, nämlich unendlich gi-oßer Potenzen. 
Denn für Werte x= oo oder y ^ oc hängt der Wert von TT 
lediglich von dem in TT^ nnd TT^ übereinstimmenden höchsten 
Glied x^-\-y^ ab, da die Glieder niedrigeren Gradea bei 
Division durch jenes verschwindend klein werden, also neben 
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x" + y^ nicht in Betracht kommen. Der gesamte Ort der 
Punkte gleicher Potenzen he steht also aus der unendlich 
fernen Geraden und der Radikalachse der gegebenen Kreise, 
ist also eigentlich selbst ein zerfallender Kreis {§ 104). 

Die Eadikalaehse liegt im allgemeinen im Endlichen. 
Nur für «i^ffä, ßi^ ß^ reduziert sieh ihre Gleichung auf 
f- 4- 1/ + JT^ — jTj ^ 0, d. h. für 0wei konzentrische Kreise 
fällt die SadiKaJacJise in die unendlidi ferne Gerade. 

In allen übrigen Fällen ist die Radikalachse folgender- 
maßen leeU zu bestimmen. Die Verbindungsgerade der Kreis- 
zentia ti^i ß^, tt | ß^, die Zentrale der Kreise, hat die Gleichung 

(ß, -ß,)x- («1 -^)y + «i(5, - a^ß, = 0. 
Somit smd Zentrale und Badilcaladise stets zueinander normal 
(§ 31} und es genügt die Bestimmung ihres Schnittpunktes. 

Bezeichnen wii die Entfernung derZentra oder dieZeniral- 
distan^ dey Kreiie l/K«!— (%)^ + (ft— ß^^] mit c, so ergeben 
?i(,h leicht die ÄhstUnde d^, d^ der Zentra a.^^\ßi, «äli^s ^^^ 
dei Kadikalaehse aus ihrer durch c dividierten Gleichung als 

ä,--~ —^l'^'-: li, - - -'-'if--- 

Hieraus folgt aber einfach d^^ — d^^ q^ — q^; die Kadikal- 
aehse teilt die Zentral dlstanz so, daß die Differenz der Quadrate 
der Teile gleich der Differenz der Radienqaadrate ist. Der 
Teilpunkt liegt zwischen den Mittelpunkten, wenn p^^— pi^ 
dem absoluten Wert nach kleiner als c^ ist, denn d^, ä^ sind 
dann verschiedenen Zeichens. 

Dasselbe folgt aus der Forderung, daß die Tangenten 
aus jenem Teilpunkt gleich sein müssen. Denn gemäß 
§ 114 hat die Eadikalaehse die Eigenschaft, daß die von 
einem ihrer Funkte a/iis an ieide Kreise gesogenen Tamgenteit 
gleich lang sind. 

120. Die Schnittpunkte zweier Kreise haben in beiden 
die Potenz Null, gehören daher stets dem Orte gleicher 
Potenzen in hezug auf dieselben an. Dieser besteht aus der 
Eadikalaehse und der unendlich fernen Geraden, schneidet also 
jeden der gegebenen Kreise in zwei Punktepaaren (§ 106). 
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Da jedoch eines derselben unendlicli fern ist, finden wir not- 
wendig übereinstimmend mit der Anschauung: gwei Kreise 
Iförmen nicht mehr als swei SchnUtpuMe im Endlichen haben. 

In der Sprache der analytischen Geometrie müssen ge- 
mäß dem Theorem des § 23 zwei Kreise, da ihre Gleichungen 
vom zweiten Grade sind, vier Schnittpunkte besitzen. Von 
diesen sind die Schnittpunkte mit der unendlich fernen Ge- 
raden nach § 108 allen Kreisen überhaupt gemeinsam, da sie 
die absoluten Richtungen sind. Demnach haben zwei Kreise 
nur zwei nicht absolut feste Schnittpunkte und diese liegen 
aul' ihrer ßadikalachse. Auch sie fallen mit den absoluten 
Richtungen zusammen, wenn die Kreise konzentrisch sind. 

SomU iesitsen zwei nicht -Icongentriscke Kreise stets swei im 
Endlichen gdegene Schniti^unkte , deren iwtiomdig reelle Sehne 
die Badikaladise ist. Damit ist die 
Bestimmimg der Schnittpunkte 8^, 
jSj zweier Kreise auf § 106 zurück- 
geführt; sie liegen symmetrisch 
zur Zentrale und können reeU, ge- 
sondert oder vereinigt, oder kon- 
jugiert imaginär sein. Im letzten falle ist die Radikalachse 
als der Träger des Punktepaares nach dem vorigen Paragraph 
reell konstruierbar. Sonst ergibt sie sich umgekehrt am ein- 
fachsten aus den Schnittpunkten als die gemeinsame Sehne 
(Chordale) der Kreise. Für zwei sich berührende Kreise gebt 
sie in ihre gemeinsame Tangente im Berührungspunkt über. 
Je nachdem Pi + Pa = c, oder pg — p^ ^ c (p^ > p^), berühren 
die Kreise die Radikalachse von entgegengesetzter oder gleicher 
Seite; ihre gegenseitige Berührung geschieht von außen oder von 
innen, bez. ausschließend oder einschließend; damit reelle 
Schnittpunkte existieren, muß sowohl p^-f-p2><'als p^— pj<csein. 

Von Interesse sind namentlich die Schnittpunkte zweier 
Nullkreise. Die ßadikalachse derselben ist die Mifctelnormale 
ihrer Zentrale. Zwei reelle Funkte eines Paares von der 
Mitte M I u' können dargestellt werden als u -\- v' \ u' — v, 
u~v'\'U,' + v; dann sind die Schnittpunkte der Nullkreise 
an denselben 
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{x — u -^ v'f -\- {y — ij! ~ vf = a 
die konjugiert imaginären Punkte u + iv \ u' + iv' (vgl. § 16). 
Somit kann ein imaginäres Punktepaar jederzeit definiert 
werden als das Paar der Schnittpunkte zweier bestimmter 
NulLkreise, deren reelle Zentra man etwa die zu den imagi- 
nären assomerten Funkte genannt hat. (Vgl. § 96,1.) 

B. 1) Die Eadikalaehse von x^ -\- y^ —' ix — ö«/ -|- 7 = 0, 
x^ + f + Qx + 8^ - Q = ist 103!+ 13)/ - 16 = 0. 

2) Die Eadikalachse von zwei reellea Kreisen und die der 
imaginären Kreise, derea Stellvertreter jene sind, liegen zur Mitte 
der Zentrale symmetriseli. 

3) Die Radikalaehse eines reellen und imaginären Kreises 
ist rechtwinklig auf der Zenti-ale in dem Punkte, dessen Tangenten 
an den ersten gleich seinen AbsiÄuden von den Schnittpunkten 
des zur Zentrale normalen Durchmessers im Stellvertreter des 
letzten sind. 

4) Die Eadikalachse eines Kreises mit einem Punkt (llluUkreis) 
halbiert den Abstand des letzten von seiner Polare im ersten oder 
halbiert die Tangenten; denn ist g, = 0, so ist 2cd^ = q^^ — c^, 

5) Das Quadrat der Tangente von einem Punkt eines Kreises 
an einen anderen ist dem Abstand desselben von der Eadikalachse 
proportional. 

121. Hadikalzentrum dreier Sreiae. Sind drei Kreise 
TT^ = 0, TTj = 0, TTj = gegeben und bestimmen wir für jedes 
Paar derselben die Eadikalachse, so geht aus den Gleichungen 
TT^-n3 = 0, n3-n3 = 0, TT3-n^ = derselben hervor, 
daß sie dnrch einen und denselben Punkt gehen (§ 41). 
Drei Kteibe besttf^m tm nUgtmeuim em Hadikahentrum, den 
SdmiUpunlt de) dtei FiodtJalaiJi-^in Die Koordinaten des- 
selben lauten 

ft(«3-s)+^.(«i-''a)+p8(«,-''i) I «>(ft-W+«,(ft-ft)+".(ft-Pi)' 
Für Kreise von gemeinsamer Zentrale ist das Eadikalaentrum 
somit unendlich fem (§ 38). 

Auch kann dann der Fall eintreten, daß die drei Kreise 
dieselbe Radikalachse haben, d. h. durch dieselben beiden Punkte 
gehen. Die Bedingung, daß drei Kreise gemeinsame Schnitt- 
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punkte haben, ist somit das gleichzeitige Verschwinden der 
Zähler nnd des Nenners obiger Quotienten 

Da für drei Kreise, deren Mittflpunkte nicht auf einer 
Gferaden liegen, das Radikalzentrum im Endlichen liegt so 
kann der Satz dazu dienen, die Eadikalajbse von zwei leellen 
Kreisen ohne reelle Schnittpunkte zu bestimmen Man kann 
stets einen Hilfskreis einführen, der die beiden gegebenen reell 
schneidet, und hat vom Schnittpunkt der gemeinsamen Sehnen 
die Normale auf die Zentrale der gegebenen Kreise zu fällen. 

Somit ändert sieb das Radikalzentrum nicht, wenn wir 
von den drei Kreisen 713=0 durch einen beliebigen anderen er- 
setzen, der nur mit TTg = dieselben Schnittpunkte haben soll, 
denn von den drei Radikalaehsen bleiben dann zwei fest. Wir 
sagen: Die gmmnsamm Sehnen eimes festen Kruses mit Kreisen 
äwch eivei feste Funkte gehen durch einen festen Punkt. 

Das Radikalzentnim ist der einzige Punkt, dessen Tan- 
genten jui die gegebenen Kreise gleich lang sind. Die drei 
Paare ihrer Bertihningsp unkte liegen somit stets auf einem 
Kreise, dem Kaivptkreise der drei gegebenen. Derselbe ist 
nur dann imaginär, wenn das Kadikaizentrum sich innerhalb 
eines reellen Kreises unter den gegebenen befindet. Denn die 
Tangenten an einen imaginären Kreis aus einem reellen Punkt 
haben stets reelle Länge (§ 111); also kann der Hauptkreis 
nur imaginär werden, wenn die gegebenen Kreise sämthch 
reell sind und sich überdies reell schneiden. In der Tat zeigt 
eine einfache Überlegung, daß das Radikalzenfcrum nur dann 
im Innern von drei sich paarweise schneidenden Kreisen liegt, 
wenn die Schnittpunkte zweier derselben je durch den dritten 
getrennt sind. 

B. 1) Das Eadikalzentrum von (x - If -^ {y — 2)^ = 1, 
(a;_3)3 + ^«=5, (3;-|-4)^+(2/+0'=9 ist - i^ | - f| und 
der Radius des Hauptkreises jgyl94, 

2) Die Geraden , welche die Mitten der aus zwei festen 
Punkten an einen beweglichen Kreis gezogenen Tangentenpaare 
verbinden, schneiden sich in der Mittebionnale jener Punkte. 

Denn, die drei Geraden sind ßadikalachsen (§ 120, i). 

122. Sehnittwinkel. Als den Schnittwinkel (o zweier 
reellen Kreise bezeichnet man vorzugsweise denjenigen von 



y Google 



238 VD. Systeme von Kreisen. 122. 

den Eadien eines Schnittpunktes iSj eingesciiloBBenen Winkel, 
welcher im Dreieck der Zentrale gegenüber liegt (Fig- § 120). 
Dieser ßadienwinkel ist an beiden Schnittpunkten S^, S^ 
gleich, denn sie bilden mit den Mittelpunkten kongruente 
Dreiecke. Aus denselben folgt seine Große durch 

CO. „ ^ „ '1-'^-'.^ ^ _ -. + -. -^("oi+AW 

In diesem Ausdruck ist die rechte Seite nur em ethter 
Bruch, solange Pi + Ps > c > p^ — Pi i^t (§ 12U), dagegen stets 
reell, solange die Kreise beide reell oder beide iraagmar sind; 
sie wird rein imaginär, wenn ein Kreis reell, der andere 
imaginär ist. Nach der analytischen Definition des Kosinus (§ 42) 
ist das Argument co rein imaginär, wenn cos^ro > 1, und komplex 
mit dem reellen Bestandteil -5-, wenn cos ci rein imaginär ist. 
Wir definieren nun, ganz unabhängig von der Realität und 
dem reellen Schnitt der Kreise, den Quotienten der Funktion 
<?— Pi*— Q^ dwrch das negative doppelte Badienprodirkt als den 
Kosinus des Scknittwinkds der Kreise. Alsdann ist der Winkel 
oder sein Komplement entweder reell oder rein imaginär. 

Sind die Kreise reell, so anterscheidet sich ihre Lage, 
je nachdem der Schnittwinkel spitz oder stumpf ist, offenbar 
so, daß der eine den anderen mehr einfichließt (Mittelpunkt M^) 
oder mehr aussehließt (M^). Ganz gebräuchlich ist diese 
Unterscheidung bei der Berührung zweier Kreise (§ 120): sie 
ist einschließend (innerlich) oder ausschließend (äußerhch), je 
nachdem co = oder a ~ ^ ist. 

Ist der Schnittwinkel ra ein Rechter (cos co = 0), so sagt 
man, die Kreise schneiden sich orthogonal. Somit ist 
c^ ^ ?i* + 93^ oder -|- (jr^ + %) = et. Kg + ft(3s 
die Hedingimg det Ortitoyonalität zweier Kreise. 

Daß einKieis einen anderen rechtwinklig schneide, ist also 
eine für die Koeffizienten seiner Gleichung lineare Bedingung. 
Aber die zu einem gegebenen reellen Kreise gj orthogonalen 
Kreise q^ sind nur leeU, wenn ihre Mittelpunkte außerhalb 
desselben liegen (c > pj). Die ans den inneren Punkten 
beschriebenen, imaginären Orthogonalkreise q^ = i)\i haben 
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reelle Stellvertreter (§ 103), in welchen wegen c^= ^i^— pV' 
die Schnittpunkte mit dem Gegebenen Endpunkte des zur 
Zentrale normalen Durchmessers sind. Man bezeichnet einen 
Kreis, dessen Sehnittsekne mit einem anderen einer seiner 
Durchmesser ist, als diametral geschnitten. Danach kann 
man zu einem imaginären Kreis fiir jeden gegehenen Mittel- 
punkt einen reellen Orthogonalkreis konstruieren, indem man zu 
seinem Stellvertreter den konzentrischen Diametralkreis sucht. 
Erst durch drei Orthogonalitätshedingungen ist ein Kreis 
bestimmt, d.h. drei Kreise ßi|ft|jti, «sl^gjjisj *^3lAI% 
besitzen stets einen gemeinsamen OrthogonaLkreis ^^) o:|^|:i. 
Seine Gleichung wird erhalten durch Elimination der a\ß\% aus 
^,- + sr = 2 («,« + ß,ß) {i = 1, 2, 3) als 
x^ -\-y^, X , y f 1 
jt. , «,, A, 1 



; H = der Haw/ythreis um das Radilcalseninim 
der drei gegebenen (§ 121), wie eine Entwickelung der Deter- 
minante zeigt. Wenn das Eajiikalzentrum unbestimmt ist, 
existieren unzählige Ortbogonalkreise zu drei gegebenen. 

B. 1) Die Kreise x^ + f=9, (a; = l)^+ ((/ - 6)^= 16 
schneiden sich unter einem Winkel von 120* (ausschließend). 

2) Die Orthogen alkreise zu a^ + j/^ = 14 von den Mittel- 
punkten 3|5 1 |2 taben die Gleichimg'en ( r — 6)^-\- ( — 5")^= ^0 
bez. (jr 3y+{c! 5)'+ 1 = 

3) Die Ortho goniJkreise emes Xullkreises geben durch des n 
Mittelpunkt 

4) Em imaginliei Kieis und em Stellvertietei (§ 103) 
schneiden suh rethtivmkhg 

•}) Jmagmaio Kreise können eimndei wed^r orthogonal 
schneiden noch emandei benlkren 

6) Wenn zwei Kieise zuemander oithjgonal sind 'ic ist 
ihre Eadikalach'io die Pjlare jedes Zentrums m bpzug auf len 
anderen Jvreis 

7) Der Orthogonalkii'is zu den drei tieisen m tj 121 1 
hat die (rleichung (r -|- jg)' + (,/ -{- Jg)^ = ^^ 

8) Die Determinantenform der Gleichung des Hauptkreises 
zu drei gegebenen Kreisen läßt sich umformen in 
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e von Ki-eisen- laS, 


«"+s'-«., 


«-«„ »-ft 


x^-i- !f^~- n 


» - « j - A 


J. + S) - «, 


» - ". » - |ä. 



und drü kt so e ne Flachen elat n f li seine Punkte aas (vgl. § 104). 

9) Ellen dre Kiese dieselbi' Eaiiikala hse, so gibt es un- 
endlicL ^ ele f,enieinsame Ortho goaalki eise denn die 
des § 121 eigeben de Aquival n? der drei 
beding nj,en m t nur zwe ea 

10) Wenn der Kxe s q:|( |jr durch die teste 
usw. unter Winkeln a)j, »3,11)3 geschnitten worden 
ihre Kosinus bestimmt sind, ao hat man zwischen ! 

'£^+ j,a_ 2ax - 2^7/ + tc = 
und den SehnittwinkelbedinguBgen 

%+ 2e(., cos mi- 2c«a; - 2/3|3i+ ji = 
die 1, a, 8, n zu eliminieren und erhält 



die durch 
Gleichung 



3;^+ y^ 



-.,+ 2^^,^ 



"3- ^) 



Für töi = -71 erhält man die Gleichung von B wieder; mit 
Mi ^ beK. = 71 die Gleichung der berührenden Kreise zu drei 
gegebenen (§ 133); zu dem Falle m^ = »a = »3 siehe § 132. 

123. Die Potenz zweier Kraise in beziig aufeinander 
wird, definiert als die Funktion 

n _ »> - (p/ + n,') _», + «,- 2 («,«, + ft Ä) 

d, h. als der Überschuß äea Quadrates der Zentraldistanz 

über die Summe der Radienquadrate.^*) Demnach ist die 
Potenz eines Punktes in bezog auf einen Kreis nach § 114 
als die Potenz des letzteren und des Nullkreises an jenem unter 
dem neuen Begriff enthalten. Die Bedingung der Ortho gonalität 
zweier Kreise ist das Verschwinden dieser ihrer Potenz, TT =- 0. 
Dieser Potenzbegriff ist auch noch auf Gerade als un- 
endlich große Kreise anwendbar, obwohl der obige Ausdruck 
alsdann unendlich groß wird. Zur Begründung dessen ist 
nur die Annahme zu machen, daß alle Geraden der Ebene als 
kongruente Kreise, von demselben unendlich großen Radius, 
anzusehen sind. Diese Voraussetzung ist aber selbstverständlich, 
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sobald wir jede endliciie Entfenmag zweier Punkte als ver- 
achwindend betrachten gegenüber der Entfernung eines un- 
endlicb fernen Punktes von einem im Endlichen gelegenen. 
Halten wir von dem Kreise ßj I ßs ^^^ Punkt Xq \ y^ fest 
and lassen «j, ß^, p^ ' unbegrenzt wachsen, so daß das Ver- 
hältnis ^2 : Kg = ff*3 konstant bleibt, so liefert die Gleichung 
TTj = nach Division dnreh «j^ für die Grrenzwerte «^ = co, 
p^ = oo 

1 +«>-=©' i±?- = (|) 

Dividiert man nun die Kreisgleichung durch 2p3, setzt pj ^ tx) 
und an Stelle von a^ipa, ^a'Pa obige Werte, so reduziert 
sie sich auf 

2 es j/l+Biä^ ^^» Vi + ™/ 

Endlich lehrt die Einsetzung in den Ausdruck der Potenz, daß 
die Potenz eines Kreises und einer Geraden zu dem unendlich 
großen Radius derselben ein endliches Verhältnis behält 

Dies ist aber genau der Ausdruck des Abstandes d (§ 37) 
des Kreis mittelpunktes % | /3j von der Geraden 

x-x^+ m^{y — j/o) = 0, 
in welche der andere Kreis übergegangen ist*} {§ 104). 

Somit verhcdtm sidi die Poim^en eines Kreises in hezug 
Mifswei Gerade wie die Abstände der Geraden vom KreisBentrum 

W:T\"=d':d". 
Unter der obigen Voraussetzung haben wir die Potenzen von 
Kreisen in bezug auf Gerade als den Abständen der Zentra 
und der Geraden proportionale unendliche Größen zu behandeln. 

Ebenso erweist sich, daß die Potenz zweier Geraden in 
bezug aufeinander zum Produkt ihrer Radien ein endliches 
Verhältnis bewahrt. Setzen wir nämlich bei p^ =■ oo in den 

*) Dabei ist das Vorzeichen von "[/l-fiitj^ so zu wählen, daß 

1/1 + ». 
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Ausdruck für i 1 em — = ^t ^ = ,—!!.—- „ > so 

entsteht ' ' 

wie auch wiedernm unmittelbar zu erwarten war. Somit ver- 
halten sich die Potensen von Lmienpaiwen, wie die Kosinus der 
eingeschlossenen Winkel: 

{TT') ; (TT") = cos m' : coa m". 

Diese genaue Betrachtung der Grenzübergänge zeigt, 
daß unter allen Umständen zwischen der Potenz und dem 
Schnitt winke! von Kreisen, Yon Kreisen und Geraden oder 
von Geraden die Eelition besteht 

TT ^ ■^01 P" "^"s G> 

B, 1) Die Potenz 1pi Kieiae 1} 122, 1 ist TT ^= 13 

2) Kreise welche m bezug auf einen gegebenen Kieis die 
selbe Potenz TT haben, haben au li in bezug auf jeden mit diesem 
tonzentrischen Kieis konstante Potenz 

Insbesondeie h^iben Kreide koustantei Potenz m bezug *iuf 
einen gegebenen einen mit diesem kDnzentnstben Ortho gonalki eis, 
denn die Potenz seines Zentrums in bezug auf sie ist ebentiils 
konstant c^ ^ p^ = TT + pj 

3) Kreise, die einen gegebenen untei konstantem Winkel 
schneiden, haben in bezug ant denselben Potenzen, die ibien 
Eadien propoitijnal amd und umgekehrt 

Jeder Kieis, der zwei gev,ebena untei konstanten Wmkeln 
schneidet, hat mit denselben Potenzen von konstantem Verhältnis 

124. KreiBbuschel. bind TT^ = 0, TT^ = die Glei 
chungen zweier Kreise, so stellt jede Gleichung, die für irgend 
einen Wert von fc in der Form enthalten ist 

n^ - hU^ = 0, 
einen durch die Schnittpunkte der gegebenen gehenden Kreis 
dar. Es ist dies, wenn man die Definition des Kreises nach 
§ 108 berücksichtigt j eine unmittelbare Folge des Prinzips 
des § 61. In der Tat enthält H, - kU^ wie H^ und ü^ 
selbst quadratische Glieder nur in der Verbindung x^ + j/* 
und vei'schwindet mit TT^ und TT^ zugleich. Nur, falls k^ 1 
ist, erbalten wir die lineare Gleichung TT^ — TTg = der ge- 
meinsamen Sehne, als eines degenerierten Kreises. Umgekehrt 
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kann aneh jeder Kreis dei dureh die Schnittpunkte der ge- 
gebenen geht in obiger Form dargestellt werden; denn, ist 
noch ein Punkt cc \ u se ner Peripherie vorgeschrieben, so 
ergibt das Resultat der "Substitution von x'ly' in jenen An- 
satz einen bestimmten Wert fc -= TT^ (x' \ y') : TTj (a^ | y'). 

Die Gesamtheit dei Kteise, deren Gletchimgen einen Para- 
mdei 7 linear enßialten, uud als ein KreisMschd bezeichnet. 
Da die Kieise dann gemeinsame Schnittpunkte besitzen, ist 
das Büschel durch 
d eselbeu 1 estimmt 
Man nennt lie=!P 
bchmttpunkte, voi- 




wiUkürli eh annel m - 
baren, die Gnmd- 
punkte des Büschels. 
Man hat demnach 
zu unterscheiden 
Büschel mit reellen, 
konjugiert imaginä- 
ren oder vereinten 
Gruadpunkten. Im 
letzten Fall berühren sich alle Kreise in den Tereinten Grund- 
punkten; den ersten Fall vei^innlichen die Kreise 0, C^, C^, G^, 
den zweiten die Kreise If,, M^, M^, M^ der Figur. 

Alle Kreise eines Büschels haben die Eadikalachse wnd die 
Zentrale gemein. In der Tat hat ein Kreis des Büschels 
die Normalgleichung TT ^ -^ — j-^ = 0, also das Zentrum 

'^'~ ^ "'~ . ■ Der Parameter h eines Kreises im Büschel 

1 —k I l—k 
ist somit das Teilverhältnis seines Mittelpunktes in bezug auf 
die Mittelpunkte der gegebenen beiden Kreise. Das Badius- 
quadrat eines solchen Kreises erhalten wir dagegen als 
, (I, ' — 9Sp, e, cos 0) -j- S:^ij, ' 

f u-ü- 

IHe Hadikalachse des Büschels ist der Ort der Punkte 
gleicher Potenzen in beswj auf alle Kreise desselben. Denn, 
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sind die Potenzen TT^ {x \ y) und TT^ (x \ y) gleich, so ist anch 
T\{x\y) unabhängig von h und gleich TTi {x \ y). Al^emein ist 
der Ort eines Punktes, dessen Fotenzen m bemg auf awei geg^me 
Kreise TTj, TTj w Imistardem Verhältnis l stehen, der Kreis 
ihres Büschels von der Gleichung TT^ — ÄTT2 = 0. Diese Eigen- 
schaften sind von der Realität der Schnittpunkte unabhängig. 
Ordnet man ü^ - kTi^ = (H, - H,) - (Ä - 1) n^. = 0, 
so erkennt man, daß ein Büschel stets durch einen seiner 
Kreiae TT^ = und seine ßadikalachse ü = bestimmt werden 
kann in der Gleichungsform TTj — hB = 0. Jlso bilden Kreise 
mit derselben Sadikatachse steis i 



125. Die Polaren eines beliebigen Punktes P in bezug 
auf die Kreise eines Büschels gehen durch einen Punkt P' 
oder bilden ein Strahlenbüschel. Denn, sind die Polaren 
von x'\^ in bezug auf H^ = 0, H^ = bez. P^ =0, F^= 0, 
so hat die Polare von x' \ y' in üi — /cTT^ = die Gleichung 
(1 - Je) (a/x + y'y) - («i - ka,) {x' + x) 

oder (l-Ä)P=Pi-ftPa=0. 

Somit sind der Punkt P und der Scheitel P' des Polaren- 
büschels konjugierte Pole in bezug auf jeden der Kreise oder, 
wie man sagt, doppeltko'njugierte Pole in hemg auf das BüscJid. 
Die Verbindungsgerade doppeltkonjugierter Pole wird daher 
von jedem Kreise des Büschels harinonisch geteilt, oder durch 
irgend zwei zu PP' harmonische Punkte geht ein Kreis des 
Büschels. Insbesondere wird daher die Strecke PP durch 
die Radikalachse (in M^) halbiert, da die Halbierung eine 
spezielle harmonische Teilung ist. Namentlich aber muß der 
durch P (oder durch P) selbst gehende Kreis {C^) des Büschels 
die Gerade PP' berühren, weil seine Schnittpunkte mit ihr 
nicht getrennt sein können (g 14). Nun wird aber jede Gerade 
(^i in Fig. § 124) der Ebene von zwei (reellen oder imaginären) 
Kreisen des Büschels berührt (§ 114, a) und die beiden Be- 
rührungspunkte sind stets doppeltkonjugierte Pole, denn die 
Tangente im ersten an den einen und die Polare im anderen 
schneiden sich im zweiten (§ 117). Somit wvrd jede Gerade 
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von ewei Kreism des Büschels berührt und von den übrigen in 
Punkt^aaren gesdmitten, die su den Beruhnmgspunkten har- 
monisch liegen. 

^ Einem Punkt P der Eadikalachse ist der durch die öruiid- 
punkte harmonisch getrennte P' doppeltkonjugiert, als Schnitt- 
punkt der Polaren. Zu den Grundpimkten cf \ y' und a/' ' y" 
selbst gehören als Polaren die Tangenten der Kreise in ihnen. 
Die Gleichung einer Tangente 

(a^ - «) (i - «) + (S/ - « (y - « - (,' - 
kommt aber durch Division mit p auf die Normalform, da 
9 = y { (a/ - a)2 + (j/' - ßf I ist. Sind also T^ = 0, T^ == die 
Tangenten der gegebenen Kreise in ii!\y' nnd ist Tj — ¥T:^ = 
die des Kreises vom Parameter /e, so ist für einen beliebigen 
Punkt in der letzten das Verhältnis seiner Abstände von 
Tj^ = 0, Tg= gleich ^(^3 : pj. Oder der Parameter 7c eines 
Kreises ist gleich dem mit der Konstanten p^ : ^^ multipli- 
zierten SinusteÜTerhältnis der Taugeute desselben in bezug 
auf die Tangenten der gegebenen. 80 sind z. B. für die 
Parameterwerte ^ = ± pi : ps (Shmsteilyerhältnisse ± 1) die 
zugehörigen Tangenten die Winkelhalbierenden des gegebenen 
Tangentenpaares, oder die Kreise 

p^n, + p, n, = 

halbieren die Winkel der gegebenen TT^=0, TTj=0. 

126. Grrenzpunkte. Für die weitere Behandlung des 
Kreisbüschels ist es vorteilhaft, die Zentrale als a:-Ächse und 
die Radikale als y-Ächse zu nehmen (Pig. § 124), Da zu jedem 
reellen Punkt der Zentrale ein reeller oder imaginärer Kreis 
des Büschels gehört, so sei x^ + y^ + x ^ der zu ihrem 
Schnittpunkt mit der Kadikaie gehörige Kreis desselben. 
Dann ist die Parametei^Ieichung des Büschels 

und die des Polar enbüscheb zum Pole a/ 1 j/ 
a^x + y'i/ — ft(a/ + a;) + st = 0. 
Nun kann es aber Punkte geben, deren Polaren in bezug 
auf die Kreise nicht nur durch einen Punkt gehen, sondern 
ganz fest sind.*') In der Tat hat die Zentrale in bezug auf 
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alle Kreise denselben unendlich fernen Pol (§ 115), die Rich- 
tung der ftadikalacbse, wie obige Gleichung für y =-<x> bestätigt. 
Im übrigen muß für einen solchen Pol afx + /j/ + a = und 
x' + x = dieselbe Gerade darstellen, die dann die Polare 
ist, welches auch Je sei. Diese Identität erfordert aber y' = 0, 
3;'^= st oder x' — +}/a, wo dann die Gleichung der Polare 
lautet x = + l/w. 

Somit gibt es in der Zentrale zwei ausgezeichnete Punkte 
von der Eigenschaft, daß jeder die Normale zur Zentrale im 
anderen als gemeinsame Polare io bezug auf die Kreise des 
Büschels besitzt. Sie heißen die GrmgpunJde des Büschels und 
sind redl oder imaginär, je nachdem die Grundpunkte imaginär 
oder reell sind, denn diese, die gemeinsamen Schnittpunkte, 
haben die Koordinaten 1 ± y — it (Grundpunkte und Gbenz- 
punkte eines Büschels bilden daher assoziierte Punktepaare 
§ 120). Der Kreis des Büschels um schneidet die Zentrale 
je in den beiden Punkten ± V— ^ \ 0, die zu den Grenzpunkten 
in der Beziehung der Stellver tretung stehen (§ 17), 

Hat ein Büschel reelle Grenzpunkte, so gehören dieselben 
ihm als NuUkreise an. Der Radius des Kreises vom Para- 
meter oder vom Zentrum h ist "[/(fc^— sr), daher bei posi- 
tivem 7t nur so lange reell, als k^'>%, Null für Ä = +')/jr 
und imaginär für fc* < %. Also werden die reellen Kreise 
immer kleiner, je näher ihr Mittelpunkt von außen her an 
zwei zur RadikaJachse symmetrische Punkte rückt, die man 
deshalb (nach Poncelet) eben die Grenzpimkte nennt. Bei 
negativem je oder reellen Grupdpunkten gehört dagegen zu 
jedem reellen Mittelpunkt ein reeller Kreis. 

B. Ein Büschel von Kreisen wird auch durch seine ISTull- 
kreise bestimmt. Für die einander entsprechenden NuUkreise 
kollinearer Ebenen (§ 103 B.) erhalten wir die Gleichungen der 
zugeliörigen Kreisbüsehel 

im ungestrichenen System mit der Eadikalachse x^O oder r; und 
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1 mit der Radikalaehse x' = oder q. Durch die 
Substitution (§ 99 B. 4) 

bb' b'y' 



geht wirklieh die zweite Gleichung- aus der ersten hervor; und 
umgekehrt durcli a/ ^ — , y= -- diese aus jener. Diese 
Büscliel enthalten alle Kreise der kollinearen Ebenen, deren ent- 
sprechende Kuryen wieder Kreise sind. Im allgemeinen ver- 
wandelt sieh der Kreis in einen Kegelschnitt. 

Im besonderen Falle der Involution werden die Büschel 
identisch wegen b ^ b' und alle ihre Kreise entsprechen sich 
selbst; s bez. s*, welche jetzt durch S* bez. S gehen, sind für 
jeden Polaren von S bez. S*. 

127. Konjugierte Büschel. Jeder Punkt 1 h der Radikal- 
achse hat in bezog auf alle Kreise x'-'+ y^— 2Jcx -\- a = 
die Potenz Ä^+ re (§ 114). Daher schneidet ein Kreis vom 
Mittelpunkt | h und der Taugenfcenlänge Yih^ -\- x) als 
Radius jeden Kreis des Büsehels orthogonal und hat die 
Gleicliung x^ + (y — Kf =h^+ n. Denkt man h Teränderlich, 
so stellt demgemäß 

*^+ y^ — 2ftj/ — :r = 
ein Büschel von Orthogonalkreisen der gegebenen dar. Die 
Zentrale derselben ist die i/-Achse, die Radikale die a;-Achse, 
die Grundpunkte sind + l/ji ] 0, der Kreis um den Punkt 
hat die Gleicliung x^ + if — re ^ 0. Andere Orthogonalkreise 
des gegebenen Büschels gibt es aber nicht, da sie auch die 
Radikale desselben rechtwinklig schneiden, sie also zum 
Durchmesser haben müssen. 

BaJier hüäen aUe OrOwgonalhreise eines Büschels mederum 
ein ßüschä, wddies das su demsdben Icon^ttgterte KreisMschd 
heißt. Dasselbe hesitst die Badikalackse hez. die Zentrale des 
gegebenen (ds Zentrale heu. Sadihala<^e, die Grund^mkte bez. 
Grenspunkte desseUien aber als GrenzpimMe hes. Grundpunkte. 
Hat also das eine der Büschel reelle Grundpunkte, so hat 
das konjugierte reelle Grenzpunkte und, schneiden sieh die 
Kreise des einen nicht reell, so gehen die Orthogi 
desselben durch zwei reelle Punkte. 
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Durch jeden reellen Punkt P der Ebene gehen zwei zu- 
emaader orthogonale Kreise Cj, M^ (Fig. S. 243), die zwei 
gegebenen konjugierten Büscheln angehören, denn jeder der- 
selben geht noch je durch die beiden Grundpunkte. Der 
Schnittpunkt P' der Polaren von P in bezug auf das erste 
Büschel 0, C;^, 0^ liegt daher in der Tangente von P im 
Kreise C^ in demselben Abstand von der Radikaiachse x ^0 
wie P, d. h. ist der zweite Endpunkt des Durchmessers von 
P im Kreise Mj^. Ebenso ist P" der Schnittpunkt der Po- 
laren bezüglich des zweiten Büschels, wenn FF" Durchmesser 
von 0^ ist. Do^eWconjuffierle Fole in hezug auf ein gegebenes 
Büsckd sind Durchmesserendpunkte in einem Orikogonäikreis 
desselben und umgekehrt {vgl. § 125). 

Allgemein kann man konjugierte Büschel folgendermaßen 
darstellen; Sind TT'=0, TT" = zwei konzentrische Kreise, 
deren Badienquadrate entgegengesetzt gleich sind q'^-\- q"^=0, 
und D' = 0, D" = zwei zueinander rechtwinkhge Durch- 
messer derselben, so sind TT' — fcZ)' = 0, Y\" — kl)" =() kon- 
jugierte Kreisbüsehel. 

B. Alle Kreise des Büschels in § 126 B. 

x^ + f+ 20'!»^^ + 6'^= 

siad orthogonal zu dem Kreise, der die Verbindung sstr ecke SS* 
seiner Nullkreiae zum Durchmesser hat, also zu 



Und ebenso alle Kreise von 

Tj's +,/»-)- SS-K^^ -\-b^=0 zu V*-|-y*=fc^ 

Denn für emen Kieis des Busi'beh und den zugehörigen Kreis 
Übel dem NullLieisduichmeS'ier ist die bumme der Radienquadrate 
gleiub dem Quadrate der Zentialdistanz (§ 112). Die Radien 
entsprechende! Kieise veibalten sich wie die Breiten b' und h; 
im Falle der Involution imd sie gleich (§ 126, B.). 

128. Kreisnetz. Sind TT^ =0, H^ = 0, n^ = die 
Normalgleichungen dreier Kreise und k, l zwei unabhängige 
Parameter, so stellt für jedes Wertepaar derselben auch 
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einen Kreis dar. Der Mittelpunkt desselben folgt aus den 
gegebenen als 

l + k + l I '^ l + k+l 

In der Cfesamtheit dieser Kreise gehört daher zu jedem reellen 
Fonkt der Ebene als Mittelpunkt ein bestimmter Kreis, so- 
bald die Zentra der gegebenen nicht auf einer Geraden liegen*), 
denn jedem entspricht ein bestimmtes Parameterpaar (§ 13, 7), 
Man nsnnt die G-esamÜmt der von swei Parametern linear 
abhängigen Kreise ein Kreisneis. 

Die Kreise eines Nekes hesiteen nn gemeinsames SadiJcal- 
senirum, d. h. es existiert ein reeller Punkt, der in bezug auf 
alle Kreise des Netzes dieselbe Potenz hat Da nämlich für 
das Eadikalzentrum der drei gegebenen Kreise T7j = rT„^TT3 
ist, so ist in diesem Punkt auch die Potenz des veränderlichen 
I^reises n. + fcTT^ + m^ 

li-k + l 
konstant gleich TTj. Somit schneidet der Hauptkreis H = 
(§ 122) der drei gegebenen sämtliche Kreise des Netzes 
orthogonal. Umgekehrt existiert zu einem gegebenen Mittel- 
punkt nur ein Orthogonalkreis zu H = 0. Daher besieht das 
Kreisnek aus allen Kreisen, die einen gegebenen Kreis, den 
Haupfkreis des Neises, orthogonal schneiden. 

In einem Netz mit reellem Hauptkreis gehört zu jedem 
Punkt außerhalb desselben ein reeller, zu jedem Punkt inner- 
halb desselben ein imaginärer orthogonaler Kreis. Der Haupt- 
kreis ist also der Ort der Zentra der NuUkreise des Netzes 
(§ 122, 3). Ist dagegen der Hauptkreis imaginär, so gehört 
zu jedem reellen Punkt der Ebene ein reeller Kreis des Netzes 
von nicht versehwindendem Radius, Insbesondere besitzt einer 
der Kreise das Radikalzentrum zum Mittelpunkt und kann 
gemäß § 122 den mit ihm konzentrischen Hauptkreis H = 
nur orthogonal schneiden, wenn er der Stellvertreter desselben 
ist. Somit hat ein Netä mit imaginärem Hauptlireis dessen Stell- 

•) Haben die drei Ej-eise eine gemeinsame Zentrale, gehören aber 
nicht demselben Büschel an, so stellt die Parametergleichuag alle 
Kreise dar, deren Mittelpunkte die Gerade erfüllen. 
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veiirder sum gemeinsamen Diaimtrcälireis, A. b. alle aeine Kreise 
achneiden diesen in Endpunkten je eines Durchmeeaers. Ist 
x^ + y^ + a^O der Hauptkreie, so kann deshalb das Netz 
definiert werden durch 

so^+ y^-\- y^« + 2^?/ — Ä = 0. 

Diß Kreise eines Neides, deren Miüelpunkte eine Gerade 
erfüllen, bilden ein Süschel, dessen GrennipimMe die SchMÜ^nm/de 
der Zentrale mit dem Sawpthreis sind. Denn, genügen « | ß einer 
linearen Gleicbang, so gilt dies auch von den Parametern h, l; 
somit hängen die zugehörigen Kreise nur von einem wUlkiir- 
licben Parameter linear ab oder bilden ein Büschel. Der Haupt- 
kreis gehört, da er zu ihnen orthogonal ist, dem konjugierten 
Büschel an, enthält daher die Grenzpunkte, Alle Büsche!, deren 
Zentralen den Hauptkreis nicht reell schneiden, besitzen also 
reelle Grandpunkte, die als die Grenzpunkte des durch den 
Hauptkreis und die Zentrale bestimmten Büschels deflniei't sind, 

Netze mit einer Geraden bez. einem Punkt als Hauptr 
kreis bestehen aus allen Kreisen mit gemeinsamer Zentrale 
bez. mit einem gemeinsamen Schnittpunkt. 

B. l) Der Ort eines Punktes, dessen Tangenten an zwei 
gegebene Kreise T\^, TTj sich wie deren Radien verhalten, ist 

e,m,-p,m,= o (§ 114). 

2) Die Potenzen eines Grenzpunktes in bezug auf die Kreise 
des Büschels sind den Abständen ihrer Zentra von ihm proportional. 

Sie sind nämlich, unter der Annahme von § 126 för t/ji | 0, 

-2 y» (*--)/»). 

3) Jede Gerade der Ebene wird von den Kreisen eines 
Büschels in Paaren einer Involution geschnitten, msbesondere die 
Zentrale selbst (§ 93). 

Die Paare sind harmonisch zu den Berührungspunkten der 
Geraden mit Kreisen des Büschels {§ 125), in der Zentrale zu 
den Grenzpunkten. Die Involution ist nur elliptisch, wenn das 
Büschel reelle Grundpunkte hat und dieselben durch die Gerade 
getrennt werden. 

4) Man untersuche die Beziehung der doppeltkonjugierten Pole 
(§ 125) auf Grund des Satzes, daß die Gleichung der Polare eines 
~~ ' ' j' I ^ in bezug auf den Kreis T\ die Form erhalten kann. 
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5) Alle Kreise, welche zwei gegebene TT^, TTg i 
sclmeiden, bilden ein Bßscliel, d. h. sind z 

Denn aus ^, + 7t = 2{u^cc + ß^ß), ^-}- ,c ^ 2(u^a + ß^ß) 
folgen o I |3 als linear abhängig von der Unbestimmten jc. 

6) Der Hauptkreis von drei Kreisen ist der Ort der Punkte, 
deren Polaren in bezug auf diese sich in einem Punkt schneiden, 
nämlicli im entgegengesetzten Endpunkt des Durchmessers. 

Hieraus folgt seine Gleichung in der Determinantenform 
I Uj^x + ßii/ — %, a; — «1, y — §i\ 
\a^X-\-ß0 — 7Cs, IE — 0^, !/ — |3a = 0, 

I «3^ + ß^y - «3. ^~ «37 y- ßi\ 

welche auch aus der Determinante des § 122 durch Umformung 
der ersten Zeile in 0, 0, 0, 1 hervorgeht. 

7) "Vier Kreise TT^, TTg, TTg, TT^^ gehören demselben Netz an, wenn 



nach der Elimination von TT, 1, 2a, 2ß zwischen den vier Be- 
dingungen « + ffi; = 2«ß,+ 2j3|3i (§123). 
Dies drückt aus, daß die Tangenten an vier solche Kreise ans 
einem beliebigen Punkt die Belation erfüllen 

= 0. (Vgl. § 104.) 25.*) 

8) Der Radius p eines Kreises des Netzes TT^ + ÄTTg + ^TT^ = 
wird bestimmt durch 

(i + ft*+;^)e^ = 44* + ft«p,« + i^e3' 

— SftJ^a^jCOSto^— 2r§^p3C0SDjg— ^Ti^^q^^cosa^. 
Die Parameter der Nullkreise des Netzes (Punkte des Hauptkreises) 
genügen also einer quadratischen Gleichung, 

9) Mittelst dreier Kreise H^, n^, Hg, die ein Netz be- 
stimmen, und dreier Parameter Ä, l, m kann jeder Kreis der 
Ebene dargestellt werden als 

denn diese Gleiehung stellt jeden zu emem Kreii des Netzes 
konzentrischen Kieis dai In der Tat ist die bleithung des 
Kreises «^ + i/^ — 2aa — 2j5i/ -|- m = von dieser Form, nur 
daß speziell als feste Kreise genommen ^md r^ + '/ = ^, 
x^=' (/ = Übngen'i lat du, uneudli h ferne Gerade jr = 
oder m = als ein vieitei Kieis anzusehen 
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129. Gemeinsame Tangenten zweier Kreise. Zwei Kreise 
besitzen außer gemeinsamen Punkten notwendig auch ge- 
meinsame Tangenten, Denn, damit eine Gerade 1 1 1; zugleicli 
Tangente zweier Kreise sei, müssen ihre Koordinaten nach 
§ 110 zwei Bedingungsgleichungen zweiten Grades erfüllen, 
die nach § 23 vier gemeinsame Wurzeln haben. Es fflM also 
vier gemeinsame ToMgenten zweier Kreise und es sind die 
Paare ihrer Berührungspunkte zu finden. 

Führen wir in den Gleichungen TTj = bez. TTj = 
der Kreise gemäß § 112 die ( Winkel-) Parameter %-^ bez. &.^ 
der Peripheriepunkte x^ \ «/, bez. x^ \ y^ ^^^ durch 

*' ~^ = cos-9-,, — — ^ = 8in.9-i, — — ^ = coe'9'o, ^ — ^ = sinS-.,, 
01 01 es 02 

so lautet die Gleichung einer Tangente des ersten Kreises 
in x^ \ y^ 

(x — «i) cos S-1 + (»/ - ßi) sin ^j — p^ = 
und die einer Tangente des zweiten Kreises in x^ \ j/^ 

(_ /■ — Kj) cos #3 + (?/ — /Jg) sin %'^ — Q^^ 0. 
Sollen nun diese Tangenten in derselben Geraden vereinigt 
sein, so liefert die Vergleichung der Koeffizienten der Glei- 
chungen die nötigen Bedingungen. Erstens muß tanS'j = tan^5, 
d. h. entweder ■O-j = % oder ■&! = ^^ + Jt: die Radien der Be- 
rührungspunkte müssen in der Tat parallel sein. Zweitens 
erfordert die Identität der konstanten Glieder 

{tt^ ~ tt^ cos #, + ißi — ß^) mx &! + (>i ^ Ps = % 
wo entweder das obere oder das untere Vorzeichen zu nehmen 
ist, je nachdem fl-^ — S'^ = oder m ist. 

Jede dieser Gleichungen bestimmt zwei Werte für &^, 
also je zwei Paare von Berührungspunkten. Den Wurzeln 
der ersten entsprechen zwei Tangenten Äa, A!a', für welche 
die Kreise je auf derselben Seite liegen und die man daher 
die äußeren (direkten) gemeinsamen Tangenten nennt. Ebenso 
liefert die zweite Gleichung zwei innere (transversale) ge- 
meinsame Tangenten Sb, JB'V, für die die Kreise auf ver- 
schiedenen Seiten liegen. Den Berührungspunkt des Kreises 
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TTj = mit einer gemeinsamen Tangente erhalten wir durch 
Elimination von ^^ mitteist der obigen Substitutionen. Es 
resultieren die linearen 1 



(«, - «.)(«. - «i) + (ft - ßMh - ft) + ft (9, T ft) - 0, 
deren erste P^ == mit 17^ = zusammen die Koordinaten 
der Punkte A, Ä, deren zweite P; = ebenso die der Pmikte 
B, B' bestimmt. 
Somit sind 
(«. - cc,)(x - «,) + (ft ~ ß,)(y - ß,) + q,(q, + eO = 
die Gleichungen der Bemhrungssehnm des ersten Kreises mit 
den äußeren bes. inner^i gemeinsamen Tangenten oder der 




Polaren der Schnittpunkte 0, 0' dieser Paare, Dieselben 
sind zur Zentrale normal (§ 119), so daß ihre Pole auf der- 
selben liegen (§ 115). Hat man die Koordinaten derselben 
Xa\Pa, '^i\iji gefunden und sind TT„, TT; die Resultate ihrer 
Substitution in TT^, so sind nach § 116 die Gleichungen der 
von ümen ausgehenden Tangentenpaare 

P^ä _ n„n _ 0, Pf - n^n = o. 

Die Reahtät der gemeinsamen Tangenten läßt sich nach 
der Gleichung ihrer Ber (ihr ungs sehne diskutieren. Diese letzte 
ist nur reeU, wenn beide Kreise reell oder beide imaginär 
sind, daher haben deren Tangentenpaare reelle Gleichungen. 
Dagegen haben ein reeller und ein imaginärer Kreis nur 
imaginäre Tangenten gemein, die nicht konjugiert sind. Einen 
reellen Kreis 11^=0 schneiden die Berührun ^sehnen Pa = 
bez. Pi — in gesonderten reellen Punkten, wenn ihr Abstand 
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von Kj I ß^ kleiner als p^ ist, d. h. wenn bez. (4)4 ^ p^)^ "^ ''^ 
(Zentraldistajiz) ist (§ 106). Denmacli sind die äußeren Tan- 
genten reell, solange von den reellen Kreisen der eine nicht 
völlig Tom anderen umschlossen ist (q^— t>jj<c); die inneren, 
solange die beiden Kreise sich ausschließen, so daß gleich- 
zeitig auch die äußeren reell sein müssen. Alle vier Tan- 
genten sind somit reell, wenn die Kreise sich ohne reelle 
Schnittpunkte ausschließen, keine, wenn der eine den anderen 
umschließt. Die inneren Tangenten fallen zusammen bei 
äußerer, die äußeren bei innerer Berührung der Kreise (§122). 
B. 1) Die gemeinsamen Tangenten der Kreise 

haben im ersten Kreise die BeriUimngss ebnen 2x + ij = 6, 
2x -\- y ^ S. In den Schnittpunkten 2 j 2, y | y des Kreises 
mit der ersten sind die Tangenten f/=2, 4i— 3^ = 10, 
UEd in den Schnittpunkten 1 | 1, ^\-^ dei zweiten i = 1, 
3x -\- iy == b. Die Pole der Berükrungs sehnen smd 4 | 2, 1 | y 
und deren Potenzen 4 und y, daraus folgen auch die (jlt;ii.hungen 
der Tangentenpaare. 

2) Die Mitten zwischen den Berührungapunkten jedei der 
vier Tangenten liegen auf einer Geraden 

(., -«,)»+ (|S, - fc)j/ - (-, - ^) - 0. 
denn diese ist (§ 62) die gemeinsame Mittellinie zwischen den 
Paaren ■von BeruhrunifssehneE. 

3) Die vier Beiuhrungspunkte eines jeden der gemeinsamen 
TangentenpaaiP hegen auf einem Kreis, dessen Zentrum die 
Mitte dei Zenttale ist 

Denn doit sohneiden sich die Normalen zu den Tangenten 
in ihren Ealbierungspunkten (i). 

4) Die Schnittpunkte der äußeren mit den inneren Tan- 
geuten hegen auf dem über der Zentrale als Durchmesser be- 
schriebenen Kreis 

^*+ y'- (%+ «a)^- (ft+ M?/ +-K«i«3+ /^il^s) = 0- 

Denn die Gleichung der zur Zentrale normalen Diagonalen 
des Tangentenvierseits findet sich leicht (§ 64) als 

so daß sie in bezug auf die Berührungss ebnen jedes Kreises 
harmonisch sind. Daher haben sie aucb die in 2) angegebene 
Mittellinie, d, h. aucli die Seiten dieses Tangente nvierseits werden 
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von derselben halbiert und ihre Mittelnormalen gehen durch C. 
Endlich sollen 0, 0' harmonisch konjugierte Pole in bemg auf 
den umge schrieb enen Kreis sein (§ llö), dessen Zentrum Mm 
halbiert, also sind M, m selbst seine Schnittpunkte mit 00' 
(vgl. § 130). 

130. Äbnliohkeitszentra. Aus den Gleichungen der Be- 
rührangssehnen des äußeren und des inneren Tangenten- 
paares findet man die Koordinaten ihrer Pole, d. h. der 
Tangentensehnittpunkte, nach § 117. Und zwar ergibt die 
Yergleichung von P^ = und Pf = mit der Gleichung 
{x'-^){x-cc,) + {y'-ß^){y-ß,)~&,' = der Polare 
eines Punktes x' \ y' als die Koordinaten des Schnittpunktes 
der äußeren bez. 0' der inneren Tangenten 

Pi - Pa ' 

ei + e, I ^ Si+e. 

Diese Punkte 0, 0' heißen {roheres folgt in § 135) die 
Zentra der ÄhtüichkeH der beiden Kreise. Somit sind die Ähn- 
lickhdtssentra die PunUe, wddie die Zentrale äußerlich und 
innerlich im Verhältnis der Sadien, d. h. harmonisch, teüen. 
Ihre Koordinaten gehen ineinander über, wenn man einem 
der Radien das negative Vorzeichen beilegt. Die Realitäta- 
verhältnisse sind sclion in § 129 diskutiert. Wenn zwei Kreise 
sich berühren, so fäUt eines ihrer Ahnlichkeitszentra mit dem 
■Berühruugspuakt zusammen. 

Im Falle reeller Tangenten erläutert und bestätigt diese 
Teilung unmittelbar die Anschauung der ähnlichen Dreiecke 

OMA'^ Oma, O'MB-^O'mb. 
Diese liefern die Proportzonen 

— = — = " O'Jtf ^ _ 0^ ^ c__ 

01 ~ Ps ~ Qi-Ss' Qi ~ Pi ^^i+P! 

aus denen sich die Entfernung der ÄhnKchkeitszentra ergibt 

Ebenso direkt folgt die Lange der gemeinscmtm Tangenten: 
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Aa = A!a' = t^ = e^ — (pi— ^g)^ = TT + 2q^q^, 
BV = B^^ = ii^ = c^ - (q^+ ^^y = T^ -^ 2^^p^, 
BO daß die Potenz H der beiden Kreise (§ 123) als das 
arithmetiacbe Mittel der Tangentenquadrate erscheint 

Den über der Entfernung der Äbnlicbkeitspunkte als 
Durchmesser beschriebenen Kreis nennt man den JJinlich- 
Jceitshreis der gegebenen Kreise. Man bestimmt leicht die 
Koordinaten seines Mittelpunktes und demgemäß seine Glei- 
chung als 

und bringt sie nach Multiplikation mit q^ - p^^ auf die ein- 
fache Form Pä^TT, — 0i^TT3= 0. Aus dieser erhellt, daß der 
Ähnlichkeitsbreis die Schnittpunkte der gegebenen TT^ = 0, 
TTj = enthält und die Längen ihrer Tangenten aus seinen 
Punkten den Radien proportional sind (§ 128, i). Da somit 
die Berührungspunkte und Zentra mit dem gewählten Punkt 
ähnliche Dreiecke bilden, ist der ÄhnlichkeUsh-eis zweier Kräse 
der Ort der PwtMe, von denen aws diese wnter gleichen Tan^ 
gentenmnkeln ersdmnert. 

B. 1) Bestimme die gemeinsamen Tangenten der Kreise 
^a_]_ j,3— 6 a!— 8!/ = 0, x^ + y'^ — 4=x ~ &y = ^. 

Das äußere Ä.kiiliclikeitszeiLtrum ist ~ 2 | — 1, also das Paar 
der Tangenten durch dasselbe 

25(a;ä+j*ä - Qx - 6y) - {^x ^- by - 10)^= 
oder ix-\- 2)()/-f 1) = 0. 

Da die gegebenen Kreise einander in reellen Punkten 
schneiden, ao ist das andere Paar der gemeinsamen Tangenten 
imaginär; aber ihre Gleichung lautet, da das andere Ähnlich- 
keitszentrura ^ | -^- ist, 

40»;^ -ir'xy+ 40)/^ - 199 !C - 278?/ + T22 = 0. 

3) Zwischen den Längen der gemeinsamen Tangenten und 
dem Schnittwinkel w zweier Kreise (§ 122) bestehen die Bo- 
ziehuDgen 

*a = 2>^ei^äin", U= 2 1/— ^iPaCOSy- 
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3) Die Tangsntenlängeii der Kreise in § 129, 1 s 

4) Ist PT^ bez. PT^ je eine Tangente aus dem 
des Äimliehkeitstreises an den Kreis M^ 
die Verbindungsgerade Tj T^ beide Kreise in 

Länge, sog. Wediselsehnen."^') Umgekehrt schneidea sich TaBgenten 
der zwei Kreise an den Endpunkten von Wechselsehn " ~~ 
des Ähnliohkeitskreisos, Zum Beweis zeigt man 

' Q PJf, T, : sin PJfo r, = PT, : 



i Punkten 



:esl 



= Pi : 5. 




// >' 



131. ÄliiüiclikeitBaohaeii. Sind drei Kreise K^j^,-, p; ge- 
geben, so existiert zu je zweien derselben ein Paar von Ähn- 
liehkeitszentren S, s; S', s'; S", s". Diese sechs Ähnlichkeiis- 
zmira liegen viermal m dreien in Geraden, die m(m die vier 
Jh/ntichkeitsachsen der 
drei Kreise nennt. Oder 
kürzer: Ähnliehkeifcs- 
zentra nnd Äknlich- 
keitsachsen sindEcken 
und Seiten desselben 
Tollständigen Vieraeits 
(§64,.). 

Zum Beweis bilde 
man die Gleichung der 
Verbindungsgeradeu 
der Punkte 5" und S" 
(§ 35) und zeige, daß ihr auch die Koordinaten von S geniigen. 
Dazu liafc man ihr nur die symmetrische Form zu geben 

10, X, y , 1 

j Pi. «1, ^1. 1^0 

I &2, «.- ß,, 1 

! p,. «.. ß&> 1 

Oder mau zeigt, daß die Koordinateudeterminante der Punkte 
S, S', Ä" den Wert NuU hat. In der Tat ist dieselbe, nach 
Multiplikation mit (p^ — pj) (pg — pj) (ps — pi), gleich 

Ps% — Pa'^i Ps/^a — Qißsi' Pä — P3 j 
P3«i — Pi«3- Qsß\ - eißa: 93 — 01 I 



* 
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und diese verschwindet identiseli, weil die Summe der mit 
Qu Pai Qs multiplizierten Zeilen gleich NuU ist („Vorles." 
Art. 20). Dasselbe gilt auch noch, wenn irgend ein p,- durch 
— Qi ersetzt wird. Daher liegen die drei äußeren Ähnlich- 
keitszentra in der äußeren Ähnlichkeitsachse Sq = und jedes 
derselben mit zwei inneren ebenfalls in einer der Achsen s^ = 0, 
Sg=iO, Sg^O, deren Gleichungen durch den Zeich eawech sei 
eines Radius aus der obigen entstehen. 

TFmw ein Kreis TT = swei cmdere TTj = 0, TTg = he- 
riihrt, so geht seme Beruhrungssehne durch ein ÄhnUchkeits- 
z&ni/nmi derselhen, denn sie ist eine Ähniichkeitsachse der drei 
Kreise. Und zwar geht diese Berührungssehne durch das 
äußere Ähnlichkeitszentrum von TT^=0, TTj^O, wenn der 
ICreis TT = sie beide äußerlich oder beide innerlich berührt, 
dagegen durch das innere, wenn die Berührung an den beiden 
Kreisen ungleichartig geschieht. 

Die Ähnlichheitsaehsen schneiden die drei Kreise je imter 
denselben Wirikdn. Denn, da der Kosinus des Schnittwinkela 
gleich dem Quotienten des Abstandes des Kreiszentruma von 
der Achse durch den Radius ist, so ist der Satz bewiesen, 
wenn sich die Absiande der drei Kreiszentra von jeder Ahn- 
lichkeitsachse verhalten wie die Radien. Dies folgt aber aus 
der Definition der Ahnlichkeitszentra, z. B. aus 

GS" i CS" = Q, : Q„ CS : CS = (>^ : i>„ C"S" : C8= q^ : p^. 
Die äußere Achse SS'S" oder 5^=0 schneidet jedoch kehren 
der Kreise reell; bei den übrigen liegen, sofern sie reell 
schneiden, die Schnittwinkel der Kreise nicht auf derselben 
Seite der Achse, z. B. hätte Ss's" den Winkel mit dem Kreise C 
auf der einen, die mit C und C" auf der anderen Seite. 

132. Gleiohwinkelkreise, d. h. Kreise, welohe drei ge- 
gebene Kreise unter gleichen Winkeln schneiden. Kreise, 
welche dieser Forderung genügen, kennen wir schon in dem 
Hauptkreis (§ 122) und in den Ähnlich keitsachsen der ge- 
gebenen Kreise (§ 131). 

Sei allgemein die Gleichung eines solchen Kreises 
J] = x^ + y^ - '2ccx - 2ß'y + a = 
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auf und eliminiert k\ ß' x 
und TT=0, so erscheint 



und sein Radius p, so lautet nacli § 122 die Bedingung, 
daß er einen gegebenen Kreis TTj ^ unter dem Winkel co 
schneide, 

2(k;K + (3;(3- (j^pcoso) - 
Stellt man dieselbe für i ^ 1, 2, 3 b 
zwischen diesen drei Gleichungt 
die Resultante als 

x^ -f ^/^ a 

n-i+ 2pip cos CO, 
7C^-\- Spsp cos OJ, 
i %+ 2pgp COS m, 
Diese Determinante zerlegen wir nach den Summanden der 
ersten Reihe („Vorles." Art. 18) in 

cc^+ f, ^ , P , '^l , X , y , l 

i; , . Pw %. ßi, 



ßu 



= 0. 



1 



+ 2p cos a 



Csi 



= 0. 



Hier ist aber die erste Determinante H (§ 122), die zweite 
die Ähnliehkeitsaehse s^ (§131) und — 2 q cos (o = h ein 
unbestimmter Parameter (§ 124), sobald wir die Größe des 
Schnittwinkels ra nicht Torschreiben. 

Demnach hüden die Gleidiwinkdkrme zti drei gegebenen 
eüt den Hauptkrm enthaltendes Büschel mit der äußeren JJtn- 
lichkeitsachse als Badikalachse von der Gleichung H — hs^^ 0. 
Die Zentrale des Büschels ist die aus dem Radikalzentrum der 
gegebenen Kreise auf die Ähnliehkeitsaehse gefällte ^Normale. 
Zu jedem Punkt derselben als Zentrum gehört ein einziger 
Kreis, d. h. p und ra müssen durch a\ß völlig bestimmt sein, 
eine Beziehung, welche die Gleichung H — ks^ = nicht hin- 
reichend deutlich macht. 

Nun können wir aber die Schnitt wink elrelation des § 122 
in der Form schreiben 

[TTj] = p^ — 2p;p cos m, 
wenn wir unter [TTJ die Potenz des Mittelpunktes k | ^ in 
bezug auf den Kreis TT,- =- verstehen (§ 114). Bildet man 
die Differenzen der drei Gleichungen für i= 1, 2, 3 
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[TTJ ~ [TTa] = 2q(qs- pi) cos m, 

so gibt die Elimination von p cos a den Ort von k | j3 als 
die Gerade 

[n,] ((., - c) + [nj (j3 - ft) + [n,] ((,, - (,,) _ o, 

die man leicht als die Normale zu Sf,= aus dem Radikal- 
zentrum eriiennt. Eliminiert man aber g cos co ana den ur- 
sprünglichen B.elationen, so zeigt 

p" (Pi - fs) = Pi Fa] - Pa [nj 
die Abbau giglieit des ßadius p eines Gleichwinkelkreises von 
seinem Mittelpunkt und endlich folgt ra ans einer der obigen 



Es drängt sich hier natürlich die Frage auf, was für 
Beziehungen die durch den Hauptkreis und eine der anderen 
Ahnliehkeitsachaeu bestimmten Büsche] 

H -^ /esi =0, H - /csj =0, H - h.% = 
zu den gegebenen haben. Die erste Grleichung geht aus 
H — JcSq ^ durch den Zeichenwechsel des emen Radius p^ 
hervor^ während von den Äusgangsrelationen die erste nur 
p,^ und ßj cos w enthält, also ungeändert bleibt, wenn in 
ihr mit p^ zugleich cos a das Vorzeichen wechselt. Daher 
gelten die anilogpn Entwiekelungen, nui daß die Schnitt 
Winkel der zu bestimmenden Kieise an je einen festen Kieis 
die bupplemente deiienigen an den beiden andeien sind bomil 
heskmmt dey Hauptheib mii den Atinhchkeüsachsin ah EadtlaJ- 
achspn vier BascheJ von Kreisen, welche die diei gegebenen uniet 
WinlfZn ton gleuJien Kostnwi wetten schneiden 

B 1) Die Eadiea dei Kieise wel he emen gegebenen unt^i 
kunbtantem WinL.pl sthneiden sind von den Eadien dei Kieise 
eines Netzes nui um eine Konstante veistliiedeii 

Schieiben wir statt [TTj] = g^ — 2?iP ^^^ "^ ausfuhrbchei 
(a — c^)^-|- ((3 — P\}''= (e ~ 01 "^"^ «y + 5j^3m* 0), so sehen wir, 
dalj die kreise von den Badien p' = ^ — pj cos m das Netz bilden, 
dessen Hauptkreis mitlli konzentnscli ist und den Eadius p, sin ro hat, 

2) Wenn ein beweglicher Kreis !:wei feste unter konstanten 
Winkeln Mj, m, schneidet, so bildet er auch mit jedem Ereis 
ihres Büschels einpn konstanten Winkel. 
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folgt auch 



'-V 



swi^lTTJ, p* — 2p2p costdg = 
-ifee, C08CT, _ pT^-fc TTai 



[n,] 



dies ist aber die Relation, der zufolge der Kreis c | j3; § mit 
TTj — fcTTj = vom Ea-dius §* den Winkel »t bildet, für den 
(1 ~ k) pi cos CO* = pi cos Wj — Äpä cos Wg ist. 

3) Ein Kreis , der zwei feste Kreise unter konstantem 
Winkel schneidet, berührt auch zwei feste Kreise ihres Büschels. 

Denn, berechnen wir g^ zu einem gegebenen Parameterwert k 
(§ 124), setzen cos to* ^ 1 und jenen Wert in die Endgleichuag 2) 
ein, so ergibt sich eine in h quadratische Bedingung. 

133. Apollonisohes Problem der Berührungskreise zu 
drei gegebenen Kreisen. Kreise, welche drei gegebeae be- 
rühren, gehören notwendig den Büscheln von Gleich winkel- 
kreisen an. Dabei muß Jas Zentrum eines Kreises, welcher 
die gegebenen alle äußerlich (a = n) oder alle innerlich 
(cj = 0) berührt, auf der Normale der äußeren Ähnlichkeits- 
achse liegen. Dagegen bat ein Kreis, welcher einen Kreis TT; 
äußerlich (bez. innerlich), die anderen innerlich (bez. äußer- 
lich) berührt, sein Zentrum auf der Normale von S; = 0. 
Doch sind diese Mittelpunkte selbst nicht elementar zu finden, 
indem man etwa einen zweiten Ort bestimmt, dem sie an- 
gehören müssen. 

Am zweckmäßigsten fixiert 
man einen berührenden Kreis 
TT = dm-ch seine Berührungs- 
punkte, denn die Normale zur 
Tangente in einem solchen ent- 
hält sein Zentrum.^') Die Ko- 
ordinaten des Berührungspunk- 
tes Yon TT = mit dem ersten 

gegebenen Kreis genügen der \ ~ "' /' 

Gleichung TT^ = 0, sind also \ y 

durch Angabe einer weiteren '■" — "' 

Relation definierbar. 

Die Koordinaten k | ^ des Mittelpunktes des TTj, TTg, TTg 
äußerlich berührenden Kreises erfüllen nach § 132 die Rela- 
tionen (cos ra = — 1) 
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[TT,] - [nj - 2s (ft - ft), [nj - [n.] - 2(. {?, - <,,). 

Da aber der Berührungspimkt auf der Zentrale «\ ß, Ki\ ß, 
liegt, so folgt für seine Koordinaten x | y aus äliniichen Drei- 
ecken a — a,_ß—ß,_ g, -(-g 

Aus obigen Belatiooen geben also Gleichungen zwischen diesen 
Koordinaten x \ y hervor, wenn man statt a | ß einsetzt 

Fuhrt man die Substitution derart aus, daß man wieder 
zusammenfaßt, was nur x \ y für a \ ß enthält, so kann man 
schreiben für [Hj] - [H^] 

(l + t) (^1 - ^0 + -J- [(«1 - <f + (ßi - ß.? + <.h' - ?/]■ 
Zieht man die letzte Klammer mit ^^(yg — pj) zusammen, 
so lautet das Substitutionsresultat 

^ (TT. - n,) _ (a - (,,)■ - (., - .,)' - (A - e,); 

ebenso 

^' (TT, - n.) - ((., - (.,)' - («, - «,)■ - (ft - fe)'. 

Läßt man hierin das Vorzeichen von p unbestimmt, so gelten 
die Ent Wickelungen auch für einen die gegebenen innerlich 
berührenden Kreis. 

Die Elimination von q aus diesen Gleichungen lehrt, daß 
die Berührungspunkte dieser gleichartig berührenden Kreise 
die Schnittpunkte des Kreises TT, = mit der Geraden sind 
ni-TTa ^ n,- n, 

k - «>)' + Ä - ß,y - (.Qt - QtV ~ («1 - ",y+(ß, - ^3)'- fei - e,r ' 

Dieselbe geht durch das Eadikalzentrum B, und einen zweiten 
Punkt findet man folgendermaßen. Schreibt man die Zähler 
in voller Länge {§ 119) und addiert auf beiden Seiten der 
Gleichung Eins, so erhält man als die Zähler der neuen 
Quotienten 

(K, - K,) (iB - ßi) + (,5, - ß,) (y - ß,) + 9. (q, - &,), 
(a, - «0 (cc - «,) + iß, -~ ß,) {y ^ ß,) + 9, {q, - e,). 
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Somit geht die zu bestimmende Gerade auch durch den 
Schnittpunkt der beiden Geraden, welche durch die Null- 
setzung dieser beiden Ausdrücke definiert sind. 

Nun läßt ein Vergleich mit § 129 diese letzteren er- 
kennen als die Berührungseehnen der äußeren gemeinsamen 
Tangenten der Kreispaare TT^ = 0, TT^ = und TT^ = 0, 
TTg = oder als die Polaren der äußeren Ähnliehkeitszentra 
iS", S' dieser Kreispaare in bezug auf TT^ = 0. Somit ist 
ihr oben verlangter Schnittpunkt P der Pol def äußeren 
ÄhnlkMeitsackse in iesug auf den Kreis TT^ = 0. 

Ebenso gehen die Verbin dun gsgeraden der Berührungs- 
punkte am zweiten und dritten Kreis durch den bezüglichen 
Pol P', P" der Ahnlichkeitsachae. Sind so die gleichartig 
berührenden Kreise gefunden, so liefert endlich der Zeichen- 
wechsel von p;, entsprechend der Verwendung einer der 
anderen Ahnlichkeitsachsen Si = 0, genau in gleicher Weise 
die Berührungspunkte derjenigen Kreise, welche TT; = in 
anderer Art berühren als die übrigen beiden. 

So erbalten wir folgende elegante Konstruktion der Apolh- 
nischen Kreise: Wir nehmen Ton irgend einer der vier Ähn- 
iichkeitsachsen der gegebenen Kreise in bezug auf jeden den 
Pol P, P', P" und verbinden denselben mit dem Radikal- 
zentrum Jt. Schneiden diese Sehnen die Kreise in den 
Punktepaaren a, h; «', 6'; a", h", so ordnen sich dieselben 
zweimal zu dreien so, daß der durch a, a', a" und der durch 
6, h', h" gehende Kreis in ihnen die gegebenen berührt. 
Wir brauchen nur ein einziges Paar, wie a, h, um in den 
Schnittpunkten der Eadien Ca, Ch mit der Normale aus R 
zur benutzten Ahnlichkeitsachse das Zentrum des zugehörigen 
Berührun^kreises zu finden. Wiederholen wir das Verfahren 
mit jeder der anderen Ahnlichkeitsachsen, so erhalten wir die 
acht Apollonischen Kreise in vier Paaren. 

Die Kreise können in Paaren imaginär werden und es 
ist sehr nützlich, die verschiedenen Realitätsv er Mitnisse zu 
diskutieren. Bemerkt seien nur die beiden extremen Fälle: aUe 
Berührungskreise sind reell (imaginär), wenn die drei Kreise 
sich ohne reelle Schnittpunkte ausschließen (einschließen). 
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B. Die Resultate des Textes ergeben sich ohne f 
Bechniiiig aus früheren und aus eiaem Satz des § 136, 

Nach §131 schneiden sich die Linien aö, a'b', a" b" in 
einem Punkt B, nämlich im Ähnliehkeits Zentrum der Kreise 
aö'a", Wh". 

Ebenso schneiden sich a' a", V h" in S, dem Ähnliohkeits- 
zentrum von C, C"; ähnlich finden sich S', S". 

Daher schneiden sich (§ 136) die transversalen Linien a'b\ 
a"i" in der Eadikalachse von 0', C"; ebenso a"b", ab in der 
Kadikaiachse von C'\ C. Daher muß jener Punkt U das Eadikal- 
zentrum der Kreise ö, G', C" sein. 

Wenn auch a'b', a"l)" durch das Ähnliohkeits Zentrum E 
von aa'a", &ö'&" gehen, so schneiden sieh (§ 136) a'a", h'h" 
in der Kadikalachse dieser zwei Kreise. Daher müssen auch die 
Punkte S' und 8" in derselben Kadikaiachse liegen, also ist die 
Ähnlichkeitaachse SS':^' der Kreise C, C, G" die Eadikalachse 
der Kreise aa'a", bh'h". 

Weil a"l>" durch das Ähnlichkeits Zentrum S von aa' a", 
ib'V geht, so müssen (§ 136) die Tangenten an diese Kreise 
in den Punkten, wo sie dieselbe schneidet, sich in der Radikal- 
achse SS'S" begegnen. Aber dieser Schnittpunkt ist der Pol von 
a"&" in bezug auf C". Weil nun der Pol von a"b" in SS'S" 
liegt, so muß der Po! von SS'S" in bezug auf den Kreis C" in 
a"i" liegen. Also wird a"b" konstruiert, indem man das Eadikal- 
zentrum mit dem Pol von SS'S" in bezag auf C" verbindet. 

Weil das Ähnlichkeitszentrum zweier Kreise in ihrer Zentralen 
liegt, und die Kadikaiachse zu dieser senkrecht ist, so geht (§132) die 
Zentrale von aa'a" und bh'h" durch I{ und ist auf SS'S" senkrecht. 

ft 134. Dreliungaaiim im Kreise. Während man den 
Radius eines Kreises gewöhnlich als eine absolute, wesent- 
lich positive Größe zu betrachten gewohnt ist, hat die Unter- 
suchüDg des Schnittwinkels nnd der gemeinsamen Tangenten 
demselben mehrfach einen Vorzeichenweehsel zugesehrieben. 
An nnd für sich ergibt der analytische Ausdruck des Kreises 
fttr den Radius em unbestimmtes Vorzeichen, da er nur das 
Badiusquadrat definiert. Sobald wir aber den Kreis als be- 
grenzte Fläche denken, müssen wir bei verschiedenen Kreisen 
auch einen Umfalirungssinn (§ 4) berücksichtigen. Es liegt 
nahe, den DreJmngssmn, m dem der Sadim die Fläche beschreibt, 
dadurch als positiv oder negativ mi Jcermseichnen, daß man dem 
Radius selbst das positive oder negative Vorzeichen beilegt. 
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Der Drehungasinn der Fläche oder der Peripherie über- 
trägt sich offenbar kontinuierhch auch auf jede Tangente, so 
daß ia jeder der positive Sinn fixiert erseheint. Damit ist 
einerseits vöUig in § 31 inbegriffen, wits unter dem Winkel 
zweier Kreise zu veratehen ist: der Winkel der positiven 
Tangenten. Sind die Kreise von gleichem Sinn, so ist dieser 
Winkel der in § 122 definierte Kadienwinkel; sind dagegen 
die Kadien von verschiedenem Zeichen, so gilt als Scbnitt- 
winkel das Supplement von jenem. Anderseits haben zwei 
Kreise von gegebenem Sinn nur ein Paar gemeinsamer 
Tangenten, wenn in diesen der von beiden übertragene Sinn 
übereinstimmen soU. Bei gleichem Sinn der Kreise betrachtet 
diese Auffassung nur die änßeren, bei entgegengesetzten Vor- 
zeichen der Radien nur die inneren als gemeinsame Tangenten. 
Man kann dann geradezu von einer eindeutig bestimmten 
Tangentenlänge oder Tangentiiüdidans sweier Kreise sprechen. 
Unter Annahme dieser Definitionen sind Potenz, Winkel und 
Taagentenlänge unzweideutig durch die Relation verbunden 
TT = — 2 41, pg cos G) = (^ ~ 2 pi pj. 

Damit ist nun klar, daß die Ahnliehkeitszentra und -acbsen 
ineinander Übergehen, wenn einer der Kreise seinen Sinn, 
oder der Radius sein Zeichen wechselt. Ebenso haben drei 
Kreise von jeweilen gegebenem Sinn nur ein Paar berührender 
Kreise und die anderen Paare des § 133 entsprechen der 
Umkehrung des Sinnes in je einem der gegebenen. Endlich 
aber kann man nun von vier Büscheln von Gleich, winkelkreisen 
zu drei gegebenen sprechen, denn jedes gehört zu einer be- 
stimmten Zeichenkombination der Itadien und mit der Ände- 
rung eines Zeichens ändert sich die Lage des Schnittwinkels. 

135. Ähnlichkeit der Kreise. Sind zu zwei Kreisen 
die beiden Ähnhchkeitspunkte als die Teüpunkte der Zentrale 
bestimmt, welche sie im Verhältnis der Radien teilen, so möge 
einer derselben als Nullpunkt der Koordinaten genommen 
werden. Ist etwa der änJJere dazu gewählt, so ist nach 
der Definition (§ 130) «i : «3 = J^^ : /^g = Pi : pa zu setzen 
Ki = ftpj, a^ = hQ^\ ßi = i9i, ßi^hs """^ "^'^ Gleichungen 
lassen sich schreiben 
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Somit geht die Gleichung des zweiten Kreises aus der 

ersten herror, indem in dieser — x\^ y an die Stelle 

, ■ Sä I es 

i x\y gesetzt wird, während dabei jede Grleichung von 



unverändert bleibt. 
Durchläuft also ein 
Punkt S oder x \ y 
den ersten Kreis, so 
beschreibt gleich- 
zeitig ein Punkt cf 
oder 




Ps I Pa 
den zweiten, und 
zwar liegen ent- 
sprechende Punkte jS und a auf demselben Vektor y = mx so, 
daß OS : Oe = ^, : pa. Jerfe Tranmm-sale dureh den Schnitt- 
pmkt eines gemeinsamen Tangenteapaares wird von den Kreisen 
in Proportion gdeüt, d. h. OS : OS' = Off : Off'. 

Man sagt deshalb, die Kreise sind ähnlich in bezug auf 
deu Schnittpunkt dieser Transversalen oder ÄlmUchteitssiraMen, 
und nennt denselben das Zenirwm der ÄhnlichJceit. Punkte 
desselben Strahles, deren Entfernungen vom Zentrum im Ver- 
hältnis der Radien stehen, werden als ähnlich gelegen oder 
homolog bezeichnet. Sie durchlaufen die ähnlichen Kreise 
in demselben Drehungesinn. Info ige der Definition bilden 
homologe Punktepaare B, 8; p, ff je mit dem Zentrum ähn- 
liche Dreiecke und haben parallele Verbindungs gerade liS, 
pff: homologe Sehnen oder Tangenten sind parallel; dasselbe 
gilt offenbar auch von homologen Radien (§ 129). 

Zu dem ersten Kreis erhalten wir stets einen in bezug 
auf den Nullpunkt ähnliehen Kreis, indem wir die Vektoren 
seiner Punkte in irgend einem konstanten Verhältnis n ver- 
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langem bez. verkürzen. Die Gleichujig desselben entstellt 
aus der gegebenen, indem man die Koordinaten x \ y durch 
konstante Vielfache nx ny ersetzt. Für alle Werte des Ähn- 
licbkeitsverhältnisses n entstehen so alle die Kreise, welche 
das Tangentenpaar aus dem Nullpunkt an den ersten Kreis 
innerhalb desselben Winkelraumes berühren. 

» Das System der Kreise, welches zwei gegebene Tan- 
genten aus innerhalb eines der Paare von Scheitehvinkel- 
räumen berührt, wird somit, wenn « | /5 1 ji ein Kreis desselben 
ist, dargestellt durch 

n" {x^ -f y^) — 2n (ax -{■ ßy) + jt = 0. 
Dasselbe hängt also von einem Parameter n quadratisch ab; 
von seinen Kreisen gehen also durch einen gegebenen Pnnkt 
der Ebene zwei, da die Substitution eine in n quadratische 
Bedingung gibt. Nur in zwei besonderen Fällen geht dies 
System in ein Büschel (§ 124) über: einerseits, wenn mit 
n^O das Ahn] iehkeits Zentrum auf den Kreisen selbst liegt, 
also die Kreise n (x^-i- y^) ~ 2(ax + ßy)^0 in ihm sich 
herühren; und anderseits, wenn « = (3 = 0, also das Ähnlich- 
keitszentrum für alle Kreise gemeinsamer Mittelpunkt ist 

«■(3:'' + !/') + «-0- 
Durch dieselbe Operation erhält man überhaupt zu jeder 
gegebenen Kurve f(x\y) = ähnliche Kttrven in aknlicher 
Laye bezüglich des Nullpunktes als Zentrum von den Glei- 
chungen f{i}x\'ny)'=0. In der Tat ist ai = nx, y'^ny 
einfach, die elementare Ähnliehkeitstransformation des § 12. 
Ist ein anderes Ähnliehkeitszentmm x„ j yg gegeben, so gelten 
einfach die Substitutionen 

x'-Xg^-nix- Xo), y'-y^^niy- y^). 
B. l) Die Gleichung eines zum Kreis 

x^ + f — 2ax — 2py + % = (y 
bezüglicli des Nullpunktes ähnlichen Kreises hat die Form 

n^{^}+y^ - 'iniax -^ ,5;/) + tt = 
und die der gemeinsamen Tangenten 
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2) Für 1 I 2 als Zentrum und 3 als Verhältnis der Ähn- 
liclikeit entspricht x^ + y^ — ix -\- 6p ■}• 7 = der Kreis 
x^+y^— Sx— 10)/ — 13 = 0. 

3) Die Ähnlichkeitaachsen dreier Kreise schneiden sie anter 
gleichen Winkeln (§ 131), weil sie für jedes der Kreispaare Ahn- 
liehkeitsstraHen sind. 

4) Sind zwei Kurven zu einer gegebenen ähnlich und ähnlich 
gelegen für die Zentra Xj\y^, x^ly^ und Verhältnisse «j, n^, so 
sind sie auch für ein drittes Zentrum untereinander ähnlich ge- 
legen, das in der Verbindungsgeraden der gegebenen liegt (§ 100, l), 

Deon man kann a^^l^g und «j so bestimmen, daß identisch 

% + «a (^ ~ ^a) = ^a + **! (^i + »i fi" — Xj) — %), usw., 
nämlich Mg = Mg : %, 

^ (w, - 1) a^ - K - 1) a^t I ^ K - 1 ) ^3 - ("i - 1) yi , 

136, Fotenzh altende Punkte. Verbindet man mit der 
Relation homologer Punkte auf irgendwelchem Ähnlichkeits- 
strahl 08:00= OS' : Oa'= Pj : i»a 
die Definition der Potenzen des Ähnlichkeits Zentrums in den 
beiden Kreisen V:f= OS • OS', nw=O0-Oe', die von 
der Transversale unabhängig ist (§ 114), so folgt als neue 
Relation zwischen je den nicht homologen Punkten 

08- Oö'= OS'- Oö = ^ni''i=^n<=>- 

Pi ' es ^ 
Auf aUen ÄhnlickkeitsstraMen ist das FroduM der nicht homo- 
logen Vektorm konstant. Auf der Zentrale Mm ergibt sich 
der Wert desselben explizite mittelst der Abstände von 
und 0' (Fig. § 129), nämlich für das äußere Ähnlichkeits- 
zentrum {OM + Qj) (Om — q^) 

und analog für das innere 

(O'M + Q,) (am + ys) = - 9i&, ((^^y^ ^ l)" 
Bezogen auf ein reelles Ähnlichkeits Zentrum ist die erste Kon- 
stante positiv, wenn p^, pj imagLimr oder p^, pg reell und 
(pj— Pä)^<c^, die letzte dagegen, wenn pj, ^^ ^^ '^^^ 
(ei+P2)'>cl 
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Da das konstante Produkt in ganz analoger Weise ge- 
bildet ist, wie die Potenzen TT^"', TT^"' selbst, so bezeichnet 
man dasselbe als die gemeinsame Potenz der beiden Kreise und 
unterscbeidet eine äußere tmd eine innere, je nachdem die 
nicht -homologen sog. potenshaltmden Punkle^^ auf Strahlen 
des äußeren oder inneren Äbnlichkeitspunfetes liegen. Ins- 
besondere ist die gemeinsame Potenz gleich dem Produkt der 
Tangenten OA-Oa, bez. O'B-O'b oder auch gleich dem 
Quadrat der Vektoren der Schnittpunkte der Kreise. 

Der Kreis um ein reelles Ähnliehkeitszentrum, dessen 
ßadiusquadrat die zugehörige gemeinsame Potenz ist, heißt 
der äußere "bez. innere FoteMJcreis der gegebenen Kreise. Zu- 
gleich reell sind beide Potenzkreiee nur, wenn die Kreise 
sich reeU schneiden; nur der äußere oder nur der innere ist 
reell, je nachdem die reellen Kreise sich ohne reelle Schnitt- 
punkte aus- oder einsehließen; der äußere ist auch für 
imagii^re Kreise stets reeU. Die Poienähreise gehen durch die 
Schnittpunkte der gegebenen Kreise tmd sind meinander ortho- 
gonal, denn ihre Mittelpunkte sind Durchmesserendpunkte des 
die Schnittpunkte enthaltenden Ähnlichkeitakreises (§ 130). 

Die Sehnen sweier Funkte des einen Kreises tmd der potenz- 
haltenden des anderen schneidm sich stets auf der Eadikalachse 
der Kreise. Zum Beweis nehmen wir die beiden Ähnlich- 
keitsstrahlen OM, OS (Fig. § 1S5) als Koordinatenachsen und 
schreiben die Gleichungen der Kreise in schiefwinkligen 
Koordinaten (§ 102) 

"ii(^^"'" Sa^j/cosro -f y^) + 2ay^x + 2a^.^y -K a^^ = 0, 
aii(a:^+2xycos<a + f) + 2a^s^x-\-2a^^^-^y-\-a^^^l^0. 

Lauten femer die Gleichungen von HS, R'S', ausgedrückt 
durch die Achsen abschnitte OR = a, OS=b, OH'^a', OS'=V, 

f + f-i. ^+f =1. 

so müssen die Gleichungen von q0, q's' sein 

e, \a ' hl ' e^ W b' ; 
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ÄTI8 der Form der Grleichimgen folgt, daß HS zu pff, M' S' 
zu p'e' parallel ist (§ 135), und die Sehnittpuiikte von BS, 
p'e' und H'S', ^0 in der Geraden liegen 

Nun ist aber nach % 107 

" + «' ^ _ 2^> ^+_^ = _ 2^, 
also die Gleichung jener Verbindungsgeraden 

2(a^,x + a^^y) + (l + ?i) «^^ = 0. 

Dies ist aber identisch mit der Differenz obiger Gleichungen 
der Kreise, d. h. mit der Gleichung der Kadikalachae (§ 119). 
Das Entsprechen der in der Ähnlichkeit nicht homologen 
Punkte und Geraden der Kreise ist somit dasjenige der zen- 
triachen Kollineatiou (§ 98) für den Ähnlichkeitapunkt als 
Zentrum und die Radikalaclise als Achse der Kolhneation; ihre 
Gegeuachsen und ihre Charakteristiken ö^, Si sind in beiden 
Fällen leicht zu bestimmen. Diese zwei Zenfcralkollineationen 

igen reellen mit Achsen im Endlichen, welche 
reellen Kreisen möglich sind. 

. eller Fall des vorigen Satzes ist: die T<mgmten 
der Kreise in potenshaltenden Punkten schneiden sich auf der 
BadiJcalackse. Da aber die homologen Tangenten parallel sind 
und die Tangenten in den Endpunkten einer Kreissehne mit 
dieser denselben Winkel bilden, so lüden die Tangenten in 
poienshaltenden Funläen mit dem ÄhnlitMeitsstrahl gleiche 
Winkel von enigegengesetztem Sinn. Somit wird der Winkel 
der Tangenten in einem Schnittpunkt der Kreise je vom 
Ähniiehkeits strahl desselben halbiert. Daher können die Po- 
tenzkreise auch ala die Kreise definiert werden, welche in 
den Schnittpunkten der gegebenen deren Winkel halbieren, 
und besitzen infolgedessen die Gleichungen (§ 125) 

j& 137. Inversion. Das Prinzip der Zuordnung der po- 
tenzhaltenden Punkte auf zwei Kreisen führt naturgemäß auf 
folgende Verallgemeinerung, welche als das Prinzip der rezi- 
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proJcen Jtadien Vektoren oder der sirTmlcuren Inversion von her- 
YOrragender Bedeutung iat.^^ 

Ist ein Kreis J vom Zentrum und dem Hadius x ge- 
geben, 80 bestimme man zu einem beliebigen Punkt P der 
Ebene einen Punkt P' auf demselben Radius OF so, daß 
das Produkt OF-OF'=x^ eine 
Konstante ist. Zwei Punkte P 
und P' entspiechen sich dalier, 
wenn ihie ßadien Vektoren aus 
der Kichtuug und dem Sinne nach 
zusamraentalleu und der Größe 
nach. ie:4ipiote Weite ergeben, so- 
bald man x als Maßeinheit nimmt 
OP' ^ = 1 {OP %). Die nach dieser Mähode der Zuord- 
nung nach reziproken Radien entsprechenden FuMe F, F' 
heißen inverse Funkte, der FimM heißt Zentnim der In- 
version, der Kreis J Inversionshreis oder Hajiptkreis (Direktrix) 
der Inversion. 

Nimmt man das laversionszentrum zum Nullpunkt eines 
Polarkoordinatensjstema, so erhält man aus den Polao-koordi- 
naten r\ & eines gegebenen Punktes die Polarkoordinaten r'\ &' 
des inveraen bei gegebenem Inrersionskreis einfach gemäß 




Zu rechtwinkligen Koordinaten a^ji/, *'|j/' übergebend folgen ai 



die Transformationsformeln der Invasion als 



» y 



Sehen wir zunächst vom Inversionszentrum ab, so ent- 
spricht nach diesen Formeln jedem reellen Punkt P der 
Ebene ein und nur ein inverser Punkt P', denn x'\'y' sind 
rational ausgedrückt durch x \ y. Umgekehrt wird auch zu 
F' eindeutig P als invers erhalten. Jedem reellen unendlich- 
fernen Punkt jedoch entspricht stets das Inversionszentrum, 
und umgekehrt entspricht diesem jede Richtung als invers. 
Das Zentmm ist also der einzige reelle Punkt, zu welchem 
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der inverae nicht eindeutig bestimmt ist. Die Eindeutigkeit 
der Beziehung gut wiederum uneingeschränkt von imaginären 
Punkten, abgesehen von denen der Vektoren absoluter Rich- 
tung ic*-|-«/'=0: jedem endUchen Punkt, für welchen 
y : x=' + i, entspricht die absolute Richtung ^ i selbst 
und umgekehrt. 

Es ist nach § 115 bekannt, daß von Punkten P, P', 
für die OP- OP'^x^ jeder in der Polaren des anderen be- 
züglich des Kreises J lie^, oder daß inverse Punkie Iconju- 
giert harmonische Pole in iezug auf die EndpunMe ihres Durch- 
messers im Inversionskreis sind. Dies liefert ein einfaches 
Konstruktionsmitte]. Dasselbe zeigt sogar noch die reelle 
Vermittelung der Inversion in bezug auf einen imaginären 
Kreis vom Radius x = x'i, da OF-OP'=-k'^ für OP 
und OP' einfach entgegengesetzten Sinn fordert. Eine Be- 
trachtung der Inversion mit imaginärem Mauptkreis bietet 
daher kein großes neues Interesse. 

Ferner darf ohne Beschränkung der Allgemeinheit x — 1 
oder der Einheitshreis als Inmersionshreis genommen werden, 
da dies nur bedeutet, daß x\y, x'\y' die mit x gemessenen 
Küordinatenlängen bedeuten. Daher sollen unter Inversions- 
formeln weiterhin einfach verstanden sein 



» 138, Beschreibt der Punkt P eine Kurve, so erzeugt 
gleichzeitig der inverse Punkt P' eine Kurve, die man die 
Inverse zur ersten nennt Hier gilt vor allem der Satz: die 
Inverse m eitiem Kteis isf stets mederwn ein Kreis. 

Denn, liutet die Gleichung eines gegebenen Kreises TT 
n = j-ä + ii" -2ax-2ßy -{■ ir = 0, 
so erhalten wir für den inversen Ort durch die Substitution 
von x' '.{x''^ + y'^)\y' ■.{x''^ -\- y'^) statt x\y die Gleichung 

Ist also 31 ^ 0, so ist die Inverse der Kreis TT' von der Gleiciinng 
n'- i'> + j," - 2-;e'~ 2-5;/' + i - 0, 
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dessen Mittelpunkt und Eadius somit folgen aus 
«'=K:;t, ß'=ß:x, q'^^q^-.icK 
Die Mittelpunkte inveraer Kreise sind somit nicht invers, 

Inverse Kreise sehneiden den Inversionskreis in den- 
selben Punkten und nnter entgegengesetzt gleichen Winkeln 
(§137), ersteres, da ein jeder mit x^+y^=l dieselbe 
Radikalachse —2ax -2ßy + a -{- 1=0 besitzt. Dabei durch- 
laufen offenbar P den Kreis TT und P' den Kreis TT' nicht 
in demselben Sinn, sondern inverse Figiwen haben stets ent- 
gegengesetstm Drehimgssinn. Daher ist nach der Auffassung 
von § 136 die Beziehung zwischen den Radien inverser Kreise 
genauer q'= — p : k. 

Die Inverse eines Kreises Q, welcher durch das Inversions- 
Zentrum geht, ist eine Gerade g', nämlich seine Radikalachse 
mit /. Denn für x = lautet die inverse Gleichung 

— 2Kx'—2ßy'-{~l = (} 
und stellt die Gferade von den Koordinaten — 2a\— 2ß dar. 
Umgekehrt ist die Inverse einer ' Geraden ein Kreis durch 
{§ 113, 2) und ihre Schnittpunkte mit X Dies in speziellem 
Sinn für Gerade von absoluter Richtung. Insbesondere 
entsprechen Strahlen durch das Inversionsemtrum sich selbst. 
Man erkennt beides durch die obige Substitution in 
«ja; + flg«/ -(- «3= 0. 

Diese Sätze sind aber unter dem ersten allgemeineren 
mit umfaßt, wenn man naoh fiuheiem ein aus einer Geraden 
und dem Unendlichternen Ijestehendes Limenpaar als Grenz- 
form eines Kieiscs ansieht {% 104) Denn in der Tat ent 
spricht dem Punkt dis ganze Unendlichferne, also können 
den übrigen Punkten eines durch gehenden Kieises nui 
noch Punkte einer Geraden entsprechen 

Die Inveisen det Krfise eims Suscheh bilden ebenfalls un 
Knibbuschel, denn die Paare gemeinsamer Schnittpunkte sind 
mvers Wenn speziell d^ Inversionszentrum ein Gmndpunkt 
des Büschels ist, ist die inverse Figur em Strahlbflschel Nun 
kann man folgern (§ 128), daß amh Netze mit inversen Mawpt- 
lireisen invers sind. Sind die Normalgleichungen inverser Kreise 
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TTi = und TT'; = 0, so besteht in der Tat die inverse Figur 
des Netzes TTj-(- ATTj + fTTj= aus den Kreisen 

ff^n'^-l- ÄjTgTT'j + /ftjTI'g = 
und die Orthogonal kreise entsprechen sich als Orter von 
Nullkreisen. 

Der Inversion skr eis x'^+y'^^=l ist der Ort der zo sich 
selbst inversen Punkte. Damit aber überhaupt ein Kreis mit 
seinem Inversen zusammenfalle, ist notwendig und hinreichend 
jr^l, da nur dann «'= «, ß'= ß, 31'= 1, p'= p ist. Ein 
solcher Kreis schneidet aber J rechtwinklig (§ 114, 122). 
Demnach ist jeder OrthogonalJereis N des Saupikreises su sich 
sdbst invers und umgekehrt, d. h. jeder Strahl aus schneidet 
ihn in einem Paare inverser Punkte (§ 125). Die Umkehrung 
kömien wir auf die Form bringen: Jeäer durch ein Paar inverser 
Punkte gehmde Kreis ist sum Sau^h-eis orthogonal, denn da 
seine Schnittpunkte mit J sich selbst entsprechen, deckt er 
sich mit seinem Inversen. Die einzigen zu sich selbst in- 
versen Geraden sind die Strahlen aus dem Inversiouszentrum. 

tu 139. Isogonalität. Von fundamentaler Bedeutung für 
die Übertragung geometrischer Eigenschaften einer Figur auf 
ihre Inverse sind die anfängliehen Proportionen des § 138 

ec: ß : Q :l/ro= «': /3': — p' :]/«', 
welche zunächst ausdrücken, daß inverse Kreise in bezug auf 
das Inversionszentrum ähnlich sind. Sind aber zwei Kreise 
TTj : Kj 1^^; pj und TT^: k^ IfJ^; p^ gegeben, TT'j^ : «'^1 ß'^; p'j und 
TT'g : a'g j ß'^; p'g ihre Inversen, so finden sich alle die Be- 
ziehungen zwischen TTj und TT^ unverändert auch wieder 
zwischen TT'j und TT'^ vor, deren analytische Ausdrücke nur 
von Quotienten wie -^—^1 .t'-o, i, _= abhängen, da diese 
ihren Wert nicht ändern, wenn die Buchstaben durch die 
akzentuierten ersetzt werden. Der Hanptausdruck dieser Art 
ist das Verhältnis der Potenz TT = jt^ -f sr^— 2((i:iK2+ ^i/5g) 
der Kreise TT;, TT^ zu ihrem Radienprodukt QiQ^, denn es 
läßt sich schreiben (§ 123) 



S- 
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Somit ist, wenn TT' die Potenz der Inversen TT'^, TT'^ bedeutet, 

JL^JLj- oder (% 122)Gos(n,n,) = cos(n' n'A*) 

(Nach der Ausdracksweise von § 88 siad die Quotienten 
ßjKg : p,^)^, ßißs.&iQ^ ^riä namentlich auch TT:p^^ Invor 
ricmten der inversen Transformcdion zu nennen.) 

JTsö ist hei Bmicksißhtiffimg des Brehv/ngssiimes der Kreise 
der SchniUmnlcei zweier Kreise TT^, TT^ gleich dem WinM ihrer 
Inversen TT'j, TT'g. Dieser Hauptsatz der Inversion gilt infolge 
der Betrachtungen des § 123 auch noch, wenn einzehie dieser 
Kreise in Gerade übergehen. Als spezielle Fälle desselben 
kennen wir schon; inverse Kreise schneiden / gleichwinklig, 
zu sich selbst inverse Kreise sind zu J orthogonal, Netze 
mit inversen Hauptkreisen sind invers. Als weiteren Spezial- 
fall beachte man: die inversen Kreise zweier Geraden (z, B. 
Tangenten) haben zu ihnen parallele Tiingenten im Inversions- 
zentrum. Jedoch ist dabei wohl zu beachten, daß die Winkel 
nach § 136 definiert vorausgesetzt sind. Kehrt man zur De- 
finition als ßadienwinkel (§ 122) zurück, so erkennt man 
leicht folgende Abänderung des Satzes; Der Winkel zweier 
Kreise ist gleicli oder supptementär mit dem ihrer Inversen, je 
nachdem das Inveraionszentrum innerhalb oder außerhalb der 
beiden oder innerhalb des einen und außerhalb des anderen Hegt. 

Da sonach uberJuiv^t Winkelgrößen durch Inversion nicht 
geändert werden, inverse Figuren also gleiekwinklig oder isogonal 
sind, so heißt die Tramsformation nach regiproken Badien eine 
isogonale Verwanätschaß.^') 

Wenn man dergestalt eine aus Kreisen und Geraden 
bestehende Figur ohne Änderung der Wiukel in eine wieder 
nur Kreise und Gerade enthaltende Figur verwandelt, so kann 
man oft bedeutende Vereinfachungen derselben erzielen. Man 
verfügt in dieser Absicht über die Data der Inversion passend 
so, daß man einen besonderen Punkt der Figur zum Inver- 



*) Temsr folgt nach § 139 auch, t^ -i'a^ = tf ■■tl^=^ g,i>^: q' 
1. h. die Quadrate de^ gemeinsamen Tangenten von TT, \md TT^ , 
md TI' verhalten sielt wie die Potenzen. 
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sionsaentrum oder einen ausgezeichneten Kreis der Figur zum 
Inrersionskreis wählt. 

Anwendungen dieses Prinzips enthalten die B. und § 140. 

B. 1. Ein beliebiges Kreispaar kann stets m ein Paar kon- 
gruente Kreise verwandelt werden, für einen Punkt eines Potenz- 
krejses desselben als 0. 

Denn für einen solchen ist jTj : re^ ^ p^* : p^*, also ^[^ = p^^. 

2) Zwei beliebige Kreise TTj, TTg ohne reelle Schnittpunkte 
können dureh Inversion in konzentrische vorwandelt werden. 

Dazu muß das Inversionszentmm so gewählt werden, daß 
ß[ a =(3i ^, = «1 7t, also aurh "j^^ + ft* l/c," + /5 ^ = jT; jEj, 
gemäß ^ IJfc, 2 somit als ein f-rienzpunkt des Büschels TT^, TTj 
Je^es B'ü'^dtel öhnt, rteUe (jrrunäpimlte H also zu nnem Süicke] 
JconeenfriscJier Kreise iniets 

3) Drei beliebige Kreise mit reellem Orthogonalkreis können 
in solche mit gemeinsamer Zentrale verwandelt werden 

Als luveisionszentrum genilgt em behebigei P inkt ihre? 
Ol thogon alkreis es, denn die Inveise dieses Kieises wn-d eine Ge 
lade, die die Inversen der gegebenen Kreise ortkagonal, d h ah 
Duichmesser schneidet Em Netz mit reellem Hauptkaeis ist somit 
ZI dei Gesamtheit dei Kteise einPi geraeinsamen Zentralen mvers 

i) Zwei Kieise und ihre Potenzkieise gehen dmuh Invei 
sion m bezug aul einen dei Schnittpunkte und für die gi meiniame 
Sehne als Inveraionsiadiub m zwei Geiade und ihre Winkpl 
halbieieuden ubei 

5) Alle durch einen testen Punkt gehenden Kieise, welche 
einen festen Kieis iechtwinkli£[ 'ichneiden, gehen noch dnich. einen 
zweiten festen Punkt oder bilden ein Böschel 

Denn die Normalen emo- Kreises gehen duich seia Zentrum 

b) Drei Kreise, die sich paaiweise reell schneiden, haben 
wenn sie kpinen reellen Orthogoualkteis besitzen, em Kreisbogen 
dieieck gememsim, dessen Winkelsumme > jr ist, sonst schließen 
sie ein solches von der Wiakelsumaie <. it ein 

T] Zwei aufem in d erfolgende Inversionen m bezug auf kon 
zentiische Iniersicnskieise ergeben ähnliche liguien in ahnh:"hei 
La^e, denn ist >*'=-*, ;'*"=«"', 'io ist ? t"=y^ x' 

8) Inveisionen in bezug auf veischialene Inieisionskreiie 
eigeben eine quadratische Verwindtschaft, m welcher Ki eisen 
wieder Kreise entspieclien Wnd i|^ zuerst einer Inveision 
unterworfen, dinn nnei mit dem Zentrum t^, \ (/„ und dem 
Radios X, so ist 
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» 140. Distanz-, Tangenten- und Winkelrelation en. 
Zwischen vier Paukten 1, 2, 3, 4 einer Geraden besteht (§80) 
die identische Streekenrelation 

12-344-14'23 = l3>24. 
Berühren in jenen vier Punkten vier Kreise die gegebene 
Geralde, so können wir die Strecken als die Längen der ge- 
meinsamen Tangenten der Kreise bezeichnen, zwischen denen, 
nach Division durcli die Quadratwurzel aus dem Produkt aller 
Radien, die Relation besteht 

lä 34 14 ää 13 24 

Wenn wir nun die inverse Figur des Ganzen bilden, so 
erhalten wir aus der Geraden einen Kreis, der vier andere 
Kreise berührt. Bezeichnet 12 die Länge einer geraeinsamen 
Tangente der Kreise pj, pj, so besteht zwischen sechs ge- 
meinsamen Tangenten der vier denselben fünften berührenden 
Kreise dieselbe Relation, wie zwischen den Strecken der 
Geraden, weil obige Quotienten bei der Inversion ungeandert 
bleiben. Dabei haben wir, je nachdem zwei Kreise den um- 
hüllenden Kreis von derselben oder von entgegengesetzter 
Seite berühren, die äußere oder innere gemeinsame Tangente 
zu nehmen. 

Der bekannteste Spezialfall dieser Relation ist der Ptole- 
mäische Sats: in einem Kreisviereck 1 2 3 4 ist 12 -34 + li ■ 23 
= 13 ■ 24. Er entsteht, wenn die vier Kreise NuUkreiae, also 
Punkte des umhüllenden Kreises sind. 

Reduziert sieh dagegen von den vier Kreisen nur einer 
auf einen Punkt, so gilt die Relation für jeden Punkt des 
die drei gegebenen berührenden Kreises. Insbesondere sind 
14, 24, 34 Längen der vom Punkte a:j)/ an die. Kreise TT^ = 0, 
TT2 = 0, TT3=0 gehenden Tangenten, also l/TT^, l/TT^, yVlg. 
Somit sind die Koordinaten eines Punktes des Berührungs- 
kreises von drei gegebenen durch die Relation verbunden^^) 
23 t/tT; ± 3l l/Tta + 12 l/nä = . 

Diese Gleichung ist, von Wurze^rößen befreit (rational 
gemacht), vom vierten Grade, muß also nach ihrer Ent- 



y Google 



278 



Vn, Systeme t 



stehnng ein Kreispaar darstellen. Sind 23, 31, 12 die äußeren 
gemeinsamen Tangenten, so repräsentiert sie die beiden Kreise, 
welche die gegebenen a!le äußerlich oder alle innerlich be- 
rühren (Fig, § 133). Bezeichnet dagegen 23 eine äußere, 
31, 12 innere Tangenten, so entsteht die GEIeichung des 
Paares, welches den Kreis TTi = auf der einen und die 
beiden anderen auf der entgegengesetzten Seite hat (vgl. § 132). 
Endhch erhalten wir die beiden übrigen Kreispaare, wenn 
wir 31 oder 12 als äußere und je die anderen als innere 
Tangenten nehmen. 

Rein rechnerisch bilden wir aus den die Distanzen von 
Punkten der Ebene verbindenden Relationen neue Abhängig- 
keiten zwischen Tangenten oder Winkeln und den Radien 
von Kreisen, indem wir jedes Entfernungsquadrafc ersetzen 
durch 12 = (jg" -f (qj + pa)^ = p^^ + p^^ — 2 q^ q^ cos cüj^ , wofür 
man die Beispiele sehe. 

B. l) Die Melation^^) swischen den Distanzen von mer Punkten 



einer Ebene. 
Man 



i Determinanten i 



§ 104, 4 eine aus 
einer Eins und KuUen bestehende Zeile vor und verfahre nach 
dem Gesetn der Multiplikation; das Produkt muß gleich NuU sein, 
weil die multiplizierten Gruppen eine Horizontalreihe mehr als 
Vertikalreiheii enthalten („Vorles." Art. 25). Man erhält ^ 
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Sie ,-2?/ 

2 a/', — 2/ 
1,— 2fl/", — 2/ 
Die Eutwiekeluög davon gibt 
= 12^- 3?{l2^+ 3?— 13^— 14^- 23^- 
+ 13^ 24^ { 13^ -h 24^ — 12* — 14* — 23^ - 
-I- IT ■ 23* { 14* -f 2? — 12^ — 13^ — 24* - 



+ 23 ■ 

Setzen wir für 23, 31, 12, bez. a^, Oj, a^, für 14, 24, 34 
aber bez. p + pj, g+pg, p + ga, so erhalten wir eine in q 
quadratische Gleichung ; — ■ 



der Badien der Kreise, 
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die sämtlicli innen oder sämtlich außen drei Kreise berühren, 
deren Radien pj , pj , pg sind und deren Mittelpunkte ein Dreieck 
Yon den Seiten a^, ßg, a^ bilden. 

Soll der gesuchte Kreis die gegebenen drei Kreise unter Winkeln 
«1 , Wj , »3 bez. schneiden, so hat man für 14 ,24,34 bez. einzusetzen, 
p^ + Pi^— 2(j^peo3raj, (i^+pa^—S^apcos tog, p^-f ^g^— 2pgp cosog. 

2) Analoge Relation zwischen den Längen der gemeinsamen 
Tangenten von fünf Kreisen. Wir multiplizieren 







,0,0 



"'+y"'- 



-2x', —23/, 2»-', 
-Sa:", ~2y", 3r", 



0, , , , 1 

l,x' ,jf' ,r' ,x''+y'^ — /^ 
l,^',y"y,x"^-i-y"^—>^'' 



je fünf vertikalen und sechs horizontalen B«ihen und erhalten 
I Determinante vom Werte TSull. Für 12, usw. als Länge der 



1, , 12 , 13 , 14 , 15 

1, 12^ , 23^ 24^, 25^ 

1, 13^ 23^, , 34*, 35^ 

1, 14^ 24^ 3?, , 45^ 

1, 15^ 25*, 35*, 45^ 

Wenn der Kreis 5 die ührigen berührt, so werden 15, 25, 35, 45 
gleich Null, und wir erhalten speziell die Eelation zwischen den 
gemeinsamen Tangenten von vier Kri^iseu, welch« derselbe fünfte 
berührt, in der Form der von den äußersten Elementen der obigen 
eingerahmten Determinante vierter Ordnung, gleirh Null gesetzt. 
Dieselbe ist das Quadrat der "Relation des Testes, 

3) Die Multiplikation von zwei Determinanten mit den Zeilen 

0, Xi, t/i, 1, ^In^— Xi^— ffi^) und 0, x'i, y\, -|-(tf - fl!;^— y!-^), 1 
für j = 1, 2, 3, 4, 5 gibt analog eine Relation zwischen den Kosi- 
nus der Winkel, unter welchen fünf Kreise ( 

1 den fünf Kreisen eines anderen 
1 Ebene geschnitten werden.^*) 

4) Die Distanzrelation zwischen vier Punkten einer Ebene 

1, 2, 3, 4 liefert eineüeZaiio» zwischen denWinheln, unter denen sich 
vier Kreise schneiden. Denn für zwei Kreise mit den Radien jj, p^ 
und den Mittelpunkten 1, 2 ist (mit (12) als dem Winkel ihres 

i2'=ei'+?g'-2ejesCos(i2). 
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Man erhält somit aus der Determinante i 



0' 



|0i 



1 



1, . ?/+ ?i^-2e,eiCOs(2l), . ,! 

k ei'+es^-2pjP2COs(l2), , . ,j = 0. 

|l. ei'+e/-2fte4C0s(14), e/+4./-2e,i,^cos(24), . o| 
Durch Suhtraktion der mit ^^^, pg^, p^*, p^^ hea, multiplizierten 
Elemente der ersten Reihe und Zeile von dei 

i Eeihen und Zeilen reduziert man diese au 

, cos (41) 

cos (42) 

eos (43) 

1 

Setzt man darin cos (21) = eo3 (31) = cos(4l) = cosc), so entstellt 
aus 2§jC0s6' = & eine quadratische Gleichung zur Bestimmung 
des h, welches irgend einem Werte von w entspricht. 

5) Weil nach § 123 die Potenz zweier Kreise «; | ^i | ^i 
und«j,f (3t 1 TTt in bezug aufeinander U^ =TT^ +17^ — 2(a^a( + ß^ßt) 
ist, so folgt durch Multiplikation der Gruppen mit ftinf horizon- 
talen und vier vertikalen Eeihen 
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00. (14), 
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USW. 


das Verschwinden der Determinante 


paare i und fc aus zwei Gruppen vo 


1, 2, 3, 4, 5 und l', 2', 3', 4', b'. 




TTij-, n,g., Hj,., r 




F^i', n^ä-, n^a', Hb 



ins den Potenzen der Kreis- 
fünf Kreisen, schreiben wir 



. Resultat, aus welchem durch Einführung gerader Linien, 
ä der unendlich fernen, durch Orthogonaiitäfs he dingun- 
gen osw., viele Spezialßlle i 
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Achtes Kapitel. 
Hauptelgenschafteii der Kurven zweiten Grades, 

141. Die allgemeine GlBichung zweiten Grades in x, y 

a^^x^+2a^iXy + a2^y^-\-'2a^^x + 2a^^y + «36 — {§ 101) 
hat sechs Koeffizienten «jj, a^^y "aaj '^isi ''isj *S3- -^^^ durch 
sie dargestellte Ort wird allgemein ala Kurve zweiten Grades 
oder auch als Kegelschnitt bezeichnet.*) 

Die Natur dieser Kurven ist von den speziellen Wert- 
verhältnissen der Koeffizienten abMngig, also von fünf Kon- 
stanten, denn offenbar haben nur die Verhältnisse der sechs 
Koeffizienten hierauf Einfluß (§§ 27, 102). Wir können daher 
einem von Null verschiedenen Koeffizienten der Gleichung 
stets einen feilten Wert beilegen, z. B. den Wert Eins, in- 
dem wir die Gleichung durch die ursprüngliche Wertziffer 
dividiert denken 

Somit sind im allgemeinen fünf Relationen zwischen den 
Koeffizienten hinieiehend, eine Kurve zweiten Grades zu be- 
stimmen Em Kegelschnitt ist ditrch fünf seiner Punkte bestimmt. 
Substituieren wii namlieh m die allgemein angesetzte Gleichuiig 
dip Kooidindten '"il'/i, usvr jedes Punktes, duich welchen 

*) 4,ua einem in & lb3 erklärteo brande 5öiulit man statt den 
nach, g 22 au tr wartenden Ausdrack „Kurve zweiter Ordnimg sa 
biauchpn meist vom Gtade dieser KTirve Wir werden später beweisen 
(Bd II) daß der duinh eine Ebene in einem Kreiskegel gemachte 
Schnitt eme Kurve zweiten Grades ist und umgekehlt, daß es keine 
Kurve ?WPiten Grades gibt, welche nicht als ein solcher Kegelschnitt 
1 etxachtet werdPtt kann Unter diesem GesicMspunkt sind die KuTven 
zweiten (Jiades auerat von den Geometeia untcibucM worden Wii 
gedenken dieser Eigenschaften, weil wir pa oft passend finden werden 
die Bezeichnung , Kegelschnitt statt der Lingeren Benennung , Knive 
ffteitoD Irtiides ?u f,phiaurLfn 
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die Kurve gehen soll, so erhalten wir für fünf Punkte fünf 
Relationen zwischen den Koeffizienten, die homogen und 
hnear in denselhen sind und somit znr Bestimmung der fünf 
Quotienten a^^ia^s, usw. genügen. 

Die einem Kegelschnitt vorgeschriebenen Bedingungen 
können auch in anders gearteten Koeffizientenrelationen ihren 
Ausdruck finden. So haben wir in § 59 gezeigt, daß die 
Gleichung zweiten Grades zwei Gerade darstellt, sobald die 
als Distriminante bezeichnete Koefflzientenfanktion D ver- 
schwindet. Nach den Ergebnissen des § 108 ist der Kreis 
ein Kegelschnitt, dessen Gleichungskoefflzienten zwei Be- 
dingungen unterliegen. 

Es ist die Aufgabe des gegenwärtigen Kapitels, die ver- 
schiedenen Kui-ven zweiten Grades zu klassifizieren und einige 
der Eigenschaften zu entwickeln, welche ihnen allen gemeinsam 
sind. Dazu liefern die beiden vorhergehenden Kapitel manche 
Beispiele, wenn auch in besonderer Fonn. 

142. Weil wir in diesem Kapitel oft Gelegenheit haben, 
die Methode der Koordinateniransformation anzuwenden, so 
ist es nützlich, im voraus die Veränderungen der allgemeinen 
Gleichung zweiten Grades zu besprechen. Wenn wir zu 
parallelen Achsen durch einen neuen Nullpunkt x^ \ y^ trans- 
formieren (§ 9), so erhalten wir die neue Gleichung, indem 
wir x -\- !0^\ y -\- J/o fir ^ I y einsetzen, als 

ajx -H x^y + 2«,3 (x -f- x^) {y + y«) + a,^(y + y^f 
+ 2«i3(^ + x^) + 2a3äC»/ + J/o) + «83= 0- 

Ordnen wir dieselbe nach den Potenzen der Veränder- 
hchen und kennzeichnen deren Koeffizienten durch beigefügte 
Akzente, so bleiben offenbar unverändert o,\^ — a^^, cJa^ßiä, 
a^j = Hg^ ; dagegen sind 

«ia=**ii^o+ «ib!/o+ *»13> '»23= «13*0+ «3a?/o+ «23- 
«8B= <'iiV+ 2«,sa:oi/o+ «a8J'o^+ ^<^viH+ 2«a3J'ö + '*33- 
Bei einer Par(üleUrcmsformaiion der Gleiehimff sweiten Grades 
bleiben die Koeffizienten der quadratischen Glieder ungeändert; 
das neue absolute Glied ist das Resultat der Substitution der 
Koordinaten des neuen Nullpunktes. 
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Bei einer DrehvngstransformaUon ämäert sich (mir) das 
Jconstante Glied der Glmchung nicht. Denn die diesbezüglictieu 
Formeln (§ 10) sind homogenj so daß aucli die neuen Koeffi- 
zienten der linearen Glieder nur von den alten und dem 
Drehungs Winkel abhängen,*) 

143. Jede Gerade solmeidet eine Kurve zweiten Grades 
in zwei reellen getrennten, vereinigten oder imaginären 
Punkten. In der Tat erhalten wir zur Bestimmung der Ko- 
ordinaten der Punkte, in denen eine Gerade aiX -\- a^y + a^^O 
die' Kurve aehneidet, eine quadratische Gleichung; insbeson- 
dere Kur Berechnung der Abszissen eine solche durch die 
Substitution des Wertes — (a^x ■{■ a^) : a^ an Stelle der 
Veränderlichen y. 

Dasselbe ergibt die Überlegung, daß wir durch Koordi- 
natentransformation stets die gegebene Gerade zu einer Achse, 
z. B. y'^ 0, machen können, während die quadratische Glei- 
chung nur andere (akzentuierte) Koeffizienten erhält. Die 
Schnittpunkte einer Kurve zweiten Grades mit den Koordi- 
natenachsen sind aber bestimmt durch die für y = 0, bez. 
x^O entstehenden quadratischen Gleichungen (§ 15). 
«„3;^ 4- SMjga; -i- «33= 0, a^^i/ -\- 2 a^^y -^ «33 = 0. 

Denken wir uns die Buchstaben etwa der ersten dieser 
Gleichungen akzentuiert, d. h. als von den gegebenen Koeffi- 
zienten durch die Substitution abhängige Ausdrücke, so sind 
dreierlei Falle möglich. Die «j, a^, a^ können solche reelle 
Zahlen, die Gerade kann so gelegen sein, daß die Wurzeln 
jener Gleichung oder die Schnittpunkte reell und getrennt 
oder zusammenfallend oder konjugiert imaginär sind. 

Nach § 16 begrenzt der Kegelschnitt in jeder reellen 
Geraden eine Sehne mit reellem HcAMerungspirnkt, während ihre 
Länge entweder reell, rein imaginär oder KuU ist. Eine imagi- 
r^re Gerade schneidet dagegen stets in imaginären Punkten, die 
nicht konjugiert sein können. Wird dabei für eine gegebene 
Gerade auch der Koeffizient a[^ zu Null, so sprechen wir doch 
von zwei Schnittpunkten, nur daß einer unendlich fem ist (§ 15). 

*) Beide Sätze gelten für Gleictnngen tieliefcigen Grades. 
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Eadlicli kann die linke Seite der Gleichung ein voll- 
ständiges Quadrat werden, wenn a[l -~ al^a'^^ =^ ist; dann 
sagen wir, daß die beiden Schnittpunkte zusammengefallen 
sind (§ 109). 

Liegen in einer Geraden drei Punkte des Kegelschnittes, 
so ist sie ein Teil desselben; sein Rest ist die gerade Yer- 
bindungslinie der zwei übrigen Bestimmungspunkte aus §141. 

144. Die allgemeine Gleichung zweiten Grades in recht- 
winkligen Koordinaten liefert durch Transformation zu Polar- 
koordinaten (§ 7) die Folargleichtmg eines Kegelschnittes: 
(«jicos^* + Sdiacos* sin# -|- (Uj^ ^'^**) ^'^ 

-f 2{aigC0S* -f- a^3am&)r + a^^ = 0. 
Einem gegebenen Wert von d- entsprechen als Vektoren die 
beiden Wurzeln dieser in r quadratischen Gleichung, d. li. 
jede durch den Nullpunkt gezogene Gerade hat Kwei Schnitt- 
punkte mit der Kurve. 

Doch wird eine der Wurzeln unendlich groß, d. h. der 
Vektor schneidet die Kurve in einem nnendhch fernen Punkt, 
wenn für gewisse Werte von & der Koeffizient von r^ ver- 
schwindet.*) Die geforderte Bedingung wird aber im all- 
gemeinen für zwei Werte von # erfüllt, nämlich für die- 
jenigen, welche die quadratische Gleichung liefert 

([j[4- 2a^jtan* -|- «j^*^"^^* ~ ^■ 
Demnach können durch den Nullpunkt zwei Gerade gezogen 
werden, welche eine Kurve zweiten Grades auf der unendlich 
fernen Geraden schneiden. Ihre Gleichung wird, indem mau 
p : x = tan •9' einsetzt, erhalten als 

a^^x^+ 'Süj^xy + a^^if = 0. 
Dieses Linienpaar kann (§ 54) aus reellen, vereinigten oder 
konjugiert imaginären Geraden bestehen. 

Nun kann aber durch Paralleltransformation jeder reelle 
Punkt zum Nullpunkt der Koordinaten gemacht werden, ohne 

•) Aladanii befindet aich der zweite Schnittpunkt des Vektors im. 
allgemeinen in endlicher Entfernung, gegeben durch 
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daß sieli dabei die Größen a^i, %ä, ögg ändern (§ 142). 
Dalier gibt es durch jeden Punkt ein Linienpaar, das die 
Kurve im Unendlichfemen schneidet, bestimmt durch die 
nämliche quadratische Gleichung für tan d. 

Diese Betrachtung lehrt aber einfach, daß jede^- Kegel- 
schnitt swei Eichtungert eit^ält, d. h. auch die unendlich ferne 
Gerade (r = ot>) in zwei Punkten schneidet. Diese beiden 
reellen, vereinigten oder imaginären Richtungen heißen die 
Asymptotmnchtungm der Kwve. 

145. Gattni^en von Kegelschnitten. Dia wichtigste 
Frage hinsichtlich der Gestalt des reellen Zuges einer Kurve 
ist die, ob er in jeder Richtung begrenzt ist oder ob er sich 
in irgend einer Richtung ins Unendliche erstreckt, wie z. B. 
ein Linienpaar. Wenn wir nach diesem Verhalten zum Un- 
endlichfemen die Kurven zweiten Grades klassifizieren wollen, 
so gibt der letzte Paragraph das nötige Kennzeichen. Je 
nachdem die Wurzeln tan %■ der Gleichung 

«^1 + 2 Mj2 1"^^ ^ + "^B tan^ö' = 
imaghmr, vereint oder gesondert reell sind, unterscheiden 
wir, ob die durch eine vorgelegte Gleichung dargestellte 
Kurve in jeder reellen Richtung begrenzt ist oder ob sie in 
ein oder zwei Riehtungen unbegrenzt verläuft. Also hängt 
diese Klasseneinteilung von dem Vorzeichen der Diskriminante 
«j3^— aj^«52 obiger Glei- 
chung ab. 

Es gibt drei Gathmgm 
gestaläich verschiedener Kur- 
tfen zweiten Grades, nach 
der Bmlität der Asymptoten- 




Beizen wir erstens 



negativ voraus, so kann kein 

reeller Wert von ■& gefunden, also keine reelle Gerade ge- 
zogen werden, welche die Kurve im Unendlichen schneidet. 
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Eine Kurve dieser Gattwng ist in jeder Sichtung begrenzt tmd 
heiß EU^se. Wir werden in der Hauptsache sogleich (§ 146), 
vollstäadiger im X. Kapitel zeigen, daß ihre Form die in der 
Figur dargestellte ist. Die bekannteste spezielle Ellipse ist der 
Kreis, der durch die imaginären absoluten Richtungen geht. 
Ist zweitens «la^— «nOäs positiv, so sind die Wurzeln 
obiger Gleichung reeU und verschieden und es gibt zwei 
reelle Punkte, deren Vek- 
toren unendlich groß sind. 
Das reelle Linienpaar 

definiert diese beiden Rich- 
tungen und ist zugleich 
selbst ein Beispiel der 
Gattung. Mne Ktiroe dieser 
Gattung hat zwei sich ins 
Unmdliche erstreckende Äste 
und heißt Hyperbel. Ihre 
in der Figur veranschau- 
lichte Form wild ebenfalls in § 146 und im X. Kapitel 
besprochen. 

Wenn endlich drittens «13^— «11033= oder a^s^^Va^ia^s 
ist, so kann die Gleichung in der Form geschrieben werden 




(Ai + Aä- 



und hat nur eine doppelt s 

Wurzel. Es kann also nur 
eine, aber für ein Linien- 
paar zählende Gerade 

durch den Nullpimkt ge- 
zogen werden, welche die 
Kurve im Unendlichen 
schneidet. Eine Kurve die- 
ser Gattung wird von der 
unendlich fernen Geraden 
in swei susammenfaUenäen FunMen geschniüen, d. h. ierührt, 
mid heißt Parabel. Ihre Gestalt untersuchen wir in § 146 
und im XI. Kapitel. Die gefundene Bedingung sagt auch. 
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daß die Gleichung eine Parabel darstellt, wenn ihre ersten 
drei Glieder ein vollständiges Quadrat liilden. 

146. Es scheint nützlich, die Ableitung der Figur der 
Kurve aus der Gleichung hier folgen au lassen, ohne diese 
vorher durch Traue form ation auf ihre einfachste Form zu 
reduzieren. Man bestätigt die gewonnenen Ergebnisse, indem 
man nach der in § 19 angegebenen Art die durch die Gleichung 
dargestellte Figur konstruiert. (Vgl. die Anmerkung *) zum 
§ 149.) Wenn man y durch x ausdrückt, so erhält man 
a^^y == — {a^2^ + «33) ± M, für 

Da nun nach der Theorie der Gleichungen jede Größe von 
der Form x^ -\- px -{■ q dem Produkt von zwei reellen oder 
imaginären Faktoren (x — tt)(x — ß) äquivalent ist, so kann 
auch H^ in der Form (a^^^ — «nf^a) (s; — k) (x ~ ß) dar- 
gestellt werden. 

Ist daher %/ — ^jBga negativ, so ist auch B^ negativ, 
daher y komplex, wenn die Faktoren x — a, x — ß entweder 
beide positiv oder beide negativ sind. Reelle Werte von y 
werden nur für solche Werte von x gefunden, die zwischen 
« und ß gelegen sind; die Kurve existiert daher nur in dem 
zwischen den Geraden a; = «, x^ ß gelegenen Teif der 
Ebene. (Ygl. § 19, 3.) Für die allgemeine Gleichung des 
Kreises ist (§102) «h* — «uöäs gleich — öj^sin^w. 

Das Umgekehrte findet statt, wenn a^^^ — «ji^gj positiv 
ist; man erhält reelle Werte von y für alle die Werte von x, 
welche die Faktoren x — k, x~ ß entweder beide positiv 
oder beide negativ machen, nicht aber für solche, die den 
einen positiv und den anderen negativ werden lassen. Die 
Kurve besteht in diesem Fall aus zwei Zweigen, welche im 
positiven und negativen Sinn ins Unendliche gehen, aber 
durch einen zwischen den Linien 3: = «, x = ß gelegenen 
Raum getrennt sind, in dem kein Teil der Kurve liegt. 

Ist endlich a^g^ — ßnOga = 0, so ist bis auf einen kon- 
stanten Faktor H^ entweder x — a oder a — a;; in dem einen 
Fall erhält man reeÜe Werte von y, solange x größer ist 



y Google 



288 "Vül' HaupteigecBchaften dev Kurven zweiten Grades. 147, 

als K, und in dem anderen, solange x bleiuer ist als a. Die 
Kurve besteht daüer aus einem einzigen Zweig, der auf der 
rechten oder lioten Seite der Geraden x ^ u sich in das 
Unendliche erstreckt. 

Sind die Wurzeln a, ß komplex und von der Form 
y ± di, so kann M^ stets in die reelle Form 

B^ ^ {a^^^ - a^^a^'){ix - yf + d^] 
gebracht werden. Ist «jg^ — flnagj>0, so ist auch B'^ stets 
positiv, and zur y- Achse parallele Gerade schneiden die Kurve 
stets. So schneiden m der Figui der Hyperbel im vorigen 
Paragraphen alle diese ParalJeJen die Kurve, während Parallelen 
zur a;-Achse existieren, welche sie nicht treffen. 

Anderseits ist für a^^^ — a^^a-g^-cO auch R^ immer 
negativ, und die Gleichung repräsentiert keine reelle Figur. 
Man spricht dann von ima/mmm Kegelschniüen und rechnet 
sie zur Gattung dei Ellipsen, weil sie ja ebenfalls imagiiüire 
Asymptotenrichtungen hiben 

B. 1) Mac konstnuere wie in § 19 die Figuren und be- 
stimme die Gattung, der duich folgende Gleichungen dargestellten 
Kurven; 

6x^ + 43-!/ + !-* — 5 ( — 2;/ - 19 = 0. Ellipse. 

3x^ + iiy + 1/^-3^-2^ + 21 = 0. Hyperbel. 

ix^ + ixy + if^ — bx — 2t/ — 10 = 0. Parabel. 

2) Eine Kurve mit a^^ = ist eine Ellipse für gleiche, 
eine Hyperbel für entgegengesetzte Voraeicben von a^^ und a^g. 

3) Eine Kurve mit Uj^^ = ist eine Parabel, wenn zugleici 
«^2 = ist, sonst eine Hyperbel. Die Kurve schneidet die »-Achse 
in unendlicher Ferne, und für 0^3 = ebenso die «/-Achse. 

stellt eine Parabel dar, welche die Achsen in den Punkten a \ 
und I b berührt. 

147. Zentrum. In jeder reellen Geraden liegt ein reeller 
Punkt, der die durch den Kegelschnitt begrenzte Sehne hal- 
biert (§ 143). Umgekehrt: I/urch jeden Btmkt hamn im all- 
gememm eine Sehne der Kurve so gesogen werden, daß sie in 
ihm halbiert ist. Zum Beweis denken wir den gegebeneu im 
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Endlicilen gelegenen Puakt zum Nullpunkt rechtwinkliger 
Koordinaten gemaebt. 

Ist dann die Kurve in der Polar gleichimg (§ 144) ge- 
geben, so Hat die Sehne vom Neigungswinkel •9' den Null- 
punkt zur Mitte, wenn die heiden Wurzeln r entgegengesetzt 
gleich sind. Dies tritt aber nur ein, wenn der mittlere Ko- 
effizient jener Grleichung verschwindet, d. h. wenn die Sehne in 
der durch «,j cos % -f- a^^ sin # = bestimmten Eichtnng ge- 
zogen ist. Die einzige im NuUpunkt halbierte Kurveneehne 
wird also durch die Gleichung gegeben 
ßj^ai -f «23^ = 0.*) 

Es gibt jedoch einen Fall, in welchem pde durch den 
gegebenen Punkt gezogene Sehne der Kurve in ihm halbiert 
wird. Denn, sind in der allgemeinen Gleichung «jj = 0, 
Ojg == 0, so hat die Größe 0,3 cos %• + a^^ sin %■ den Wert Null 
unabhängig von dem Wert von ^. Der Anfangspunkt wird 
dann das Zmtrwm der Kurve genannt. Die durch das Zenia-um 
gehenden Seimen nennt man Durchmesser der Kurve, die 
Längen der Vektoren ihrer Endpunkte Halbmesser. 

Nun kann man im allgemeinen durch Transformation 
der Gleichung zweiten Grades den Koeffizienten a\^, ct'jj den 
Wert Null geben. Denn, wenn man die in § 142 gegebenen 
Werte für »'j^, «33 gleich Null setzt, so findet man, daß die 
Koordinaten des neuen Anfangspunktes den Bedingungen 

"11 ■^0+ "12^0+ «13=0, öiaJ-o-f «ssJ'o+ »35 = 
geniigen müssen. Diese Gleichungen bestimmen a^^ljfg, und 
zwar, da sie linear sind, nur eisten Punkt Xg\%. Ein Kegel- 
sdiniü hesikt im aUgemeinen nur ein Zentrum, nämlich von den 
Koordinaten 

Für die Ellipse und Hyperbel smd nach i; 145 Xo\% 
stets endlich, für die Parabel aber ist iqj — «„«äa = 0, 
d. h. X(^ 1 1/0 sind unendlich groß. Die EUipse und Hyperbel 

*) Dies wird auch für aoliiefe Koordinaten dadnroli bestütigt, daß 
nnter dieser Bedingung allein sowohl a:|)/alg— 3;| — ;/auf der Kurve liegt. 
Salmon-FIfldler, anaLGeora. d. KcgalBolin. I. Aufl. ly 
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sind deshalb zusammen als Zeniralhirven zweiten Grades, die 
Parabel ist etwa als eine Kurve ohne Zentrum bezeichnet 
worden. Genau gesprochen hat abetrjede Kurve zweiten Grades 
— auch selbst die imaginäre — ein Zentrum, nnr daß in 
dem PaU der Parabel dieses Zentrum unendlich fem ist. 

In einer Zentralkurve kann das Zentrum als Nullpunkt recht- 
oder schiefwinkliger Koordinaten genommen werden. Die 
Paralleltransformation ergibt dann als ihre Gleichung (vgl. § j 64) 

wo nur a'33 nach § 142 von a^pli/^ abhängig ist. Aus dieser 
Form erhellt die Symmetrie der Kurve in hesu^ auf ihr Zentrum. 
148. Dnrclimesser. Der Ort der Mittelpunkte paralleler 
Sehnen einer Kurve 
sweiten Grades ist ein 
Ihwchmesser. Wenn 
(§ 147) im Anfangs- 
punkt der Eoordinaten 
die durch 

«jg coB %■ + (»23 sin ■3'= 
bestimmte Sehne hal- 
biert wird, und wir 
transformieren durch 
Verschiebungzu einem 
anderen Punkt x^ j y^^, so wird eine zu jener parallele Sehne in 
diesem halbiert, falls aueha\3coe9'-|-oi'j3sin'9'=0ist oder(§142) 

cos*((iiia:o+a,äi/o+«i3) + sia'&(«i3a;u + a2ä«/o+(i23) = 0. 
Dieser Relation müssen also die Koordinaten 'X^ \ «/„ eines 
Punktes genügen, wenn derselbe der Mittelpunkt einer Sehne 
sein soll, die den Winkel ö' mit der x-Aciise einsehließt. 

Also ist der Ort der Mittelpunkte aller Sehnen von der 
Richtung ■& die Gerade 

cos ^ {a^^x + «12 J/ + %) + sin ■& («15 x + a^^ji + %,) = 0. 
Eine solche Gerade geht, wie die Form ihrer Gleichung 
zeigt, durch den Schnittpunkt der Geraden 
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ungehörige Ordinate n. 



diesen Gleiehungen in § 148 die Koordinaten 
ist dieser Ort ein 




Da aber ai 

des Zentrums bestimmt worden sind, 
Durchmesser des Kegel- 
schnittes, und die durch ihn 
halbierten Sehnen heißen 
die zugehörigen Ordmatm. 
Insbesondere sind durch die 
beiden letzten Gfleichungen 

diejenigen Durehmesser 
dargestellt, welche die zur 
X-, bez. jz-Achse parallelen 
Sehnen halbieren (■& ^= 
bez. |-ji).*) Zur Erläu- 
terung dieser Verhältnisse denke man an den Kreis, beachte 
aber, daß in einem Kegelsclmitt die Durchmesser ihre Ordi- 
naten im allgemeinen nicht unter rechten Winkeln schneiden, 
wie dies im Kreis geschieht. 

149. Alle Durchmesser der Parabel sind einander ^ 
Dies folgt schon daraus, 

daß alle Durehmesser 
eines Kegelschnittes durch 
das Zentrum desselben 
gehen**), das bei der Pa- 
rabel unendlJch fem ist. 
In der Tat sind aber auch, 
wegen a^/=a^J^a^2 <*'^^i' 

-/^. y^, 

die Geraden «^ i + f 

*) De Glechung a y = ~ (a ,-c \-a /±h, lea ^ US \, il a,w. 
le ohteBten ]i.oii..t-u ert in lern man aue^t d e f e adea j^-f-tsj^-l-a =( 
larstellt ml 1 an Ton jedem Pmkt 1 le seUen n. le Crd nate ber 
nd unte F he kea I j P^ ^^^^ S* welche gle h B e nd 

* ) Wenn e n Te 1 le? Kegels Im ttea "PEan verze ahnet Bt so 
lana man se n Zentrum und se ne lattnng na b dem Töngen 
\ie%i umen Dean jp zwe parallele Sehnen bert mmen d r h ih e 
Hall en d^ p nkte e n n In chmesse n de seil en ^.rt erhBlt naan 
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parallel. Die Richtung der Ordinaten kaim jede beliebige 
sein, ihre Winke! gegen die zugehörigen Durchmesser können 
also jeden möglichen Wert annehmen. 

Die Ihifchmesser der Parabel gehen auch durch ihren unmd- 
lieh fernen Punkt. In der Tat ist die Gerade durch den ür- 
Bpnmg, welche die Kurve in unendlicher Entfernung schneidet, 
nach § 143 durch die Gleichung {xya^^-\- ^ya^^y—O aus- 
gedrückt, also dem Durchmesser a^^x + Oi^ ^ parallel. 
Also kann jeder Durehmesser der Parabel nur einen Punkt 
im Endlichen mit ihr gemein haben und der unendlich ferne 
Punkt ist mit dem Zentrum identisch. 

150. Konjugierte Durohmesser eines Zentralkegel- 
sohnittes sind solche, von denen jeder die mm anderen parallelen 
Sehnen halbiert. Die Gleichung des Durchmessers, der die 
Sehnen halbiert, welche den Winkel & mit der a;-Äehse bilden, 
ist (§ 148) 

(djiX + «lä«/ + «is) + («12^ + chsV + ^3^ ^^'^ & = 0. 
Für den Winkel 9' dieser Geraden mit der x-Achse ist 

tan *' = — ^H — -^ — k\ 
«,g + a,, tanO'' 

Ogg tan d- tan &' + «[^ (tan d- + tan S^) + a^^ = 0. 
Die Symmetrie dieser Gleichung in bezug auf ■&, ■&' zeigt an, 
daß die Sehnen, welche mit der a^-Achse den Winkel ^ bilden, 
ihrerseits von einem Durchmesser halbiert werden, der mit 
der ^-Aehse den Winkel & einschließt. Also gebort zu zwei 
Bichtungsko effizienten tan ■&, tau Q', welche obiger Gleichung 
genügen, stets ein Paar konjugierter Durehmesser. Und nach 
§ 93 (tan & — X, tan &' = l') bilden alle diese Paare eine 
Involution. 

Auch für atigemeine Paralleltoordinaten gilt insbesondere 
der Safa: Fehlt in der allgemeinen Gleichung einer Zentral- 
kurve das Glied mit irj/, d. K. ist a,^ — 0, so sind die 
Koordinatenachsen einem Paare konjugierter Durchmesser 
durch zwei andere parallele Sehnen einen aweiten Dnichmesser. Sind 
beide DurolimeBser parallel, so ist der Keg-elschnitt eine Parabel; 
achneiden sie sicli auf der tonkaren Seite des Kurvenbogens, so ist er 
eine Ellipso und im eatgegengeaetaten Fall eine Hyperbel. 
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parallel. Dean geben wir y einen konstanten Wert, so ist 
die Snmme der zugehörigen Abszissen gleich — 2«jg:%^, also 
liegt die Mitte der zur x-Achse parallelen Sehnen in der 
Greraden fl^j^; + «13 = 0, d. h. in einer Parallelen zur ^/-Achse. 
Ebenso findet man a^^y + a^g^O als die Halbierungslinie 
der j/- Parallelen, Überhaupt gelten die Erörterungen und 
Formeln der §§ 147 — 150 für schiefwinklige Koordinaten, 
sobald maa tan &, taa &' durch die Richtungskoeffizienten 
m = sin * : sia (a — ©■), m' = sin ■&' : sin (ra — ■&') ersetzt (§ 94). 

B, Tür die Parabel ist wegen a^^^^ = Oj^^a^^ die Involution 
der konjugierten Durchmesser paraboliäch nach § 95 S. 178: Die 
parallelen Durchmesser sind sämtlich der unendlich fernen Geraden 
konjugiert. 

151. Achsen. Welchen Bedingungea müsseu nun kon- 
jugierte Durchmesser genügen, weim sie sieh rechtwinklig 
schneiden sollen? 

Für zwei zueinander rechtwinklige konjugierte Durch- 
messer hat mau (§§ 25, 31) tan #' = — 1 : tan &-, zur Be- 
stimmui^ von * also die quadratische Gleichung 
djä tan^ ^ + («11 — Ogg) tau Ö' — «u = 0. 
Eine einfache Umformung ergibt aber 

«i;, cos 2.» - '^'~'^' sin 2# = 0, also tan 2* = ä~'^' 

Ist für die betrachtete Xurve zweiten Grades gleichzeitig 
%j = 0, aii^«2ä) so ist tan 2* eine unbestimmte Größe, 
d. h. jeder Durchmesser einer solchen Ktirve ist rechtwinldig bw 
dem ihm konjugierten; die besondere Kurve zweiten Grades, 
die man so definiert erhält, ist aber der Kreis (§ 102). 

Setzt man in die obige Gleichung ein tan* = ^~y(|:3; — a^^, 
so erhält man die Gleichung eines Reehtwinkelpaares von 
konjugierten Durchmessern in rechtwinkligen Koordinaten als 
'^i3(^-3^o)^-Ki-»2a)(^-*o)(!/-?/o)-«i»(!/^?'o)'=0 (§55). 
Jeder Zentralkeffäschnitt außer dem Kreis — omcA d^ imaginäre 
— hat also swei und nur zwei miteinander rechtwinklige kon- 
jugierte Bwchmesser (§ 93). Wir nennen diese Durchmesser die 
Achsen der Kurve und ihre Schnittpunkte in ihr die ScJwiiel. 
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Endlieh kann die Parabel nur eilte Achse und einen Scheitel 
im Midlichen haben. In der Tat hat die zur gemeinsamen 
Richtung ihrer Durchmesser normale Sehne tan & ^Yc^^ '■ a^ 
(§ 150), und die Gleichung des diese halbierenden Durch- 
messers, d. h. der Achse, ergibt sich aus § 148 f. wegen 

(%, + o^ä) {x Ya^i + y y'oäg) + a^^ y^^ + a^^ fa^^ = 0. 

152, Asymptoten. Die Gleichung des Aelisenpaares eines 
Zentralkegelschnittes stimmt nach § 56 überein mit der Glei- 
chung der Winkelhalbierenden eines Linienpaares 

«11 (^ - ^o)^ + 2»i3 (x - ^o) (s/ - j/o) + %()/- y^y = 0- 

Nun schneidet (§ 144) jede Gerade dieses Paares die Kurve 
in einem unendlich entfernten Punkt und überdies in einem 

Punkt in der Entfernung — —r-, ^°f , — ^-jr vom NuU- 

punkt Xg \ i/|, transformierter Koordinaten. Ist aber dieser a;^ | j/j, 
das Zentrum der Kurve, d. h. sind (§ 147) ö'jg = 0, a\g = 0, 
so wird auch der Vektor dieses zweiten Schnittpunktes un- 
endlich groß. Durch das Zentrum der Kurve können dem- 
nach zwei Gerade gezogen werden, welche die Kurve in zwei 
zusammenfallenden Punkten in unendlicher Entfernung treffen. 
Sie werden die Asymptoten der Kurve genannt und sind reell 
im Fall der Hyperbel, konjugiert imaginär im Fall der Ellipse. 

Die Achsen der Kvroe sind also di^enigen Jhirchmesser der- 
selben, welche die von ihren Asymptoten gebildeten Winkel hal- 
bieren, und sie sind stets reell, gleichviel ob die Asymptoten 
reell oder imaginär sind (§ 56). 

Bei der Parabel ist offenbar die unendlich ferne Gerade 
selbst die einzige Gerade, welche sie in zwei vereinten unend- 
lich fernen Punkten schneidet. 

153. Tangente. Wenn in der allgemeinen Gleichung 
zweiten Grades a^^ = ist, so ist der Anfangspunkt der 
Koordinaten ein Punkt der Kurve. In Übereinstimmung damit 
ist eine der beiden Wurzeln der entsprechenden quadratischen 
Gleichung des § 143 immer gleich Nidl. Die aus 
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zu bestimmende zweite Wurzel verschwindet ebenfalls, wenn 
öjg cos S' -f «23 sin ■9- =1 ist. Also schneidet der Vektor 
j/ : a; = tan fr ^ — %g : a^g die Kurve im Anfangspunkt in 
zwei zusammenfallenden Punkten; die Gleichung dieser Geraden 

Man nennt eine solche eindeutig bestimmte Gerade, welche 
zwei unendlich nahe Nachbar punkte mit der Kurve gemein 
hat, eine Tangente derselben und die Vereinigung dieser 
Punkte ihren Berührungspunkt. 

Durch dasselbe Verfahren Irann man die Gleichung der 
Tangente in einem beliebigen Punkt x' \ y' bestimmen. Denn, 
transformiert man die Kurven gleichung («33^ 0) zu parallelen 
Achsen durch den Punkt x' j y', so verschwindet a'^^ nach dem 
Vorigen, und die Gleichung der Tangente a\^x + o/j^y = 
in bezug auf die neuen oder a\^ (« — a/) -f a\^ (y — y') = 
in bezug auf die alten Achsen, also nach den Werten von 
a\g, a'33 in § 142, wird 

{x— x') {a^^x' + Oi^y' + a^^) + (y- y') {a^^x' + a^^y' + %») = 0. 
Addiert man auf beiden Seiten die Identität 

"n^^+ 2(112«'*/' + ^a^ + 2ffli3x'+ 2aj3»/' + «33=0, 
so erhält mau die einfacheren Formen für die Gleichwng der 
Tangente des Kegelschnittes im PunJd x' \ y' 
(fflii«' + «j^y + ai3)ic + (»la^ -I- a^^y'+ih^y + ßia^ + t^aV +«33 = ö, 
a^^i^x + a^^ixly + «/«) -^a^y'y+ a^^(x + s!) + 0^3 {y + /) + %3 = 0, 
Diese Gleichung geM aus der der Kwrve hervor, indem man in 
dersdben äie Größen x^, y^, ^xy, 2a:, 2y he^iehungsweise dwch 
x^, yy', x'y + y'x, x + x', y -\- y' ersetzt. Man bemerke, daß 
die Gleichung .der Tangente in bezug auf die Koordinaten- 
paare X I y und x' \ y' symmetrisch ist. 

154. Die Tangente ist nach dem Vorigen die Grenztage 
einer Sekante, deren Schnittpunkte einander unbegrenzt näher 
rücken. Daher muß ihre für allgemeine Parallelkoordinaten 
gültige Gleichung wie in % 109 aus der der Verbindungsgeraden 

{y - j/) : {x - 3^) = (y' - y") ■.{x/-s^')^m 
zweier Kurvenpunkte x' \ y' und x" j y" entstehen. 
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Setzt man 3/ 1 1/ untt x" | y" in die allgemeine Kurven- 
gleiehang ein, ao ist die Differenz der Substitutionaresultate 

+ 2a,3 {3^' - a^') + 2a^,(y' - y") = 0. 
Durch Division mit x' — sc' geht dies über in 

■worans sieh der Wert ergibt 

Beim Zusammenfallen von a/' I «/" mit ^ [ j/ entspringt als der 
früheren äquivalente Gleichung der Tangente in x' \ y' 
y-y' ^ _ 0,1^' + «1!^' + "13 , 

x-x' a^^x' -{- a^^y' + a,s 

Man kann der Gleichung der Sehne x'\y', x"\y" der 
Kurve auch die Form geben 
ajx~3/)(x-x")+2a,^{x~x')(y-f) + a^,{y-y'){y-y") 

= a^j^x^+ 2aisXy + ffgay°+ 2ai^x + 2a^gy + a^^. 
Denn die Glieder vom zweiten Grade ia x,y heben sich gegen- 
seitig auf, und offenbar verschwinden beide Seiten für a^ | y', 
x"\y". Indem man x"=^x', J/" = j/ setzt, erhält man die 
Gleichung der Tangeute 

«n(* - «')*+ 2««(« - x') (y - y') + a^i{y ~ y'f 

=■ öjja^+ 2ai^xy + 032?/^+ 2%ga; 4- SOggf/ + «gg oder 
2aiiX'x + 2%(3/y + y^:) + ^a^^y'y + 2a^gX + 2a^^p + a^^ 

= fluic'^-f 2a^^x'y' + a^^y'^. 
Addiert man endhch beiderseits die Glieder 2«jja;'-f 2053!/' + a^g 
und beachtet, daß x'\y' der Gleichung der Kurve genügen, 
so findet man wieder die letzte Gleiehungsform des § 153. 



B. 1) Der Punkt 1 | 1 liegt in der Eurve 

S.>:^~ixy + '2y^+ 7»^- 5i/- 3 = 0; 
transformiert man zu parallelen Achsen durch diesen Punkt, 
ist die Gleichung der Tangente in ihm 9x — 52/ = bezogen a 
die neuen Achsen, 9(j- — 1) — 5(»/ — l)= für die alten. 
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2) 33i*+ ix^ + 5«/*~ 7a>— 87/ - 3 = hat in 2 | 1 die 
Tangoate dx -f- lOi/ = 28. 

3) Die Tangenten der Kurven xy ^ a^ und y^ ^ px im 
Punkte x' \ t/' sind 

x'y + p'x^2a' und 2m' = p(« + A 
155, Pol und Polare. Die Gleichung der Tangente 

drüctt eine Relation aus, welche zwischen den Koordinaten 
X I y eines beliebigen Punktes der Tangente und denen des 
Berührungspunktes x' \ y besteht Wenn wir die Koordinaten 
des Berührungspunktes als unbekannt und die eines Punktes 
der Tangente außer ihm als bekannt ansehen so wird dies 
durch den Wechsel der Indiees a sgedrückt aber wir be- 
merken, daß die vorige Gleichung ils nach s \ / und 3:' | j/' 
symmetrisch, dadurch gar nicht veiandert wirl*) Dieselbe 
Gleichung also, welche für j | / als einen Punkt der Kurve 
die Tangente der Kurve in ihm diistellt lepiaaent ert für «' | y' 
als einen nicht in der Kurve gelegenen Punkt d e Gerade durch 
die Berühi'ungsp unkte der reellen oder imaginiren Tangenten, 
die sich von ^\y^ an dieselbe ziehen lassen 

Diese BerührmtgssAne w td l e Pola p des Punktes x' \ y' 
m hezug auf die Kurve zweiten Grades der ht,hmitpunki x' \ y' 
ä&r ToMgmten der Pol dieser Getal&n genannt 

Die Gleichung der Polare von r | y wiid also erhalten, 
indem man in die Kurv engl eiehung fui c^ y^ 2'^y> ^x, 2y 
bez. X3^, yy', a^y + y'x, x + ) J + l substituiert.**) Die 
Koordinaten al ] y des Poles einer Geraden %■( + tiy -{- 1 = d 
werden gefunden, indem man deien ßleiehung mit derjenigen 



•) Wenn aber a. B. die Gleichung der Tangente einer Kurve im 
Pnnkte «"J ^ ist xx'^-\-yy'^=r* so legen he Beruh n ngspunkte der 
von einem beliebigen Punkte a^\y an d e Kurve gezogenen Tangenten 
in der Kurve ic'ic'-j-j/j/'^j"'. Snr in lern Talle 1er iarven aweiten 
Grades ist die Gleichung, welchp den Ort der Ber hrangspurJcte be- 
stimmt, von deveelhen Form mit der GlPiching dei Tanf,ente. 

**) Man nennt die so gebildete lineare Gle chnng selbst die Polare 
der quadratischen Kurvengleichucg 
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298 Vni. Haupteigcnsohafton der Kurven aweiten Grades. 156. 
einer Polaren vergleicht, also durch Auflösung der Relationen 



^ = 



^'jH^^fl+o, 



Die Beziehung zwischen Pol und Polare ist also eindeutig. 
Wenn wir a^ | y' für a; | «/ in die Gleichung der Polare 
substituieren, so erhalten wir das nämliche Resultat, wie durch 
Substitution derselben Werte in die Gleichung der Kurve; 
dies Substitutionaresultat verschwindet also nur, wenn 3i\y' 
in der Kurve selbst liegt. Die Polare emes Punldes in iesiig 
tmf einen Kegelschnitt geht nwr Ao/tvn durch diesen Ftinki, wenn 
dersdhe in der Kurve liegt wnd ist dann die Tangente der Kwm 
in diesem Fwnlde. 

Nun ist die Polare des Nullpunktes der Koordinaten 
a^f,x + fflag«/ + «35 = 0, 
Sie ist offenbar der Sehne a^^x-^a^^V^^ parallel, welche 
im Nullpunkt halbiert wird (§ 147), ist also eine Ordinate 
des durch den Nullpunkt gehenden Durchmesser e. Da aber 
jeder beliebige Punkt durch Transformation Nullpunkt werden 
kann, so ist die Polare irgend eines Punktes den Ordinaten 
des durch ihn gehenden Durchmessers pa/r(Mel; insbesondere ist 
die Tangente im JEndpunU eines Durchmessers den Ordimaten 
desselben parallel. Im Fall der Zentralkurven ist also, kürzer 
gesagt (§ 160), die Polare eines Punktes zu dem konjugierten 
des ihn enthaltenden Durchmessers parallel. 

Somit ist ej» Durchmesser die Polare der Michtung des 
konjugierten Durchmessers, denn die Tangenten in seinen End- 
punkten haben jene Richtung. Zu einem unendlich fernen 
Pol wird in der Tat die Gleichung der Polare erhalten, in- 
dem man die allgemeine Form durch a^ dividiert und dann 
1:3/^= 0, ^ ;(£ = m setzt, nämlich als 

Die Polare des Zentrums ist die unendlich ferne Gerade; 
denn, wird das Zentrum als NuUpunkt, also «13=0, (»23 = 
genommen, so reduziert sich die Gleichung der Polare des- 
selben auf (Tggi=0, Diese bezeichnet (§ 72) die unendlich 
ferne Gerade, deren Schnittpunkte mit der Kurve daher die 
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BerühruDgspunkte der 2'omgentsn aus dem Zentfum sind. 
Also siad die Äsyntptoten {§ 152) die Tangenten der Kurve 
in ihren unendlich fernen Punkten. 

B. 1) Tür einen Kegelschnitt iiegi der Pol der einen Ko- 
ordinatenachse in der anderen, wenn «jaßgj = «la'^a ist. 

2) In diesem Fall geht eine Asymptote durch den Null- 
punkt, wenn «nögg^ — ^ßj^a^giJ^a -f <%2%s^ — ^ ^^^ 

156. Tangentenpaar. Da überhaupt die Beruhrangs- 
punkte der von einem Pol ^'\y' ausgehenden Tangenten der 
Kurve die Schnittpunkte einer Geraden mit derselben sind, 
so gehen (§ 143) durch jeden PwnJd der Sbene swei reelle, 
msammefiifallende oder imaginäre Tangenten eines Kegelscfmittes. 

Die Polargleichung der Kurve zweiten Grades 
(a^^icoa^ '9 + 2 a^^cos9 sm& + a2^Bm2&)r^ + 2{ay^co8^ -\- a^i8m&)r+ ag.j = 
führt zu den nämlichen Resultaten, wenn man nach den 
Punkten fragt, in welchen der Yektor zwei zusammenfallende 
Punkte mit der Kurve gemein hat. Die in r quadratische 
Gleichung besitzt zwei gleiche Wurzeln, wenn man hat 
(a^^cos&-\- a2^sm&y = ag3(a^^Gos'^&-\-2a^^coa&s'm^+a^iSm^Q-); 
man erhält also zwei Werte von &; d. h. zwei Tangenten 
der Kurve, die vom Nullpunkt ausgehen.*) 

Multipliziert man die gefundene Bedingungegleichung mit 
r^ und geht zu a; | «/ über, so erhält die Gleichung des Tan- 
genienpawres die Form 

(«ii«33 — «13^) ^^ + 2(a3a «lä - «13 ßaä)^;/ + («ss «33 - "■23^) P^'" ö. 
Die beiden Tangenten sind im allgemeinen gesondert. Stellt 
man aber die Bedingung für die Gleichheit der Wurzeln 
obiger Gleichung auf, so erhält man 

(dl^ffljg— Oj3^)(([2gßg6— da/) = («33 «19 " «13 «Sj) ' O^^^ 

«33(''ii'^a'%3+ 2a^^a^^a^g— önt^e^— a^^a^^^ — «33«i2^) = 0. 
Also fallen einmal die beiden vom Nullpunkt ausgehenden 

*) Der gemeinsame Wert der Wnrzeln folgt aus 

d. h. für die Bei-iihrungepunkte gilt die Relation des g 165 
a,,x + a,,y + <i,, = I). 
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Tangenten zusammen für Ojj = 0, d. h. wenn dieser Punkt 
der Kurve angehört. Dalier ist ein Punkt in der Kurve 
als der Schnittpunkt von zwei zusammenfallenden Tangenten 
derselben anzusehen, so wie die Tangente als die Ver- 
bindun^linie von zwei zusammenfallenden Punkten erkUirt 
worden ist. 

Doch fallen die Tangenten auch zusammen, wenn der im 
§ 59 Diskriminante D genannte Ausdruck gleich NuU ist; 

d. h. wenn die Kurve in ein Linienpaar degeneriert. Deniij 
daim ist die einzige Gerade, die sie in zwei zusammenfallenden 
Punkten schneiden kann, die nach dem Doppelpunkt gezogene; 
die aus einem Punkt an eine zerfallende Kurve zweiter Ord- 
nung gehenden Tangenten fallen mit jener Geraden zusammen. 

Falls der Kegelschnitt nicht ein Linienpaar ist und einen 
reellen Zug besitzt, trennt derselbe die Ebene in zwei Ge- 
biete, die wir ais Äußeres tmd Inneres der Kurve unter- 
scheiden. Wir nennen den Punkt einen äußeren oder inneren, 
je nachdem das Tangentenpaar reell oder imaginär ist.*) 

Die Gleichung des Tangentenpaares kann auf die Gestalt 

-(»is^ + %y + ffl33)^ = 
gebracht werden, welche zeigt, daß die Gleichung auch bei schiefen 
Koordinatenachsen das Tangentenpaar darstellt. Denn für die 
Schnittpunkte dieses Linienpaares mit der Kurve ist auch 
((1,3 fli + «3a ^ + (^ssY = 0, d. b. ihre Verbindungslinie ist die 
Polare des Nullpunktes. Die linke Seite muß das Produkt 
von zwei linearen Faktoren sein. Gibt mcm daher swei Tmtr 
gentm und Ui,re Berührungspunkte, so laß sieh die Gleichimg 
der Kurve auf jene in der Form beliehen 

*) Die ÜbereiuBtimmung dieser gebränoliliclien TJnterscheidmig 
mit dern Zusata bu § 29 bei passender Vorzeichenwahl wird g 161 
speziell nach gewiesen. 
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falls fcns;^ + 2h-^xy -\- h^^y^ = das Tangentenpaar und 
a^x 4- «äJ/ + «3 = die Berühr ungsselme ist. (Vg!. § 116.) 

Alle Gleicliungen des Paragraphen gelten für einen belie- 
bigen Pol x'\y', sobald man x\ y durcb, x — x'\y — y' ersetzt. 

157. Polarentheorie. Die allgemeine Gleichung des § 155 
läßt einige wichtige Eigenschaften der Pole und Polare er- 
kennen. Wenw der Punkt ^'\y' ™ der Polare von x"\y" 
liegt, so liegt auch x"\y" m der Polare von x'\y'. Denn die Be- 
dingung, unter welcher x"\y" in der Polare von x'\y' liegt, 

öii x'a!'+ «13 (a; V"+ y'«:") + a^^y'?/'+ «13 {^'+ ^") + «23(2/'+ v") + «33 =*' 0, 
ist auch die Bedingung, unter welcher der Punkt x' \ y' in 
der Polare von x"\y" liegt. Diese sehou betonte Symmetrie 
der Relation lehrt also, daß 
einPol und irgendein Punkt 
seiner Polare ein Paar bil- 
den, in welchem die Rollen 
y er tauschbar sind. Zwei 
Punkte, deren Koordinaten 
jener symmetrischen Glei- 
chung genügen, heißen 
daher konjugierte Pole des 
Kegelschnittes. (Vgl.gllÖ.) 
Somit kann man obi- 
gen Satz als Definition aus- 
sprechen: Die Pdare eines festen Punktes x'\y' ist der Ort der su 
ihm Iconjugierten Pde x" \ y". Ferner aber folgert man die dual 
entsprechenden Sätze (§ 79): Die Polare eines PmiJctes, der 
sich in einer Geraden bewegt, dreht sich um den Pol dieser 
Geraden, und: Der Pol einer Gmaden, die sidi rnn einen Pun^f 
dr^, bewegt si<ih in der P<^a/re dieses Ptmktes. Das erstere 
erkennt man auch nach § 50 direkt in der Gleichungsform 
= (a,i x"+ aisy"+ a,^)x'+ (%3;"+ a^y"+ a^s)lf'+ («ib^"+ «s32/"+ ^ 
Femer: Der Schmttpunki von swei Geraden ist der Pol der 
Geraden, weldte ihre Pole verbindet; und umgekehrt: Die Yer- 
hinäungsgerade von zwei Ptinkten ist die Polare des Schnitt- 
punktes der Polaren dieser Punkte. Denn wenn man in der 
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Polare von 2'\jf' zwei beliebige Punkte wählt, so schneiden 
sieh ihre Polaien in i''?/' 

158, Werm zwei aub einem JPunht gesogene Gerade 
eine Kurve ^wetten Giades je m zwei Pimkien schneiden, so 
liegen die SchMÜpurücte P und Q der beiden anderen Paare von 
Geraden, welche diese Sdimtipimkte verhinden, in der Polare 
von 0. Wenn die beiden festen Geraden die x- bez. y-Auhse 
sind und in ilinen durch den Kegelschnitt die Abschnitte 
Aj X' bez. (t, ji' bestimmt werden, so sind 

f + |-i' f + F-i' l- + f-i' f + ?-i. 

die Grleichnngen der beiden Paare von Geradeiij welche jene 
Punkte verbinden. Die Gleichung der Verbindungslinie von 
P und Q ist aber dann ^ + -tf + — + ^ = ^'^ denn diese Ge- 
rade geht (§ 62) durcli die Schnittpunkte obiger Linienpaare. 
Aus der allgemeinen Gleichung des Kegelschnittes bestimmen 
sich aber die Parameter X, l' bez. ji, ft' als Wurzeln von 

i%^x^ + 2«j3a: + Ogj = bez. a^^y^ + Sag^»/ -f «33 = 0. 
Man hat also 



und somit für PQ die Gleichung a^^x + a^^y + a^^=0 (§ 155) 
die Gleichung der Polare des Nullpunktes 0. Wenn also der 
Punkt gegeben ist, und die beiden durch ihn gehenden 
Geraden veränderlich gedacht werden, so ist der Ort der 
Punkte P und Q die Polare des Punktes 0. (Vgl. § 47, 7.) 
Wenn beide Linien zusammenfallen, eo entsteht als ein 
Spezialfall der Satz: Wenn durch einen Punkt eine Gerade 
B'R" gezogen wird, so schneiden sich die Tangenten der Kurve 
in den Punkten R', JR" in der Polare von 0. Dieselbe Eigen- 
schaft geht auch daraus (§ 157) hervor, daß, weil R' R", die 
Polare von P, durch geht, P in der Polare von liegen 
muß. Man kann hiemach die Polare eines Punktes als den Ort 
der Schnittpunkte derjenigen Tangentenpaare der Kurve definie- 
ren, deren Berührungspunkte von den durch iiin gehenden Sehnen 
ausgeschnitten werden. Die Definitionen dieses Paragraphen 
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[egel- 



eind unabhängig von der Lage des Poles 
schnitt und führen zu leichten Eonstruktionen. 

159. Polardreiecke. Den Satz des § 158 können wir 
offenbar anch so ansapreehen: Befinden sich vier Pankte 
A, B, C, D auf einem Kegelschnitt, so liegen die Schnittpunkte 
zweier Seitenpaare auf der 
Polare des Schnittpunktes dea 
dritten, oder 0, E, F haben 
die Polaren BF, FO, OE. 
In der Terminologie des voll- 
ständigen Vierecks (§ 63) 
lantet dies: In jedetn einem 




Viereck üt jeder IHagoncd- 

punM der Fol der Verhinätmgsgeraden der heidm anderen. Also 

sind je zwei Diagonalpuntte konjugierte Pole. 

Die Diagomlpmikte eines eingeschriebnen Vierecks bilden 
ein Pdardreiec^ in beeng auf dm Kegelschnitt^^*), nämlich ein 
Dreieck, in welchem jede Ecke die Gegenseite zur Polare hat. 
(Vgl, § 118.) Die erste Ecke eines Polardreiecks kann man 
Töllig willkürlich wählen, die zweite noch in der Polare des 
ersten beliebig, die dritte aber ist dann als der Schnittpunkt 
der Polaren ¥on jenen bestimmt. Daß somit dreifach unend- 
lich yiele Polardreiecke möglieh sind, bestätigt man analytisch 
dadurch, daß zwischen den sechs Koordinaten der drei Punkte- 
paare x^\y^, x^\y^; x^]y^, x^\y^; a^gl^/g, Xi\y^ je die symme- 
trische Bedingungsgleichung bestehen muß. 

Jedes Polardreieck einer Zentralkurve (§ 147), dessen 
eine Ecke das Zentrum selbst ist, hat zur Gegenseite die 
unendlich ferne Gerade und zu Nachbarseiten zwei konjugierte 
Durchmesser (§ 150). Die ßichtungen konjugierter Durch- 
messer sind also konjugierte Pole, 

Die harmonischen Eigenschaften des Yollständigen Vier- 
ecks gehen eine geometrische Definition der Beziehung zwischen 
konjugierten Polen. Da jede Seite (z. B. AB) durch den 
Diagonalpunkt (F) und die Verb indungs gerade {OJE'} der 
beiden anderen harmonisch geteilt wird, so ist jeder Punld 
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der Polare honjugiert harmonisch su ikrem Pol in hezug auf 
die ieiäen SchniüpimÜe ihrer Yerbindungsgeraden mit der KiArve. 
Daher werden konjagierte Pole genauer als (kottjugiert-) harmo- 
nische Pole oder als durcii die Karve harmonisch getrennte 
Punkte bezeichnet. 

Von jedem Polccrdreieck eines reellen Kegehchmfhs befitidei 
sich eine Ecke innerhalb, swei Ecken außerhalb desselben Denn, 
nehmen wir den ersten Pol außerhalb an, so sind die beiden 
anderen harmonisch getrennt durch die notwendig reellen 
Schnittpunkte der Polare des ersten mit der Kurve, also liegt 
einer von ihnen im Inneren. Liegt aber schon der erste im 
Inneren, so liegen die beiden anderen im Äußeren, da die 
Polare von jenem die Kurve nicht reell trifft. 

Nun entspricht aber das vollständige Vierseit (§ 64, i) 
dem Viereck dualistisch (§ 79): jeder Winkel an einer Ecke 
(z. B. EÄ, EB) wird durch die Diagonale (EF) und die Ver- 
bindungsgerade mit dem Schnittpunkt (0) der beiden anderen 
harmonisch geteilt. Besteht das Vierseit aus den Tangenten 
AS, CD, AC, BD eines Kegelschnittes, so liegt der harmo- 
nische Pol einer Diagonale EF einerseits auf EO, anderseits 
auf FO, ist also 0. In jedem umschriebenen (oder Tamgenten-) 
Vierseit des Kegelschnittes ist jede Diagonale die Polare des 
Schnittpunktes der beiden anderen. In dem durch die Diagonalen 
gebildeten Dreiseit hat also jede Seite die Gfegeuecke zum Pol. 
In diesem Sinn kann also auch jedes Polardreieek ein Polar- 
drei seit genannt werden. Von einem reellen Kegelschnitt 
werden stets zwei Seiten reell, die dritte imaginär geschnitten 
und von der Gegenecke der letzteren gehen imaginäre, von 
denen der ersten reelle Tangenten an ihn. (Vgl. Bd. II, §312.) 

Somit ergibt sieh, daß eine Gerade OE (Fig. § 157) 
durch die beiden von ausgehenden lingenten 02', OT' 
des Kegelschnittes*) \on der Geraden, welche mit dem 
Pole P von OB verbindet, harmonisch getrennt ist. Daher 
heifien ztA,ei Qetaden wehhe mit den Tangenten aus ihrem 

*) Um diese Tangenten zu ziehen beetmune man ihre BerührungB- 
punkte ■ils die Sctnittpirnkte der tiarve mit der Polare von 0, kon.- 
atmero al'o zupiat diese nach ^ 168 
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SchnÜ^nkt eine harmonische Gruppe bilden, konjugierte oder 
(Iconjugiert-) harmonische Polaren. Es ist sehr zu beachten, 
daß alle Sätze der Polarentheorie des Kegelschnittes auch 
ihre dualistischen Umformungen zulassen. (Vgl, § 163.) 

160. Harmonisclie Pole. Die harmonischen Beziehungen 
zwischen Pol und Polare müssen sich der Natur der Sache nach 
ganz direkt entwickeln lassen, wenn man von der Giundanfgabe 
ausgeht, das Teilverhältnia n, :% zu suchen, in welchem die Ver- 
bindungsgerade zweier Punkte x^]yi, 3~^\y2 durch die KuiTe 
geschnitten wird. (Vgl. § 51.) Zu diesem Zweck hat man nur 
die nach § 13 bestimmten Koordinaten * ' . -^' , ' ^ 

° M, -f }(, I «1 + »Ij 

eines solchen Teilpunktea statt a^l«/ in die Knrvengleichnng 
einzusetzen. Zur Berechnung der beiden Teilyerhältnisse er- 
hält man die in «j : «^ quadratische Gleichung 

ij^n^.{aj^^XjX3-\- «läCa^iJ/s + a^J/i) + a2a»/i!/a+ «is (^i+ ^3}+ *»a3(2/i+ J*?) + 
-I- Vi «11^1^+ 2«ij3;i«/, + a2a«/i^+2(ijg^ + 2t(2gi/j + 0^) = 0. 
Dieser Ansatz führt nnmittelbar zbr Gleichung des Tan- 
gentenpaares, welches von irgend einem Punkt 3\ | j/^ an die 
Kurve geht. (Vgl. § 156.) Denn, wenn «g | J/3 in einer Tangente 
durch x^\tf^ liegt, so muß die Gleichung für Wj : «^ gleiche 
Wurzeln ergeben. Das Verschwinden ihrer Disferiminante gibt 
aber für ^|»/a die Gleichung 

(«iiir^-l- 2ai^xy + a^3y^-\- 2ßjg3: + ^(h^y + «ss! = 
[ «iiaj^a; + fflig (flTjy + j/i^) + dügi/iy + <jjs {a?! + a;) + 0^3 ((/i + (/) + «33 ) ^, 
aus der schon die Gleichung der Beruh rungs sehne zu folgern ist. 
Dieselbe erhält man aber auch, wenn man verlangt, daß 
die Teilverhältßisse entgegengesetzt gleich (± n^ : %), daß also 
die Summe der Wuraeln oder der Koeffizient von MjM^ ver- 
schwinde. Somit drückt die Gleichungsform des § 155 aus: 
Der Ort eines PunJites, der vom Fol durch die Kurve harmonisch 
getrennt wird, ist die Polare; und die Emieloppe einer G&-aden, 
die von der Polare durch die Kurve hannonisch getrennt wird, 
ist ihr Pol. 
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Es ist nützlich zu beachteiij wie die Eigeascbaften von 
Zentrum, Durehmessern und Asymptoten aus dieser Definition 
dadurch hervorgehen, daß die Halbierung als ein spezieller 
Fall der harmonischen Teilung behandelt vrird (§ 14). 

3. 1) Das Zentrum ist derjenige Punkt, dessen Polare un- 
endüch fem ist, denn auf allen Sehnen muß er zu den unendlich 
fernen Punkten harmonisch seia. Analytisch ergibt die Bedingung, 
daß sieh die Gleichung der Polare auf OjgiTj + a^jj/j^ -f- «^3= 
(eine Konstant« = 0) reduziere, die zur Bestimmung des Zentrums 
dienenden Gleichungen {§ 147). 

2) Jeder Durchmesser ist die Polare der Richtung des kon- 
jugierten Durchmessers, denn er halbiert die zu diesem parallelen 
Sehnen. 

3) Das Segment auf einer Parallelen zur Polare eines Punktes, 
welches zwischen den von ihm aus an die Kurve gehenden Tan- 
genten liegt, wird von seinem Durchmesser halbiert, denn die 
Polare jedes Punktes zu einem Durchmesser ist zum konjugierten 
Durchmesser pai-allel. 

4) Das zwischen den Asymptoteo Hegende Segment einer 
Tangente wird im Berübrungspunkt halbiert, denn die Asymptoten 
werden durch jedes Paar konjugierter Durchmesser harmonisch 
getrennt. Es ist nur ein Spezialfall von Tangenten und harmo- 
niscben Polaren (§ 159). 

161. Linke Seite der Kurvengleichung. Handelt es sich 
nicht um Teil Verhältnisse, sondern um in den Sekanten ge- 
messene Längen, so geht man am besten auf die Polargleichung 
des § 144 zurück. Nach derselben ist das Produkt der in einer 
den Nullpunkt enthaltenden Sehne B'B" (Fig. § 157) ge- 
messenen Vektoren von dem Neigungswinkel * (oder & + n) 

OJR ■ Oli = "so m ■ „"a ~ "q.'! ' • 'i ä.' 

fljj coa'#-t-aO]3 co8ö'Bmfl'-|-ajäam^& 

Wmn durch einen PunU zw&i Sehnen OB, OS gebogen 
werden, die die Kurve in den PunJden B', E"; S', S" schneiden, so 
ist das VerhcHtnis OB' ■ OR" : OS' ■ OS" 
der Bechiecke aus den durch die Kurve gebildeten Alischniüen 
dieser Sehnen für jede Lage des Punktes das nämliche, so- 
bald die Richtungen der Sehnen OB, OS dieselben Ueiben. 
Denn, haben OR, OS die Neigungswinkel #, &', so ist 
OB'- OB" __ a„cos'&'-|-2ai,co8&'Bma^-fgg,8in'g' 
~0S'- OS" ~ «jiCOB^«- -|-2a,j008& sin* -f-ajjSin'O- ' 
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Nun bleiben aber die Koeffizienten rt^^, «.g, a^^ in der all- 
geraemen (jleichung unverändert, wenn die Achsen na«h einem 
neuen Antang^punkt verlegt werden {§ 142) und %; Q' kon- 
stant sind, d h die Hehnen ihre Richtung beibehalten. Also 
ist der '^atz bewiesen. 

Der Satz kann auch so ausgesprochen werden: Wenn 
dwch zwei feste Funkte und 0^ irgend swei Parallde OR 
und OfB^ gebogen werden, so ist das V&-Mltnis der Bechtecke 

OB'- OB": 0,B\- 0^B'\ 
Tionstant, welches auch die Bichtung dieser Sehnen sei Denn 
diese Rechtecke sind 



a„eoa'*-l-2a,jeoB&siii&+ajj3iii'* «„coa &-[- a ,cosa'^ nfr+a ,aiQ » 
wenn a'^^ der Wert ist, welchen das absolute dlied der all 
gemeinen Gleichung annimmt, indem man den Anfangspunkt 
der Koordinaten von nach Oj verlegt Das "Verhältnis die ei 
Rechtecke ist daher = a^j : a'gj und somit von & unabhängig 

Erinnert man sich nun des Bildungsgesetzes von «gj 
so kann man sagen: Die SuhsUtutions? estdtufe det Koot iinaUn 
a^ijj/i, a^|*/j von Fumlden 0^, 0^.. m die hnJ^ Seite rfet 
Gleichung eines Kegdschnities sind ptoportioiial den Bechtecl^fn 
aus den Segmenten in durch 0^, 0^ gezogenen patulleJeti 

Sehnen. Der Proportionalitätsfaktor ist gleich lem konstauten 
Glied dividiert durch das Rechteck der Segmeute lu der 
Parallelen durch den Nullpunkt 0. T\n eikeunen welei diß 
für %j=ajg, Ojg^O, d. h. in einem Tue se ]enes Segmenten 
produkt von der Richtung unabhängig st Man kann dagegen 
durch daa Segmentenprodukt einen auslegen roteuzbegiiff wie 
in § 114 für allgemeine Kegelschnitte zunächst ntchi auf 
stellen. (Vgl. aber § 192 Schluß.) 

Aus dem Zusatz zu § 19, wonach Substitutiousresultate 
von gleichem Vorzeichen Punkten desselben Ge 

bietes entsprechen, folgt, daß zugle ch auch die begmenten 
Produkte in Parallelen übereinstimmende \ orzei hen hiben 
In einem gegebenen Gebiet sind die Vorzeichen 1er Sub 
stitntionaresultate und der Segmentenprodukte gleich oder ent- 
gegengesetzt, je nachdem der Proportionalitätsfaktor positiv 
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oder negativ iab. Jede reelle Tangente liegt daher ganz 
in dem Gebiet, dessen Segmentenprodukte in Parallelen zu 
ihr positiv sind, denn fär Punkte der Tangente werden die- 
selben zu Quadraten. (Vgl. § 192.) 

162. Der Satz des Yorigen Paragraphen schheßt ver- 
schiedene spezielle Fälle ein, für welche die besonderen Äus- 
drueksformen wichtig sind. 

I. Ist Ol das Zentrum der Kurve, so ist 0^B\= 0^R'\, 
und die Größe OW ■ RO" wird das Quadrat des zu O^B^ 
parallelen Halbmessers. Also verkaUen sich die BecMecke aus 
den AischniUeii in swei sich sekneidmden Sehnen meinander 
wie die Quadrate der su diesen Sehnen parallelen Dtirckmesser. 

II. Wird die Sehne OE zur Tangente, so ist OB' = OB" 
und OB'- OB" das Quadrat der Tangente. Aus dem eben 
gefundenen Verhältnis der Quadrate folgt aber, daß die 
Längen der durch einen Funkt gezogenen Tangenten sich um- 
einander verhalten wie die Längen der Ih/rckmesser, zu wdchen 
sie parallel sind. 

III. Ist die Linie 00^ ein Durchmesser und OB, OjiJ, 
parallel zu seinen Ordinaten, so ist B' 0^ OB", B\ 0^= 0^B\. 
Schneidet der Durchmesser die Kurve in den Punkten A', A", 
so ist also 0B'^:A'0-0A" = 0^B\^:A'0^-0,A", d.h. 
die Quadrate der Ordinaten irgend eines Durchmessers sind 
den Bechteeken aus den Segmenten proportional, welche sie im 



Es gibt aber einen Fall, in welchem der Satz des § 161 
nicht länger gültig bleibt, nämlich wenn die Sehne 05" 
parallel zu einer Asymptote der Kurve ist. Denn das Rechteck 
wird mit dem Segment OS" unendlich, und OS schneidet die 
Kurve nur in eiwem endlichen Punkt S'. Wir prüfen nun die 
naheliegende Vermutung, ob in diesem Fall das Verhältnis 
OS' : OB' ■ OB" konstant ist. 

Nehmen wir zur größeren Einfachheit OS zur 3:-Achse 
und OB zur j/-Achse. Weil die a^-Achse parallel zu einer der 
Asymptoten ist, so ist a^-^=0 (§ 146,8) und die Gleichung 
der Kurve demnach von der Form 

2ai^xy + aaay^4- 2a,^x + 2a^^y + «38=0. 
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Indem wir y^O machen, wird der Äbschnitb in der ;E-Aehse 
gefunden ÖS' =^ ~ ag.^:2a^g, und indem wir a; = machen, 
das Rechteck unter den Abschnitten in der !/-Aclise gleich 
«33 ■ «sa- -f^l-so ist OS' : OH' ■ OB." = — og, : Smu- Wenn wir 
nun zu irgend anderen parallelen Achsen transformieren, so 
bleibt ßgä unverändert, und daa neue «jg wird gleich a-^^y' + tt^g. 

Also verändert sieh ienes Verhältnis — ^^^^ in — z-, — --?■-. r: es 

bleibt im allgemeinen nur konstant, solange ij konstant ist. 
Die dwch ^wei paraMde Sehnen einer Hyperbel in einer Parallelen 
gu einer Asymptote gebildeten AischniUe sind proportional den 
Eeehiecken tmfer den Segmenten der Seimen. 

Wenn die Kurve aber eine Parabel ist, so ist dj^ = 0, 
und das Verhältnis immer konstant: Wenn in einer Parabel 
eine Gerade irgend einen Durchmesser schneidet (§ 149), so 
steki das Sechteck imter den in ihr bestimmten Segmenten m 
dem durch sie im Durchmesser gebOdeten Ähschmiü in honstantem 
VerMUnis, solange ihre Biehtung dieselbe bleibt. 

163. TangentialgleiohuDg. Unter welcher Bedingung be- 
rührt die Gerade ^x + ijy + ^ = den durch die allgemeine 
Gleichung dargestdÜen Kegelschnitt? 

Indem wir y aus |iC + iji/ + ^ = entnehmen und in 
die allgemeine Gleichung einsetzen, finden wir die Abszissen 
der Schnittpunkte dieser Linie mit der Kurve durch die 
Gleichung bestimmt 

(«iij;^-2aig§)i+aä8l=)3;*+2(a,3i)'-a,i,ii£-a23^5j + «s,e§)3; 
+ («331?^ — ^(hsVi + fflsB^^) = 0. 
Wenn die Gerade die Kurve berührt, so muß diese qua- 
dratische Gleichung gleiche Wurzeln haben, oder die Beduigung 

= («13^- «ja'?§-«g3§'^ + «s8£l)^ 
erfüllt sein. Indem wir ausmultiplizieren, wird diese Gleichung 
durch ^* dividierbar und kann geschriebeu werden: 

(<hs<^B3 - V) ^' + Kä«!! - «)/) V^ + (^''aa - «jä') §' + 
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Diese Gleichimg heißt die Tamgentialgleichung des Kegel- 
schnittes a^-^x''■ + 2ai^xy + a^^y^ 4- 20,3a: + ^a^^y + a^^ = 0, 
weil jede Tangente desselben sie dnrch die Koeffizienten ihrer 
Gleichung oder ilire Linienkoordinaten (§ 75) |, 13, ^ befrie- 
digen muß. Abkürzend schreiben wir sie in der Porin 

welche genau dualistiscli (§ 75) der Form 

entspricht. Man erhält die Koeffizienten derselben 

ji^l^ ßjgögj — «23^ usw., -^ss^ <^13'*I3"~ %l''^3 ''^'^^■ 

am einfachsten durch folgende Hegel: Sei {vgl. § 87, 2) 



1 ''iSI "237 **33 

die Disicriminante der Glei^tmg zweiten Gmdes m ihrer De- 
terminantenform, so sind die A^ die den Elementen derselben 
entsprechenden Unterdetermmanten , odei es sind A^^, A^2> A& 
die derivierten Punktionen von D w bezug auf «j^, a^^, a^^ 
bez. als Veränderliche, ^Ä^^, 2-^i3i 2^4,, die Deiivierten von D 
in bezug auf a^^, «jg, «la 

In dieser Bezeichnung sind z. B. die Koordinaten des 
Zentrums (§ 147) A^^ A^^ \ A^, A^^. 

Es sei hier nui darauf hingewiesen, daß diese Gleich- 
artigkeit der Darstellung emei Kurve zweiten Grades in Punkt- 
und in Linienkoordinaten die analytische Begründung der 
schon in der Polarentheorie hervorgehobenen dualistischen 
Beziehungen an derselben ergibt. Da insbesondere die Tan- 
gentialgleichung wiederum vom zweiten Grade ist, so nennt 
man den Kegelschnitt auch eine Kurve zweiter Klasse (§ 76). 
Wenn aber die Ordnung und die Klasse einer Kurve über- 
einstimmen, spricht mau vom Grade derselben (§ 141 Änm.). 

B. Ein Kegelschnitt ist durch fünf seiuer Tangenten be- 
stimmt (§ 141) und wenn drei seiner Tangenten durch einen 
Punkt gehen, so besteht er aus diesem Punkte und dem Schnitt- 
punkte der beiden letzten bestimmenden Tangenten: Die Gesamtheit 
seiner Tangenten besteht aus diesen beiden Strahlbüscheln. (§ 143.) 
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Neuntes Kapitel. 

Die Zcütraleigenscliafteii toh Ellipse 
und Hyperbel. 



164. Zentralgleichung. In der Untersuchung der Eigen- 
schaften der Zmttralkurven zweiten Grades, also (§ 147) der 
Ellipse und Hyperbel, werden nnsere Gleichungen durch die 
Voraussetzung wesentlich vereinfacht, daß das Zentrum mit 
dem Anfangspunkt der Koordinaten zuBammenfällt. 

Wir sahen in § 142, daß durch diese Transformation 
die allgemeine Grleiehung zweiten Grades die Form annimmt 

Dabei ist a'^^ das Resultat der Substitution der Koordi- 
naten Xt^ I j/g des Zentrums in die linke Seite der urspriiDg- 
lichen Gleichung. Die Berechnung dieser Größe wird er- 
leichtert, indem man sie in der Form des § 153 schreibt 

'33=(ffl,ia:o+flis«/j + ai3)3;(, + (%«^+%j'o+«äa)?'o+%^o+«s3«/o + «ä3 
Die ersten beiden Glieder müssen für die Koordinaten des 
Zentrums gleich Null werden und das letzte wird nach § 147: 

flu«!! -«IS ^^ «11 ««-«18 ^ 



»11«SS-«18 «l,«ia-«!! 

wenn D die Disbiiminante der gegebenen Gleichung bedeutet 
(§§ 156, 163). Somit können wir die Zentralgleichung sofort 
explizit schreiben. 

Hieraus ergibt sich wiederum, daß die Bedingung D^=0 
die in ein Linienpaar zerfallende Kurve zweiten Grades 
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charakterisiert (§ 59). Denn nur unter ihrer Erfüllung redu- 
ziert sicli die obige Gleichung auf die homogeue Form (§ 64) 

welclie, je nachdem a^^a^^ — a^^ negativ bez. positiv ist, ein 
reelles bez. imaginäres Linienpaar Tom Doppelpunkt iu 
darstellt. Die Linienpaare sind also Ctreuzformen von Hyperbeln 
bez. Ellipsen, brauchen aber im folgenden nicht besonders 
berücksichtigt zu werden. Daher wird stets D Yon Null ver- 
schieden gedacht. 

B. 1) 3a!^+ 4:xy + ^*— 5a: - 61/ --■ 3 = 0, zum Zentrum 
yI — 4 transformiert, lautet 12a:^+ ^^xy + i^*-f 1=0. 

2) a^ä+Sa^jz-J/^ + Sx + i«/ — 8 = 0, zum Zentrum -3 j-1 
transformiert, lautet x^ -\- '2xy — y^= 22. 

165. Acbsengleioliung. Wenn man die Transformation 
des Koordinatenaufangs nach dem Zentrum der Kurve mit 
der Wahl zweier beliebigen konjugierten Durchmesser zu 
Koordinatenachsen verhindet, so verschwindet nach § 150 auch 
das Glied a^^xy aus der Gleichung, und die allgemeine Glei- 
chung zweiten Grades reduziert sich auf die Form 

welche nur die Quadrate der Koordinaten enthält und die 
Eigenschaft konjugierter Durchmesser in Evidenz setzt (Diirch- 
messergleichung). Da es für jede Kurve zweiten Grades ein 
Paar konjugierte Durchmesser gibt, welche rechtwinklig zu- 
einander sind, nämlich die Achsen der Xtwve (§ 151), so ist 
auch die Achsefnghichmg der Kegelschnitte von obiger Form, 
Die dort erhaltenen Resultate ergeben sieh auch durch 
eine Koordinatentransformation von einem Paar rechtwinkliger 
Achsen, fiir das a^^^x^-{- 2a^^xy-\- 023?/^+ 033 = die Zentral- 
gleicbung der Kurve ist, zu einem anderen Paar solcher Achsen, 
welchem der Wert »'jg = entspricht. Denn nach der einer 
Drehung um den Winkel -& entsprechenden Substitution des 
§ 11 wird die Gleichung 

a,j,(a: cos * — 1/ sin Ö')H 2aiä(a; cos S- -- )/ sin ö') (a; sin •& + */ cos Ö-) 
+ «ja {x sin * + y cos ■8')^ -[- a^^ = 0, 
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und die neuen Koeffizienten sind 

a'^j = «jj cos^* + 2%g cos #■ sin ■& -J- a^^ sin^'9', 
a'jä= Oggsin 3' cob 4- «ig (cos^'& — sin^S')— «j^sin %■ cos %■, 

(i'jj^ a,jsin^9' — 2oi2cos ^ sin # + «j^cos^'Ö'. 
Der geniaehten Voraussetzung a'^^ = entspricht also dieselbe 
Bedingung Egleieliung wie in § 151 für %-, n'ämlicli 

tau 2* = tan 2 ^* + y] = ^ ^^'^ • 

Der hieraus resultierende Wert von &■ ist in die Ausdrücke 
für a',|, a\^ einzusetzen. 

166. Konstanten der Transformation bei rechtwinkligen 
Koordinaten. Ist die vorgelegte Gleichung eines Zentral- 
kegelschnittes in rechtwinkligen Koordinaten zu den Achsen 
der Kurve selbst zu transformierenj d. h. auf die Form zu 
bringen a\^x^ ^ a' ^^y^ ~\- a\^= , so ist a\^ nach § 164 be- 
kannt, die nnraerisehe Berechnung von »'jj, a'^^ aber wird 
durch folgenden Satz iresentlich erleichtert: 

Sei der Transformation einer GleUßiwng zweiten Grades 
von einem, Taar rediiwinldiger Achsen zu einem andere, Ueiben 
die Größen «^-f «äs *''*'^ ''n'^sä ~ <^ia^ unverändert. Dies ist 
so zu verstehen, daß auch die in den transformiei"ten Koeffi- 
zienten gesehriebenen nämlichen Größen a'jj + a'^^ und 
ff'jja'jj — a'jg die alten Werte behalten. Diese Konstanten be- 
zeichnen wir als Invariantm dieser Transformationen, 

Der erste Teil des Satzes wird unmittelbar bewiesen, 
indem mau die Werte a't^, tt'^g (§ 165) addiert und findet 
a'n+ ffl'aa^ «ii + ßaa- 

Um den zweiten Teil zu beweisen, schreiben wir jene 
Werte in den folgenden Formen: 

2ct'ji = «11 + ßjg -f 2%3 sin 2d- + («n — w^^) cos 2d-, 
2a'ss = a,i -f «K - 2a,a sin 2* - («n - a^^) cos 2&. 

Daraus folgt 
4ffl'„a's,g = (fflii-|- a^^y -{Sa^^Bin 2& + (a,^~ a^^) eoa 2&]^; 
aber es ist 4a'ia^= {2aiaC08 2d — («n— (t2a)sin 2#|^; daher 
4(a'iia3g— a'i2^)=(%,-f«ä2)^— ifflis^— («11— «ag)^=4(aiia22~%3^)- 
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Da min insliesondere in der Achsen gleichung a\^ = ist, 
so sind die neuen Koeffizienten mit den alten durch die Be- 
d in gnngs gleich un gen y er banden 

tt'ii + <*'sa = (^n + %ai "'ii<*'s3 = '^ii'hs ~~ i^is^- 
Diese Bedingungen liefern das Produkt und die Summe der 
neuen Koeffizienten a\j^, a'^^. Daher können sie als die 
Wurzeln*) c einer quadratischen Gleichung berechnet werden, 
deren Koeffizienten bekannt sind: 

c^ - (ff j, + a,,) c + «.„ «32 - «1,^ = 0. 
Setzen wir B^ = (a^^ — a^^y + ia^^^, so lautet die fertige 
Achsen gleichung der gegebenen Kurve stets reell 

B. 1) Die Achsen der Ellipse lix^ — ix^ + 11^^= QO 
sind ix^+ e^y — 4)/^=0 oder (2a; — 1l){x + 2»/) = 0. 

Wir haben a'i,+ a'gg— 25, a'^^a'^^-^- 160; also o'i, = 10, 
«'g3=15; die transformierte Acbsengleichung ist Sa;^ + 3j/^ = 12. 

2) Die Transformation, der Hyperbel 

llx^+ 84a!ä; ~ 24i/ä=- 156 
zu den Achsen ergibt, wegen a'^-^- a'^^^ — lS, a,\^aU^^—2028, 
a'ii=39, a'aa 53 und 3^:^— 4)/^= 12. 

167. Wie ist aber die Ächsengleicfmng herzustellen, wenn 
die Zentralgleichung der Kvroe m schiefwinkligen Koordinaten 
gegeben ist? Offenbar kann diese Transformation bewerk- 
stelligt werden, indem man zuerst in der einfachsten Weise 
zu rechtwinkligen Koordinaten übergeht und dann nach 
§ 166 verfährt. 

Nun geschieht der Übergang von rechtwinkligen Koordi- 
naten zu schiefwinkligen vom Achsenwinkel co unter Bei- 
behaltung der a;- Achse dadurch, daß man (§11) x' ^x + yaa^a, 
j/ = y sin CO in die akzentuierte Gleichung einsetzt. So er- 
halten wir die Bedingungen 

%j= ffl'ji, «13^ o'ncos e) + ö'jäSin ra, 
052= "^'ii cos' Kl -\- 2a' 13 cos fi) sin Ol -H a'^gsin^c); 
aus denselben sind die neuen Werte von a\^ + a'^^ und 
a'jjd'gg — «.'[3^ za ermitteln. Man findet 

*) Natürlich bleibt beliebig, welche Achse als x- oder y-Aclise ku 
nehmen ist. 
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, , , o„4-ffi,5— 3o,, cosia , , , „ aj,a., — a-J 

a \i+ «23 "" ^ — ^~s — ' '* iii* aa ~ '* la -^ ■ "s — 

und hat nur a\^=0 zu setzen, um in a\^, a'^^ die Koeffi- 
zienten der Äclisengleichung zo erkennen. Sie sind die 
Wurzeln einer quadratiBchen Gleicliung, deren Auflösung 
mittelst iJ^= («u— %)^sin°(a + S2a,ä — (ajj+ «2ä)coso»[^ als 
die Achsengleichung ergibt 

= («11 4- «j2 ~ 2aj5 cos ra — i?)^:^ 

+ («11 + «23 — 2 «13 cos ro + Ja) i/^ 4- 2 « 'yj sin^ ei. 
Die vorigen Transformat lonsform ein lassen noch einen 
aaderen Gebrauch zu, nämlich aus der Gleichung der Kurve 
in beliebigen rechtwinkligen Koordinaten die auf irgend zwei 
konjugierte Durchmesser bezogene Gleichung abzuleiten. Nimmt 
man «j^ = und «j^, o^j als gesucht an, so hat man nur 
die Gleichung aufzulösen 

--■ i ('''11+ t'aa)'^ + "11 %2 ~ 1*15^ "" ^• 

Die Erwägung, daß die Transformationen dieses und des 
letzten Paragraphen jede beliebige Änderung der Koordinaten- 
achsen bei festem Nullpunkt erlauben, lehrt, daß die beiden 
vorstehend gefundenen Koeffizientenverbindungeu bei allen 
solchen Umformungen unveränderlich sind. Doch sei im fol- 
genden ein direkter allgemeiner Beweis angeschlossen. 

B. 1) Lautet die Gleichung der Kurve, imter der Voraus- 
setzung CüSi» = -^-, lOx^ + 63:3/ 4- 5)/^ = 10, so ist, wegen 
«n + «a3 = T6^i «11% = ^, folglich %i=5, 322="-^) die 
zu den Achsen transformiert« Gleichung l&x^ -i- ily^ ^= 32. 

2) x^ — dxy + J/^ + 1 =^ zu den Achsen transformiert, 
für 0» = 60", gibt x^ - löy^ = 3. 

» 168. Konstanten der allgemeinen Transformation der 
Zentralgleichnng. Angenommen, daß eine Gleichung für 
Achsen, welche den Winkel ra miteinander bilden, zu anderen 
unter dem Winkel <o' geneigten Achsen transformiert werden 
soll, und daß dabei durch die Substitution des § 10 die Größe 

«11 a;^ 4- 2«j2^2/ 4- (»aa«/^ in a\j^x'^ 4- 2a'ia^'^'+ ('■'ssP'^ 

übergehe, so muß doch immer durch die nämliche Substitution 

x^ + 2xycoao) ■+- y^ in x''^ + 2a:')/' cos «'4- y''^ 
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übergeführt werden, weil die eiae wie die andere Fnnktion 
die bei der Transformation unverändert gebliebene Ent- 
fernung eines Panktes von repräsentiert (§ 10, a). Somit 
muß auch 

"^ii ** + 2 a^g a; y + «ag *;^ + X[x^ + 2xy cos oj + y^) 
^a\^x'^-\- 2a\^x'y' -\- a\^y'^+ l{x'^-\- 2x'y' aosm' -\- y'^) 

sein, für jeden Wert tou l. 

Wenn wir nun J. so bestimmen, daß die linke Seite der 
Gleichung ein voUkominenes Quadrat ist, so muß die rechte 
Seite auch ein vollkommenes Quadrat sein, denn, gleich Null 
gesetzt würden die beiden Seiten ein Paar zusammenfallender 
Linien darstellen. Aber die Bedingung, unter welcher erstere 
ein vollkommenes Quadrat wird, iat 

(du + X) (flgg + J.) = («13 + J. cos «))% 
oder X muß eine Wurzel der Gleichung sein 

^^sin^ra + ('^11+ «23— ä%gCosiD)2 + «1,03, — «[j^ == 0. 

Wir erhalten eine zweite quadratische Gleichung von 
derselben Form zur Bestimmung der Werte von X, die die 
andere Seite der Gleichung zu einem voHkommenen Quadrat 
machen; aber weil beide Seiten für dieselben Werte von X 
vollkommene Quadrate werden sollen, so müssen diese beiden 
Bestimmungsgleichungen identisch sein, d. h. in ihren korre- 
spondierenden Koeffizienten übereinstimmen. Es ergibt sich so 



Wenn man also die Zentralgleidmng von irgend einein 
Paar von Durchmessern als Ko<yrdmatmachsen m einem anderen 
tramformiert, so sind dieKoeffisientenfunktionen un/veränderlich*) 



*) Die geometrische Deutung dieser Konstanten folgt in § 184. 
Später werden wir für die ZäMer der Änadräcke ancli die Beacich- 
nung Invarianten kennen lernen. Als dritte Konstante wäre hinzu- 
zufügea D : Bin^ra. 
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^' ' ^' 3 — '- und -—i-s — ^^■ 

Unter der Voraussetzung a^^ = 0, a'^^ = ergibt sich: 
Zwischen den auf versdneäeme Tarnte hm^gierter Dwchmesser 
hegogenen Formen der Zentralgleichimg hesteht die Relation 

Hieraus folgt unmittelbar: Je nachdem «jj, a^^ gleiche oder 
verschiedene Vorzeichen haben, weisen auch a\y, a\^ das 
nämliche oder verschiedene Vorzeichen aof.^) (Vgl. § 184 und 
sein B. 1,) 

169. Wormalgleioliungen der Zentralkegelsohnitte. Die 
Durchmesaergleichung eines Zentralkegelschnittes 

«11 x^ + »33?/^ + «33 = 

stellt eine Ellipse oder eine Hyperbel dar (§ 145), je nach- 
dem (fiiOjs > oder a^-^a^^ < ist; insbesondere ist die 
Kurve imaginär (§ 146), wenn «u, a^a «sa dasselbe Vor- 
zeichen haben. Die Abschnitte der Eurve in den Koordinaten- 
achsen, d. h. die in denselben gemessenen konjugierten Halb- 



^^V~~a'\ """^ y^y- 



Da %3 von Null verschieden ist (| 164), können wir die 
Gleichung von einem willkürlichen Faktor durch die An- 
nahme «gj -= — 1 hefreien. Alsdann entsteht eine reelle 
Ellipse, falls o,, und a^^ positive Werte haben. Ihre Ab- 
schnitte in den Koordinatenachsen sind reell und man pflegt 
den größeren mit a, den kleineren mit i zu bezeichnen, als 
y:-Ächse aber den größeren Durehmesser zu wählen. So ent- 
steht durch die Substitution l:ay^ = (i^, l:a^^ = }i^ die 
Normalgleicktmg der reellen Ellipse 

Die Gleichung der Hyperbel unterscheidet sich nur durch 
das Vorzeichen eines Koeffizienten, und zwar nimmt man ge- 
wöhnhch «gg negativ an und setzt 1 : «^^ = — i^. Man wählt 
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also als a:-Achse diejenige, auf welcher die Hyperbel die 
reellen Äbschriitte ± a bildet. Dann kann der konjugierte 
Durchmesser die Hyperbel nicht auch reell schneiden, das 
Quadrat seines Halbmessers ist negativ, gleich — h^. Über 
das Größenverhältnis von a und h kann man dann keine 
Voraussetzung mehr machen. Somit ist die Normalgleichimg 
der Hyperbel ^i „a 

Endlich ergibt sich bei negativem «j, und a^^ oder 
— a^ und — 6^ als den Quadraten konjugierter Halbmesser, 
die NormdlgUichtmg des imaginären Kegelschnittes (Ellipse) als 

Jedoch beschäftigen wir uns in diesen Kapiteln wesentlich 
mit den reellen Zentralkurven. (Vgl. nur § 176 und § 181 
B. 4, 6.) 

Die obigen Gleichungsfoimen gelten, sobald die Koordi- 
naten reehUvmkhg imd, auch al? die normalen Achsmglei- 
chungen det ZmtralJiegehcImtüe 

170, Normale Polargleiohungen. Setzen wir in die 
Aehsengleii'hung fljj x^ + öj., V^ + ßj- = ein a^^ = — 1, 
x — rcosd', y = rsm&, so entsteht die Polar gl eichung 

— j- = tSj^eos^ö- -1- a^gsin^d'. 

Sie läßt die Symmetrie der Kurven darin erkennen, daß sie 
denselben positiven Wert des Vektors zu je vier Winkeln 
± 'S*, rc + # liefert. Man pflegt dann die stets positiven 
Größen 11, , , 

eiuKuführen und e die &sentrisität der Kurve zu nennen.*) 
Demnach ergeben eich aus den Gleichungen 



*) Man liat zuweilen auch 'btide Irroßpri duich ien l^at 
Eszeatrizitat bezeichnet nnd ( von e ala die lineare von de 
Tischen Exzentri^U t inteiacliieifii 
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die Eszfütiiiit itpu als p = — mit den Abkij] 

<?=ii —6^ tur die Elbpse, r =(i^4-&^ für die Hyperbel. 

DoÄe» lä Aw Lxsenimtfat der Fllipse Heiner, die der Hyperbel 
größer als Ems 

Die Folai gletchmig de7 Ellipse läßt sich in einer der 
äquivalenten Formen Bctiieiben 



i der zumeist gebrauchten imrmalen Form; 






Ebenso erscheint die Fölargleiehtmg der Hyperbel als: 



und als normale Forr 



Diese Polargleichimgen der beiden Gattungen unterscheiden 
sich wieder nur im. Vorzeichen von b^. 

171. Gestalt der Ellipse. Infolge der Symmetrie der 
Zentralkegelschnitte genügt es, das in einem Quadranten des 
Aehsenlireuaes verlaufende Kuryenstück zu betrachten. Die 
normale Polargleiehung &^ : r^ = 1 — e^ cos^ ■& zeigt, daß 
§■ = den größten, S- = y jr den kleinsten Wert des Vektors r 
liefert, und zwar gleich a, bez. h. Den größten Durchmesser 2a 
nennt man die große Achse oder Hanpladise, den kleinsten 2b 
die Meine Achse oder Neienadise, a und 6 die Halbachsen, ihre 
Endpunkte die Sclieitel der Ellipse, 

Alle Halbmesser (Vektoren r) der Ellipse*) sind reell, 
denn, da die Eszentrizität e kleiner als Eins ist, so ist 
1 — e^ cos* S- > 0. Offenbar nimmt r stetig ab, wenn '9' 

1 Kapitel werden nur Darchmessei' in reellen 
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von an wächst, d. h, jeder Halbmesser ist um ao länger, 
je weniger ieine Richtung von der großen Achse abweicht. 
Die Tangenten in den Scheiteln einer 
Achse sind zu ihr senkrecht, als 
r konjugierten Achse. Da- 
her ist die Ellipse eine gegen das 
Zentrum hin konlcave Kurve von dem 
hier dargestellten Typus, deren ein- 
zelne Punkte nach der Methode des 
§ 19 aufgetragen werden können. 

Das endliche Gebiet der Ebene, welches das Zentrum 
enthältj heißt das Innere der Ellipse. Setzt man die Koordi- 
naten eines inneren Punktes in die linke Seite der auf Null 
gebrachten Normal gleichung ein, so erhält sie einen negativen 
Wert, nämlich für das Zentrum 0|0 den Wert — 1. Eine 
reelle Tangente der Ellipse enthält nur äußere Punkte (§ 161). 
Die Achsen halbieren die Winkel zwischen gleichlangen 
DurchmeBsern, und umgekehrt (§ 170). Daher können wir 
sie bestimmen, wenn das Zentrum des Kegelschnittes ge- 
geben ist und wir ihn mit einem konzentrischen Kreis 
schneiden, um in den Durchmessern der Schnittpunkte solche 
von gleicher Länge zu erhalten. 

Insbesondere gehen die konzentrischen Kreise von den 
Radien «, hez. ?» durch die Scheitel der großen bez. kleinen 
Achse, und liegen, zufolge der Polargleichung, ganz außerhalb 
bez. innerhalb der Ellipse. Da sie in den gemeinsamen 
Scheiteln auch dieselben Tangenten haben wie die Kurve, 
so werden sie als der umgeschriebme und der eingeschriebene 
Hauptkreis der Ellipse bezeichnet. 

172. Konstruktion der Ellipse. Die normale Achsen- 
gleichung der Ellipse kann in Formen aufgelöst werden, 
welche die Gestalt der Kurve konstruktiv herstellen lassen: 

y = ")/a^ — x^ und * ^ t "/^^ — y^- 

In dem umgeschriebenen Kreis x^-\- y^^a" ist nämlich 
Ya^ — a;^= y' die Ordinate, welche zur Abszisse x gehört. 
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Die zu demselben x gehörige Ordinate y der Ellipse steht 
zu y' im Verhältnis & ; «. Daher bat man folgende Kon- 
struktwn der Ellipse aus dem um- 
geschriebenen Kreis: In jeder Senk- 
rechten zur großenÄchse nehme man 
einen Punkt P so an, daß seine 
Ordinate LP zur Ordinate LQ des 
urageschriebelien Kreises in dem kon- 
stanten Verhältnis der kleinen '/ur 
großenÄchse b:a steht; der Ort von 
P ist die Ellipse. 

Ebenso gehört Yb^ — y^ = x' in dem Kreis x-+y^^b^ 
zu gegebenem y und begründet die KonstnMioa der EUipse aus 
dem eingeschriebenen Kreis: In jeder Senkret-hten zur kleinen 
Achse nehme man einen Punkt P so an, daß seine Ordinate 
zu der des eingeschriebenen Kreises im Verhältnis der großen 
zur kleinen Achse steht. Überhaupt erhält man aus einem 
Kreis eine Ellipse, wenn man alle Ordinaten eines Durch- 
messers in demselben Verhältnis Yerkleinert oder Tergrüßert. 

Endlich liefert die Verbindung der beiden Betrachtungen 
folgende KonstruUion der Ellipse aus den Achsen: Man ver- 
zeichnet die konzentrischen Kreise, welche die Achsen 2a, 2b 
zu Durchmessern haben und legt durch je zwei Punkte Ä, B 
der beiden Kreise, die auf demselben Durchmesser liegen, je 
eine Parallele zu der Achse 2b, 2a, welche der Durchmesser 
des anderen Kreises ist: die Schnittpunkte dieser Parallelen 
sind Punkte der Ellipse. 

173. F(brB,nietergleioliiingen der Ellipse. Die einfache 
Ableitung der Ellipse ans dem Kreis ist sachgemäß, weil 
der Kreis nur die spezielle Ellipse mit gleichen Achsen ist, wie 
ja die Normalgleichung der EUipse mit a = b = ^ in die 
des Kreises übergeht. 

Analytisch ist dieser Zusammenhang dadurch ausgedrückt, 
daß, wenn ein Punkt x\'y' den Kreis x^ + y'^= a^ durch- 
läuft, der Punkt x\y die Ellipse x^ + (x J') ^ *^ besehreibt, 
falls stets y' -.y = a:b ist. Nun können wir die Koordmateu 
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x\y' eines Punktes des Kreises a nach §112 durch einen 

Parameter (p darstellen als x ^ a aos fp, y'=a sin ip. Daher 

sind nun auch die Koordinaten x | y eines Punktes der Ellipse 

durch die eine unabhängige Veränderliche (p auszudrücken aiti 

b . , . 

X — a cos ip, y =■ ~ ■ a sia (p — sm <p. 

In der Tat überzeugen wir uns sofort davon, daß durch diese 
Substitution die Gleichung der Ellipse 

(a) '^ (f ) "" '^'*^^ ^ "^ ^'°^ <p = 1 
identisch erfüllt, wird.'*) Der Parameter ip wird auch als 
exzentrische Anomalie bezeichnet. 

Wir bestimmen oft mit großem Nutzen die Lage eines 
Punktes in einer Ellipse Yon gegebenen Achsen durch einen 
einzigen Parameter fp, nämlich als den Punkt a cos <p\'b sm ip. 
Die geometrische Bedeutung des Parameters <p eines Punktes P 
der Ellipse wird aber folgendermaßen gefunden: Verlängert 
man die Ordinate von P bis zum Schnittpunkt Q mit dem 
umgeschriebenen Ereis, so ist -^ACQ^^tp der Neigungs- 
winkel des Kreisradius von Q. Anwendungen in §§ 1 83, 208, 247. 

174. Ellipsenzirkel. Wenn durch P eine Parallele NMP 
zum Eadius CQ = a gelegt wird, so ist NF = a und 
MF:CQ^L7':LQ'=^b:a, daher MP-^b. Wenn also 
von irgend einem Punkt der Ellipse eine Strecke l'N^a 
bis zur kleinen Achse gezogen wird, so ist der durch die 
große Achse in ihr bestimmte Abschnitt PM = h. Würde 
die Ordinate LF bis zum Schnittpunkt Q' mit dem Kreis 
rückwärts verlängert, so ergibt sich ebenso, daß in einer 
durch P zum Radius CQ' gezogenen Parallelen von den 
Achsen Teile von konstanter Länge abgeschnitten werden. 

Wenn daher umgekehrt eine Linie MN von konstanter 
Länge sich so bewegt, daß ihre Endpunkte die Schenkel 
eines rechten Winkels durchlaufen, und ein Punkt P in ihr 
fest angenommen ist, so beschreibt P eine Ellipse, deren 
Achsen a, b gleich NF, MF sind. Wirklich ist 
CM=MN-, CN^MN^, GW+cW=MN\ also (^)%(|) =] 
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Nach diesem Prinzip ist ein Instrument zur Erzeugung der 
Ellipsen durch eine kontiniiier liehe Bewegung konstruiert wor- 
den, welches man den äUpUscken Zirkel genannt hat. CA, GJy 
sind zwei feste Lineale, MN ein drittes Lineal, von welchem 
zwei Punkte M und N in den geraden Linien CA, CD' gleiten; 
alsdann beschreibt ein in einem beliebigen Punkt von MN 
befestigter Stift eine Ellipse; wenn der Stift aber im Mittel- 
punkt von M'N befestigt ist, so beschreibt er einen Kreis. ^*) 

175. Gestalt der Hyperbel. Wir untersuchen den Ver- 
lauf der durch die Polargleiehung h^ -. r^ = e^ cos^ %■ -~ 1 
definierten Kurve innerhalb des ersten Quadranten. Da die 
Exzentrizität e größer als Eins ist, kann die rechte Seite 
positive und negative Werte, auch den Wert Null annehmen. 
Die absolut größten Werte von 1 ; r^ liefern S- = 0, nämlich 
ß^j ^ = -i-jj^ nämlich —V, den Nullwert cos^-S' =1 : e^. Somit 
ist a der kürzeste reelle, ii der kleinste imaginäre Halb- 
messer. Man nennt 2(t die reelle oder transversale Achse 
oder die Haiqttadtse, 2hi die imaginäre oder Nebenachse. Die 
Hyperbel hat nur zwei reelle Scheitel, auf der Hauptachse, 
in denen die Tangenten zu ihr senkrecht sind. 

Nimmt ^ von an zu, so wächst r stetig mit bis zu 
einem Wert von &, für welchen cos^S- = 1 : e® und r un- 
endlich groß wird. Für alle größeren Werte von & inner- 
halb des ersten Qua- 

drajiten schneiden 
die Durclimesser die 
Kurve nicht mehr 
reell. Der Quadrant 
der Hyperbel verläuft 
daher vom Scheitel A 
aus, gegen das Zentrum hin stets konvex, gegen einen be- 
stimmten Punkt K im Unendlichen, sich der Asymptote OK 
stetig nähernd (§ 178). Der ganze reelle Zug der Hyperbel 
wird daher von den durch A und A! gehenden, im Endlichen 
getrennten Asten der Kurve gebildet. 

Die Hyperbel trennt zwei unendlich große Gebiete der 
Ebene, die im Endliehen als drei Gebiete erscheinen. Das 
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Zentrum liegt in dem Gebiet der Ebene, welches wir das 
Äußere der Syperbel nennen müssen, weil von seinen Punkten 
aus an die Kurve reelle Tangenten gehen, nämlich aus dem 
Zentrum selbst die Asymptoten. Die Substitutionsresultanten 
der Koordinaten äußerer Punkte in die auf NuU gebrachte 
Normalgleichung sind negativ (§ 161). Die beiden im End- 
lichen getrennten, konkav begrenzten Gebiete bilden somit 
das Innere der Hyperbel; sie hängen im Unendlichen als ein 
Gebiet zusammen. Denn da wir uns bei unbegrenzter Be- 
wegung auf einer Geraden in beiderlei Sinn demselben un- 
endlich fernen Punkt r^hern, so gehört der unendlich ferne 
Punkt eines jeden reell sehneidenden Durchmessers den bei- 
den Teilen des Inneren zugleich an. Wegen der Symmetrie 
folgen wiederum aus zwei gleichen langen Durchmessern der 
Hyperbel die Achsen als Winkelhalbierende. Der mit dem 
Radius a aus dem Zentrum beschriebene Kreis geht durch 
die reellen Scheitel und heißt der ScheitelJireis. 

176. Konjugierte Hyperlieln. Offenbar trennen die Asymp- 
toten die Durehmesser, welche die Hyperbel in reellen Punkten 
treffen, von denen, welche sie in imaginären Punkten sehnei- 
den. Für alle Vektoren, welche in den die Nebenachse ent- 
haltenden Scheitelwinkeln der Asymptoten liegen, ergibt die 
Gleichung negative Zahlen r^= — r'^ als Halbmesserquadrate. 
Man kann die reellen Längen + r' dadurch geometrisch dar- 
stellen, daß man sie in demselben Durchmesser abträgt, zu 
dem die Vektoren +r'i gehören. 

Die Gleichung des Ortes der Bndpunkte der so abge- 
tragenen Längen wird gefunden, indem man in der Hyperhel- 
gleichung das Vorzeichen von r^ umkehrt oder r^ durch — r'^ 
ersetzt: j. dn'fr _ cos^» , _ ll _ 5^ _ i 

Dies ist wiederum eine Hyperbel, weiche die Hauptachse 26 in 
der j;-Achse, die Nebenachse 2ai in der a:-Achse und dieselben 
Asymptoten wie die ursprüngliche hat; letzteres, weil r und r' 
offenbar für dieselben Werte & unendlich groß werden. Diese 
durch die Punkte B, B' der Figur gehende Kurve heißt die 
zur gegebenen Jconjugierte Hyperbel. 
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Die beiden von denselben Konstanten a, i abhängigen 
Hyperbeln sieben in enger Beziehung zueinander, ebenso wie 
die reelle Ellipse zu der imaginären mit den entgegengesetzt 
gleichen Halbachsenquadraten in § 169. (Vgl.§181, 4.) Wenn 
wir die bei der reellen Vertretung des imaginären Kreises 
eingeführte Redeweise anwenden, so haben wir den reellen 
Zug der einen Kurve als den SteUverlreter des imaginären der 
anderen zu bezeichnen. Daher werden sich wieder Kon- 
struktionen, die an der gegebenen Hyperbel nicht ausführbar 
sind, an der konjugierten reell ToUzieben lassen. 

Genau in demselben Sinn kann man die reelle Ellipse von 
den Achsen 2a, 2b als Stellvertreter der imaginären von den 
Achsen 2ai, 2bi und demselben Zentrum behandeln und von 
konjugierten Elhpsen in diesem Sinne sprechen, (g 181,4 und 
weiter § 399 f.) 

Man pflegt geradezu die reellen Bezeichnungen, die sich 
auf die konjugierte Hyperbel beziehen, auch für die gegebene 
zu benutzen. Statt die reelle Zalil r' als reellen Faktor des 
imaginären Halbmessers r' i oder a!s die Halbmesser der kon- 
jugierten Hyperbel zu bezeichnen, erlaubt man sich die Ab- 
kürzung, r' (statt r'i) Halbmesser, h (statt hi) Halbachse, 2b 
die Nebma^e der gegebenen Hyjierbel zu nennen. Es ist dies 
zulässig, solange nur solche reelle und imaginäre Längen 
miteinander verghchen werden. 

Sobald jedoch Quadrate von Längen auftreten, sind —r''^ 
tmä —b^ als die Quadrate von r' und h einzuführen. Mit diesen 
Festsetzungen sind auch alle für die Ellipse gültigen Sätse auf 
die Hyperbel ühertragbar, indem man nur 6^ durek — &^ er- 
setzt, überhaupt die Quadrate von Nebenhalbmessem als 
negativ bebandelt. 

177, Asymptoten, Neu treten bei der Hyperbel nur 
Eigenschaften auf, die sich auf die Asymptoten beziehen. 
Da diese Tangenten aus dem Zentrum zu den Achsen sym- 
metrisch liegen, sind sie durch Angabe ihres Winkels be- 
stimmt, falls man als Asymptotenwinliel 20 diejenigen Scheitel- 
winkel bezeichnet, in deren Feldern die reellen Äste der 
Hyperbel verlaufen. 
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Derselbe ist durch die Exzeutiizitafc der Hyperbel mit 
definiert (§ 175). Det AsymptotmwtnM itt da'i Doppelte des 
Winkels Q, dessen Selmilt det Eismtnsitat e qleich ist: 
cos G = — = ■■-■ ! sm = ~ ' tan = + — 

Das Verhältnis der Nehenachse zur Hauptachse ist die Tangente 
des halben Asymptotenwiukels. Je nachdem die Nebenachse 
kleiner oder gi-ößer als die Hauptachse ist, unterscheidet mau 
spiiB- und stumpfwinklige Hyperbel/n. 

Dies erlaubt, zu gegebenen Achsen die Asymptoten zu 
konstruieren. Ziehen wir durch die Punkte A, Ä' und J5, B' 
die Parallelen zu den Achsen, so sind die Asymptoten die Diago- 
nalen des so gebildeten Rechtecks der Sekeiteltangmtm der kon- 
jugieHen Hyperbeln. Daher haben konjugierte Hyperbeln die- 
selben Asymptoten, aber supplementäre Äsymptotenwinkel. 
Demnach sind die Gleichungen der Asymptoten 
f±f-0 oder |^-|^ = 0. 
Diese letzte Gleichungsform wird aber auch nach § 152 er- 
halten, indem man die quadratischen Glieder der Normal- 
gleichung mit Null vergleicht, ganz unabhängig davon, ob die 
Gleichung auf die Achsen oder ein anderes Paar konjugierter 
Durchmesser a, li bezogen sei. Auch sind immer — ± y = 
die Gleichungen der Diagonalen des Ton x ^ + a, y — ±h 
gebildeten Parallelogramms. 

Zieht man also durch die EnäpunUe von irgend swei Tion- 
jugierten Durchmessern ÄA', BD' die Parallelen zu ihnen, so 
liegen die Ecken T, T' des ent- 
stehenden Farallelogramms OAtf den 
Asymptoten. Dabei sind nach §155 
die Durchmesser parallelen in den 
Enden des konjugierten Durchmes- 
sers Tangenten der Hyperbel (in 
A,A'), beziehungsweise an die kon- 
jugierte Hyperbel (in B, B') nach den vorigen Festsetzungen. 
Somit kann man die Asymptoten finden, sobald zwei kon- 
jugierte Durchmesser der Hyperbel gegeben sind. 
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178. Asymptotengleichung der Hyperbel. Es liegt nahe, 
die G-leicliurLg der Hyperbel auf ihre Asymptoten als Koordi- 
natenachsen zu beziehen, denn sie muß eine außerordentlich 
einfache Gestalt annehmen. In der Tat ist sie von der Form 
der Zentral gleichung (§ 164), aber aus derselben müssen die 
Koeffizienten %j, ßjg verschwinden, weil die Koordinatenachsen 
die Kurve in unendlicher Entfernung sehneiden (§ 146, 3). 
Also reduziert sie sieh auf 

Die Transformation der Achsen gleich an g bestätigt dies 
und liefert die Abhängigkeit der Konstanten k^ von den Achsen, 
Der Übergang von rechtwinkligen Achsen zu solchen, die 
mit der a^-Achse die Winkel + Ö machen, ergibt sich, direkt 
oder nach § 10, vermittelst 

iT -= (a/ + y')cos 0, )/ = (y — ^')sin 9. 
Aber die transformierte Gleichung 

(?'+:!')'»os' e - (?-;-y™> e _ 1 

reduziert sich infolge der Werte von cos 0, sin 8 {§ 177) auf 

a^y= --4-"' 

Umgekehrt hat die Hyperbel a;?/=7(;^ bei einem Asymptoten- 
winkel 26, infolge «^ 4- &^ = ^/c^ und b ^ a tan 9, die 
Halbachsen 2k cos 9, 2k sin 9, wobei die erste oder die letzte 
Zahl der Hauptachse entspricht, je nachdem 29 spitz oder 
stumpf ist. 

Die geometrische Bedeutung der Äsymptotengleichimg 
ist offenbar: Zieht man dm-ch einen Punkt der Hyperbel Paral- 
lele m den Asymptoten, so ist der Inhalt des so gebildeten 
Parallelogramms konstamt. Hiernach kann man Punkte der 
Hyperbel konstruieren, indem man als Koordinaten Strecken 
von konstantem Produkt aufträgt.*) 

Je größer die eine Koordinate genommen wird, desto 
kleiner wird die andere; nimmt man also jene hinreichend 

'') Man Deniit deshalb die Größe k etwa in demselben Sinn Potenz 
der Iljpei'bel, wie im §93 die i'otenK einer Involution definiert wurde. 
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groß, so wird diese kleiner als jede noch so kleine gegebene 
Größe. Dies ist dei 8iim des Ausdruckes; Die Hyperbel 
nähert siih den Asymptoten ah Gyensen im Unendlichen. 

179 Gleichseitige Hypeibel Die Asympfcoteii einer 
Hyperbel können jeden beliebigen Winkel einschließen, ins- 
besondete aucli /;ueinaniler lechtwinklig sein. Dann ist aber 
(§ 177) 

6 = — 1 tan , ^ + = + 1 1 also b — a, 

die beiden Ächseu sind gleich. Umgekehrt folgt aus a = i 
die ßeeiitwinkligkeit. Man nennt eine solclie spezielle Hy- 
perbel eine gleichseitige oder rddangidäre Hyperbel. Ihre Ächsen- 
gleicliung lautet 

x^~y^=a^ 

mit x^— y^=0 (vgl. § 55) als Asymptoten. 

Die Bedingung, daß die allgemeine GEIeicbung zweiten 
Gi-ades eine gleichseitige Hyperbel darstellej lautet 

%!+(% = 0*), 
denn nach § 55 ist dies die Bedingung, unter welcher die 
Asymptoten a^^x^ + ^a^^xy + a^sP^ = zueinander recht- 
winklig sind. Konjugierte Durchmesser einer „gleichseiiigen" 
Hyperbel sind gleich. (Vgl. § 176.) Denn ist «u = — a^^, so 
gehören nach § 150 konjugierte Durchmesser au Neigungs- 
winkeln &, Q' für die tan 9- — cot &'; also werden die Winkel 
■&' — & zwischen konjugierten DurclimeBsern durch die Asym- 
ptoten halbiert. Die zu einer gleichseitigen Hyperbel konjugierte 
ist aber mit ihr kongruent**), also sind die bezüglich der 
Asymptoten symmetrischen Durchmesser gleich lang. 

Die gleichseitige Hyperbel hat dieselbe Analogie sum Kreise, 
me die allgemeine Hyperbel swr iMipse. Die beiden speziellen 
Kursen können aus ihrea Gleichungen x^—y^^a^,3?-\-y^='a^ 

"') Bei HcMefwinkligen Koonlin'^ten elienso «h-J-Bj =2a,,cO''c) 

**) Ihre Asjmptotenjj-ieichungea lauten a; y = + — Ma» kon 

stiiiiprt Bie daher a,l« die Oite der fteien Ecke flSchenglPicher Becht 

ecke "voQ denen die Liegfuecke und eine Seiteniiclituna; |,eaehen i'*t 
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mittelst, rechtwinkliger Dreiecke konstruiert werden. Man ver- 
wendet bei dieser Konstruktion mit Vorteil den Scheitelkreis 
(§174), auf Grand des Satzes: 
Die Sreisicrngmie und die Hy- 
perbdordinaie (y), welche von 
einem Pmkt derHwaptachse aus- 
gehen, si^ä gleich lang. Ebenso; 
Die ixm einem Funkt der Neben- 
ackse ausgehende Syp&rbelordi- 
nate ipi) ist gleich seinem Ab- 
stand von den Scheiidn?''') Man 
kann auch in der durch die 
Figur Tersfcändliclien Weise die Scheite! tan genten benutzen. 
B. l) Die gleichseitige Hyperbel ist der Ort der Endpunkte 
der zur Achse senkrechten Durchmesser in den Kreisen eines 
Büschels. (Vgl. §§ 134, 125.) 

2) Sind Pj, Pg Punkte der gleichseitigen Hyperbel und ist 
Pß der Schnittpunkt von F^^^ "^^ '^^'' -Ä^ohse, so ist der mit der 
in P[p errichteten Hyperbelordinate beschriebene Kreis ein Potenz- 
fcreis der durch die Punkte P^, P3 gehenden Kreise des ku dieser 
Achse gehörigen Büschels. 

3) Eine gleidiseitige Hyperid, welche rfwrcA d^-d gegebene 
PunMe geht, enthält «^scA den Höhensdmittpunkt ihres Dreiechs?^') 

Eine Gleichung, in der a«= — %i ist, reduziert sich für 
)^ = auf a^^x^ + 2«iaic + «3^ = 0, und für x = auf 
<'iiJ'^+ 2023»/ + «33= 0. -'-*'^ gleichseitige Hyperbel bestimmt 
also Achsen abschnitte v!, x"; ij, j/", mit v! x" = — «/ ?/" = «33 : a^^. 
Gemäß § 36, 7 ist aber | i/' der Höhenschnittpunkt im Dreieck 
a;'|0, a;"|0, Ol«;'. Die vier Schnittpunkte einer gleichseitigen 
Hyperbel mit einem rechtwinkligen Linienpaar bilden vier Dreiecke 
mit dem vierten Punkt als Höhenschnittpunkt, 

4) Wenn in einem Dreieck jede Ecke der Pol der Gegen- 
seite in bezug auf eine gleichseitige Hyperbel ist, so geht der dem 
Dreieck umschriebene Kreis durch das Zentrum der Kurve.^^ 

Wenn die Eelatiou § 155, 1 besteht, so ist die Gleichung 
des Kreises drirch die Pole der Achsen und den Koordinaten anfang 
012(3;^+ 'ixy cos w + «;^) 4- 0^^^ + a^^y = 0, oder 

3:(a,gS+aäüJ/-|-<;^3)-|-»;(aii3;+ai3y-|-ßi3)-(a„-|-<isa-2aiaCO9ro)a:)/=0, 
eine Gleichung, welcher offenbar durch die Koordinaten des Zen- 
trums genügt wird, vorausgesetzt, daß «[, -|- a.^^ — 2ö,s cos w, 
d. h. die Kurve eine gleichseitige Hyperbel ist. 
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5) Ein durch das Zentrum einer gleichseitigen Hyperbel und 
durch zwei beliebige Punkte beschriebener Kreis geht auch durch 
den Schnittpunkt der Geraden, welche durch jeden dieser Punkte 
parallel zur Polare des anderen gezogen werden. 

180. Parametergleiohnngeii und Konstraktion der Hy- 
perbel. Die allgemeine Hyperbel geht aus der gleichseitigen 
durch dieselbe SubstitntioQ hervor, wie in den §§ 172, 173 
die Ellipse aus dem Kreis. Man hat daher die eben ge- 
gebene Konstruktion der gleichseitigen Hyperbel für die all- 
gemeine nur durch eine proportionale Änderung der Ordinaten 
zu modifizieren. Sind die 
Achsen gegeben, so kon- 
struiere mau einen Kreis 
vom Radius a und eine 
ParallelezurNebenaehBe 
im Abstand b. Dann 
schneidet ein Radius GQ 
auf dieser die Ordinate MP desjenigen Hyperbelpunktes ab, 
dessen Abszisse CM von der Kreistangente in Q abgeschnitten 
wird. Für die gleichseitige Hyperbel ist jene Hilfsparallele 
eine Scheiteltangente. 

Somit hängt die Bewegung eines Punktes P in der Hy- 
perbel von der Drehung eines Radius GQ im Scheitelkreis 
ab, d.h. von dessen Neigungswinkel MGQ = (p als einem 
Parameter. In der Tat ergeben sich unmittelbar aus der 
Figur die ParametergJsichungen der Hyperbel als 

x^ a sec <p, y = h tan (p. 
Auf dieselben wird man in der Tat geführt, wenn man für 
X : a und y : 6 trigonometrische Funktionen eines Winkels 
sucht, welche die Hyperbelgleichung identisch befriedigen 

1 = gy_ (|y= secV - tan^y- 
Die konjugierte Hyperbel wird gleichzeitig durch 

X ^a cot Kf, y = b cosee ip 
gegeben und wird ebenso aus ihrer Hauptachse und ihrem 
Scheitelkreis konstruiert. 
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Eine andere Parameterdarstellmig ergibt die auf die 
Asymptoten bezogene GleichTing des § 178 xy = li^, nämlich 

X = kX, ly = li. 
Anwendungen findet man in §§ 183, 208. 

181. Polaren und Tangenten. Um Eigenaeliaften der 
Ellipse und Hyperbel mit Hilfe der Zentralgleieliungen zu unter- 
sucten, Übertragen wir einige der für die allgemeine Gleichnng 
im VIII. Kapitel erhaltene Resultate auf die Noraialformen 

Wenn wir das Vorzeichen Ton ö^ unbestimmt lassen, bezieht 
sich das obere stets auf die Ellipse, das untere auf die Hy- 
perbel, Die Halbachsen seien a und b, konjugierte Halbmesser 
im allgemeinen a' und V (akzentuiert), so daß sich das erste 
Gleiehungspaar auf rechtwinklige, das zweite auf schiefwinklige 
Koordinaten bezieht. 

Nach §154 ist die Gfleichnng einer Sehne y!\if, x" \y" 
x' 4-0;'' , y' 4-11" x'x'' , y'y" , ., 

Dieselbe gebt für ^^=3;", y' — t/' in die Gleicimng der Tan- 
gente im Punkt c^ \ y' über (§ 153) 



Ist x \ y überhaupt ein beliehiger Punkt, so stellt diese nämliche 
Gleichung die Polare des Ptmläes af \ y' dar, d. h. die Be- 
rührungssehne der Ton x'\y' ausgehenden Tangeuten oder 
den Ort der durch die Kurve von x | y' harmonisch getrennten 
Pole {§ 160). Die Gleichung entsteht aus der Kurven gleiehung 
durch Einsetzung von x'x, y'y statt x^, y^. 

Die Länge der Normale vom Mittelpunkt auf die Polare 
des Punktes x' \ y' ist also nach § 30 ausgedrückt durch 



Insbesondere ist die Polare eines Punktes x! \ eines 
Durehmessers durch x^x^ a'^ gegeben, also zum konjugierten 
Durchmesser parallel, ebenso wie die Tangenten in den End- 
punkten des ersten (§ 155). Um daher die Polare eines Punktes 
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P ZU finden) ziehen wir den Halbmesser CP, bestimmen den 
Pankt P' auf demselben so, daß das Rechteck CP ■ CF' dem 
Quadrate dieses Halbmessers gleich ist, und ziehen durch P' 
eine Pai-allele zu dem ihm konjugierten Durchmesser (§ 115). 
Umgekehrt finden wir zu einer gegebenen Geraden 
1» + ^y + 1 = den Pol ^ \y', indem wir die Gleichung mit 
der einer Polare vergleichenj als 

x' = — a^^, T/=^h^7j bez. sf = — a'^^, y'^ + h'^tj. 
Wenn 3/ 1 y' der Kurve selbst angehört, so berührt die Gerade 
sie in ihm. Daher ist die Bedingung, daß eine Gerade Tan- 
gente des Kegelschnittes sei: 

Dies ist somit die Tangentitägleidmng der Ellipse hes. Hyperbel, 
wobei man bemerkt, daß dieselbe ebenfalls in der rein qua- 
dratischen einfachen Gestalt erseheint. (Vgl. § 163.) 

B, 1) Nm-malform für die Gleichung der Tangente. Um 

— s" i jIs = 1 ^"^ ^i® Form x (iü5 a ^^y &ia u = p zu bringeu, 
"■ " a^ coB ß «" Hin a 
habeu wir zu setzen — j = 1 -rj = — — und erhalten mittelst 

der Gleichung der Kurve für den Abstand der Taageate vom Zentnitn 
y^ =^ a^ cos^ a + l>^ sin^ a. Daher lautet die verlangte Gleiehungsform 

X coa IX + y svaa — ]/(([^cos^ft ± ft^sin^a) — 0, 
oder j-cosa + 3/cos(3 — y(o"eos^a±&'^cosV) = 0, 
wenn a, ß die auf beliebige konjugierte Darclmiesser bezogenen 
Winkel sind 

2) Gleichuny des Tangentenpaares aus x' \ y' an den Kegel- 
schnitt. Wir verfahren wie in § 156 und fladen 

Hieraus folgt die Gleichung paralleler Tangenten der iticbttmg m als 
{mx-yy=m^a^±l\ 

3) Winkel ip des Tangentenpaares aw x' 1 1/. 

Wenn eine Gleichung zweiten Grades zwei Gerade darstellt, 
so bezeichnen die gleich Null gesetzten drei quadratischen Glieder 
zwei 'ZU ihnen parallele Linien durch den Anfangspunkt; also 
hängt der durch das Linienpaar eiagescblossene Winkel nur von 
den drei höchsten Gliedern der allgemeinen Gleichung ab. Ordnen wir 
also die Gleichung des Tangentenpaares in 2), so finden wir naoh§ 55 
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■4) Die Polaron desselben Punktes in liezug auf zwei kon 
jugierte Kegelschnitte (§g 169, 176) sind zueinander paiallel und 
gleich, entfernt vom gemeinsamen Mittelpunkt. Die Pole dei 
seihen Geraden für solche Kegelschnitte liegen im nämlichen 
Durchmesser symmetrisch zum Mittelpunkt. Man nennt etwa 
auch die Polare in bezug auf die imaginäre Ellipse die Anüpolaie 
desselben Punktes in heaug auf ihre reelle Stell Vertreterin, usw. 

5) Die Polare eines Punktes einer Asymptote ist zu ihr parallel. 
Die Pole aller Äsymptotenparallelen liegen auf der Asymptote. 

6) Der Ort des Schnittpunktes von memander rechtwinkligen 
Tangenten ist der Haupth-eis der Kurve 

q:" + y^ = a^ ± h^ 
Wir haben in 3) nur den Nenner des für tau q) gefundenen 
Wertes mit ITull zn vergleichen, oder die Schlußgleiehungen in 2) 
für m und — 1 ; »j zu addieren ; oder wir berechnen die Entfernung 
des Schnittpunktes x \ y vom Zentrum nach 1) aus dessen Abständen 
Pi ^ Pa 'Ol ^ön Tangenten 

Der HauptkreiB ist reell für Ellipsen «nd spitzwinklige Hyper- 
beln, rein imaginär dagegen für stumpfvraiklige Hyperhein (&>«}. 

Wenn die Tangenten sich unter einem gegebeneu schiefen 
Winkel schneiden, so ist der Ort ihres Schnittpunktes im all- 
gemeinen durch eine spezielle Gleichung vierten Grades gegeben (3). 

182. Gleiohungeu konjugierter Durohmeaser. Die 
Gleichung desjenigen Durclimessera, der zu dem durch einen 
gegebenen Punkt X \y' der Kurve gehenden ^'a; ~ a^j/ = 
konjugiert ist, lautet 

5^ + .Ö_0, bez, ^-^'S-O, 

denn dieselbe stellt die durch den Nullpunkt gehende Parallele 
zur Tangente in a/|)/' dar. Wir erhalten die Koordinaten 
eines Endpunktes of' \ y" dieses Durchmessers, indem wir die 
Gleichung nach x und if auflösen und die Werte in die Gleichung 
der Kurve einsetzen, wobei zu beachten ist, daß sf\y' dieser 
auch genügen. Man findet leicht für die Ellipse, bez. Hyperbel 

— = ± T-' 4^= + — ; tez. -^"- = ± ^i, 1^ = + --i, 



yGoosle 



334 IX. Die Zentraleigec Schäften von Ellipse und Hjpei-bel. 183. 

WO die Unterdrückiirig des Faktors i bei den Hyp erb elp unkten 
die Selinittpankte des konjugierten Durehmessers mit der kon- 
jugierten Hyperbel liefert. Genau dasselbe gilt, wenn wir die 
Kurven gleiehung auf konjugierte Durcbmesser a', V beziehen. 

Die Betrachtung der Vorzeichen yon 3^\y' und a^'\y" 
lehrt: Die Faare Iwnjagierkr Durchmesser der Ellipse trennen 
einander (vgl. § 171) d. h. a/ 1 y' und x' \ ff' liegen auf ver- 
schiedenen Seiten einer Koordinatenachse. Und: Die Paare 
konjugierter Durchmesser der Hyperbel trennen eina/nder nicht, 
d, h. a^\y' und 3^'\y" liegen im gleichen oder im entgegen- 
gesetzten Koordinatenfeld. Also liegen konjugierte Dureh- 
messer der Ellipse auf verschie denen, solche der Hyperbel 
auf denselben Seiten der Kurvenachsen. 

Das letztere erkennt man auch durch Einführung der 
Winkel &', &", welche konjugierte Durchmesser mit der Haupt- 
achse bilden ond für welche nach obigem (vgl. § 150) ist 

tan *' = ^!-, tan Ö^' = -^; = =F ^i -^ = + -~ cot »'. 

Ferner erkennt man aber, daß es auch Durchmesser gibt, 
mit denen ihre konjugierten zusammenfallen, nämlich für 
tan^ = :p fcä; a^. Smiit (§ 177) sind die Asymptoten die Bit 
sich selbst konjugierten Durehmesser. Ist reell und tand''<tan0, 
so muß tan ^' > tan sein, also liegen Iconjugierle Durchmesser 
der Hyperbel auf verschiedenen Seiten jeder Asymptote; in der 
Tat können sie nicht gleichzeitig reell sehneiden (§ 175). 

Konjugierte Durchmesser liegen harmonisch in bezug auf 
die Asymptoten. Demi tan %■' tan Q" = tan^ 6 ist nach § 25 
der Ausdruck dafür, daß die Strahlen #', #" und +0,-0 
harmonisch liegen. Wir können auch das Kriterium har- 
monischer Lage zweier Linienpaare in § 57 auf die Gleiehung 
des Äsymptotenpaares und die Gleichung eines Faares kon- 
jugierter Durchmesser anwenden, welche letzte durch Multi- 
plikation von y'x — x'y = und — f ± ^ = entsteht: 

»v(5+-p)-^»(5+S)- 

Doch bedürfen diese Sätze keiner weiteren Beweise, wenn 
man bedenkt, daß konjugierte Durchmesser harmonische Folarell 
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sind (§§ 155, 159). Für die Hyperbel führt diea auch die 
Figur des § 177 auf die harmonischen Eigenschaften des 
Parallelogramms zurück. So liefert jede Tangente des Kegel- 
schnittes durch ihre Schnitte mit seinem Hauptkreis (§ 181, 6) 
zwei konjugierte Durchmesser als Diagonalen eines umgeschrie- 
benen Eeehtecks. 

183. Die Konstruktion konjugierter Durchmesser ist 
nach den Proportionen 

sf' ; y' = ■+ x' : y" (geometrisch A CMP = A GM'I") = a:b 
leicht und stets auf reellem Wege ausführbar. 

Eine andere Methode gründet sich darauf, daß die Auf- 
gabe für die speziellen Kurven mit « = & in der einfachsten 
Form gelöst werden kann. Konjugierte Durchmesser des 
Kreises sind zueinander rechtwinklig; solche der gleich- 
seitigen Hyperbel liegen in bezug auf die Halbierungslinien 
des Achsenwinkels symmetrisch: hier wie dort sind sie gleich 
lang (§ 179). Diese Eigenschaften lassen sich nach § 173 
und I 180 für die Ellipse und schiefe Hyperbel modifizieren. 

Im Falle der Ellipse benutzen wir die Parameterglej- 
chungen (§ 173) und erhalten die den Durchmessern &■' &■" ent- 
sprechend enWinkelparameter 
g?', if" aus tan tp' = - tan 
tan (p" — — tan &" 
tan d'' tan ■&" =- — 
die Orthogonalitätsbedingung 
tan g>' tan q?" = ~ 1 übergeht. 
Man Ifonstniiert also CP' zu G'P nach dem Satz: die End- 
punkte P, P' konjugierter Durchmesser der Ellipse bestimmen 
in den verlängerten Ordinaten MP, M'P' auf dem um- 
geschriebenen Kreise Punkte Q, Q', deren Kreisdurchmesser 
CQ, CQ' zueinander senkrecht sind, und umgekehrt. 

Im Falle der Hyperbel könnten wir ebenso (§ 180) statt 
ihrer Punkte P, P' die Punkte Q, Q' einführen, welche in 
der gleichseitigen Hyperbel von derselben Hauptachse auf den 
Ordinaten MP, 31' P' liegen. Alsdann suid CP, GP' kon- 
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jugierte Durchmesser, wenn CQ^ CQ' mit den Achsen gleiche 
Winkel bilden. Aber hier bietet die harmoniBcbe Lage zu 
den Asymptoten ein besseres Mittel in der Form des Satzes 
des § 177. Ist in der dortigen Figur CA gegeben, so findet 
man den Endpunkt des konjugierten Durchmessers CS, indem 
man bedenkt, daß AB zu CT' parallel und in CT halbiert ist. 
Der Übergang von JP zu Q oder die Substitution von 
x\ — y statt X I p gibt auch das Mittel, die Tangente in einem 
Punkt P des Kegelschnittes zu konstruieren. Denn jene Sub- 
stitution verwandelt 

xf X , ii' y , . x' X , y' y ^ 

die Tangente des Kreises bez. der gleichseitigen Hyperbel in 
Q und die des Kegelschnittes in F schneiden sich in einem 
Punkt T der Hauptachse y = 0. Soll man also die Ellipsen- 
tangente in F ziehen, so gibt man die Kreist an gente in Q an 
und verbindet P mit ihrem Schnittpunkt T in der Hauptachse, 

Die Vorteile der Parametermethode zeigen die Beispiele. 

B. 1} Der Inhalt des Dreiecks PCP' ist das — faoho des- 
jenigen des Dreiecks QC^, also ist ai ^ a'b' sin m. 

2) Die Quadrate zweier konjugiertea Halbmesser sind 
(f'ä = a^ cos^ ip -i- b^ sin^ ip, ö'* = a^ sin^ 9 + 6^ cos^ ip. 

3) Die Sehne der Punkte a, ß der Ellipse bat die Gleichung 
Joosi(. + (i) + |-smi(«+|J)-cosi(»-/i), 

und schneidet die zugehörige Sehne a, ß des Kreises (§ 112) auf 
der Hauptachse. 

Der Pol der Sehne ist 
aeos-l-(^ + |3):cosi(-.-^);fcsin|(« + ß):cos|(ß-/3). 
Ebenso ist die Grleiehung der Tangente in 9 = k 
^Cosa + |-sino: = l, 

4) Die Länge der Sehne a, ß ist zu bestimmen, 

i = y { «a (eos ci - coa ßf + h^ (sin c - sin ßf ], 
; = 2 sin i (« - ^)l/[«^sinH('' + ß) + &'oöS^i(« + ß)l 
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Aber nach 2) repräsentiert die letzte Wurzel die Länge des 
dem Durehmesser vom Punkte -|-(ß + ^) konjugierten Halbmessers, 
und nach 3) ist die Tangente im Punkte y(o + |3) parallel zur 
Sehne a, ß; wenn also b' die Länge des zur gegebenen Sehne 
parallelen Halbmessers repräsentiert, so ist l = 2ii'sin -^(a — ß). 

5) Der doppelte Inhalt des drtroh drei Punkte o, ß, y ge- 
bildeten Dreiecks ist 

F^ai{ün(a-ß) + sin (ß - y) + sin (y-a)] 
= 4(i&sii!|(K — (5)sin-i-(j5- j')sin ^-(y-ß). 

6) Wenn die Halbierungslinien der Seiten eines eingeschrie- 
benen Dreiecks sich im Zentrum schneiden, so ist dasselbe von 
konstanter Fläche. 

7) Der Kreis, welcher dem durch drei Punkte a, ß, y be- 
stimmton Dreieck umgeschrieben ist, hat, wenn h', b", b'" die 
zu den Seiten parallelen Halbmesser bedeuten*"), den Eadius 

df'un dd,s Pioduki der drei Seiten ist gleich dem mit 2i multi- 
plizieitpn doppelten Inhalt. 

Die Gleichung dieses Kreises ist mit c^ = a^ ~ 6^ 

x"-}- f — cos y (tt + (5) cos ^iß + r) ™3 T (j' + (s) 

+ —^ sin i (^ + ß) sin i(ß + y) sin {■ (y + «) 

= i{a'+ b'}-\c^ms(a + ß) + cos (ß + y) + cos (j. + u)] 

und hieraus folgen leicht die Koordinaten des Zentrums. 

8) Der Inhalt des durch drei Tangenten gebildeten Dreiecks 
ist nach § 38 ab tan -|- (k — |3) tan y (ß — y) tan y ()' — ci). 

9) Die Punkte a see gi \ ö tan ip und a cot ip | b sec <p sind die 
Endpunkte konjugierter Durchmesser in konjugierten Hyperbeln 

(§ 180). 

10) Iatx = hX,^^k:l ein Punkt einer gleichseitigen Hyperbel, 
so ist von vier Punkten X^, i^, lg, l^ jeder der Hßhenschnittpunkt 
des Dreiecks der anderen (§ 179, s), wenn AiAgJ-sli^ — 1 und 
hat seinen symmetrischen ■— x \ — y auf dem durch sie gehen- 
den Kreis. 

184. Winkel und Längen konjugierter UurchmeBseT. 
Beziehen wir eine Zeotralgleichnng auf verschiedene Paare 
konjugierter Durehmesser, so sind gewisse Koeffizieiitenfuijt- 
tionen nach § 168 unveränderlich, nämlich Onßja : sin'ra und 
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(a^i + a^^):s\n''in, wenn w den Ton dem Paar eingeechloseenen 
KofiQugationswi'rücel bedeutet. Bedeutet nun (§ 169) in der 
Achseagleichung a-^^ia^^^Xia^, Ogg : %3 = ± 1 : 6^ und in 
der Durehmessergleichung 



oder, wenn man 
a'V 
Die geometri 



die zweite Gleichung durch die erste dividiert, 

ische Bedeutung der ersten Relation ist 
offenbar, wenn für die Hyperbel die reelle Auadrucfeaweise 
des § 176 gebraucht wird: Das dwrch Verbindung der End- 
punMe Itonjugierler Ihirchmesser gebildete Dreieck hat konstanten 
Inhali, oder auch: Die Hckhe jedes umgeschriehenen Parallelo- 
gramms von hmjugierten Seiienrichtungen ist gleich dem Frodukt 
der Achsen 4«fc. 

Die zweite Relation lautet: Die algebraische Summe der 
Quadrate leonjugierter Durchmesser ist konstamt, nämlich: Die 
Summe der Quadrate konjugierter Durchmesser der Ml^se ist 
gleich der Summe der Achsenguadrate, die Differenz der Quadrate 
konjugierter Durchmesser lionjugierter Syperbeln ist gleich der 
Differenz der Aeksenguadrate. 

Man kann diese Sätze auch aus den Formeln für die 
Koordinaten af \ y', aJ' \ y" der Endpunkte konjugierter Dureh- 
messer in § 182 ablesen, denn es ist 

also 

a'^ ± 6'ä _ (a^ ± yi) (^ + 1^"^ _ „a + js. 

das Quadrat des Inhalte des Parallelogramms j 0, a/ j j/', a/' | j/' 

''* a'^ V^ sin 2<a = {x'f - a^V)* = (^ ^ ± y)^= '''^*- 

Vermöge dieser beiden Relationen sind unter fünf Größen 
a, b, a', b', m je zwei darch die übrigen bestimmt, z. B. die 
Achsen durch zwei nach Große und Lage gegebene, konjugierte 
Durchmesser, die Längen konjugierter Durchmesser von vor- 
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geschriebenem Winkel bei gegebenen Achsen. Man bildet die 
nötigen Gleichungen durch. Elimination, hat dann aber noch 
die gegenseitige Lage der Achsen und Durchmesser zu ermitteln. 
Dazu dient die Relation tanö-'fcan'&"= + &^:(ii^, welche zwischen 
den Neigungswinkeln konjugierter Durchmesser gegen die 
Hauptachse besteht (§ 182). 

B. l) Die Quadratsumme der Mesiproken je etomr meinander 
rcchtwinMigen. Durchmesser ist konstant. 

Nebmeu wir ein solches Paar a^, a^ zu Achsen rechtwinkliger 
Koordinaten, so ist in der Kurvengleiehung ag^=a^^aj^=a2^a^^. 
Also ist der Satz nur die geometrische Bedeutung davon, daß 
nach § 166 a,]^ + (Xj^ durch die DreUungstraasformationen nicht 
geändert wird. 

2) Abstand des Zentrums von der Tangente. Für dea Abstand 
CT^p dos Nullpunkts von ^±^p^ = l ist (§ 37; Tgl. § 181) 



-yf"+i;=ii/^'"+i 



Nennen wir also CP—a', CP'—h', so ist p — ah -.h', das 
l'rodakt eines Durchmessers in den Abstand der.eu ihm ^.ciraUelen 
Tangente ist konstant. Damit ist auch die Konstanz von a'b'sma 
(§ 183, l) wieder bewiesen, da sin m = sin OFT - -fr = -^■ 

3) Bestimmung derAchsm aus zwei konjugierten Durchmessern. 
Wir bereehaea zuerst aus 

fl."~ a'= D) und tan*'tand"= + h"- : n^, 

c„s(#'+»")_f;±-»;,,os„, 

indem wir jonü in den Formen cos#'cosd''+ sin O'sin fl'"»» cosw, 
n^siad'sind"+ &^cos*'co30"= schreiben und cosO'cosd", 
sin ^' sin ^" bilden. Mit Hilfe der beiden Durchmesserrelationen 
folgt aber 

CQ3 (»'+»") a"'± i" 



cos» y{a'^±b'y^^ia"b 

■ Bestimmung von &' und &'', und endlich 



)3(*'+0'") a"±b'^ cos{»'-\-9") 

i) Aclisenlmgen imd Exzentrizität eines durch die aUgemei 
Gleidiung gegebenen Kegehchnittes. 
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Nacli § 167 ist mit der dort gegebeaen Abkürzung M 

^ = (a,,'- a,,a,,)(a,,+ a^- 2a,, cos » + iJ), 

Den letzten Ausdruck erhält man auch direkt, wenn man den 
Kosinus des halben Winkels des Linienpaares 

ajjfl;*+ SOj^a^y + «12«/^= bestimmt. 

1B5. Bie Konstmldion der Achsen eines ZeniralkegelsefmiUes 
OMs einem gegehmen Paar konjugierter Durchmesser läßt sich 
auf folgenden Satz gründen (vgl. auch § 191, 4): 

Auf jeder Tangente des Kegelschnittes iegrensm irgend zwei 
Jconjagierie Durchmesser vom Berüknmgspunkt aus Segmente, deren 
ProduM honstant und gleich dem Quadrat des su ihr parallelen 
Halbmessers ist. Zum Beweis nehmen wir diesen Durch- 
messer a' und den konjugierten h', welcher den Berührungs- 
punkt enthältj zu Koordinatenachsen. Die konjugierten Durch- 
x'ji = y'x, a^y'y + b^x'x ^ (§ 182) schneiden in 
a' die Segmente ab ij^=a'y':x' und y =^^^h'^x' : a'y', 
L Rechteck in der Tat gleich + &'* ist. Umgekehrt be- 
solche Punkte einer Tangente, deren Segmente das 
Produkt + 6'^ ergeben, konjugierte Durchmesser. 

Nun seien Oa, Oh zwei konjugierte Durchmesser, also 
die Parallele zu Oh durch a eine Tangente. Irgend zwei 
Punkte A, B derselben liefern kon- 
jugierte Durohmesser OA, OB, wenn 
Aa-aB= + OV^. Also finden wir in 
OA, OB die Achsen des Kegelschnittes, 
wenn wir dafür sorgen, daß A OB ein 
rechter Winkel wird. Dann muß AB 
ein Durchmesser des durch gehenden 
Kreises sein, in welchem a die Potenz 
hat (§ 114). Man bestimme in Oa einen Punkt P 
Oa-aP^'+Ob^ ist, somit auf der a entgegen- 
. Seite von für die Ellipse, auf derselben Seite 
mit a für die Hyperbel. Dann schneidet der durch und P 
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gehende KreJs, dessen Zentrum C in der Tangente liegt, 
A lind B so aus, daß OA, OB die Achsen sind. 

B, l) Die Segmente, welche in einer festen Tangente ein 
Paar paralleler Tangenten abschneidet, geben ein Keebteck gleich 
dem Quadrat des ihr parallelen Halbmessers. 

Bei derselben Koordinateuwahl, wie im Text, sind für a; = «' 
A- A ^, ix'a: y'y x'x y'y 
die durch — jj + -r-n = 1, ■ r« + xTä ^ 1 



= + — , 1 r. y = T-rl+—' deren Pro- 

dukt sich mittelst der Kurvongleichmig auf ^; h'^ reduziert. 

2) Die Schnittpunkte einer veränderlichen Tangente mit zwei 
festen parallelen Tangenten besümmen konjugierte Durchmesser. 

3) Wenn eine veränderliche Tangente eines Zentralkagel- 
schuittes zwei feste parallele Tangenten sclmeidet, so bestimmt 
sie Abschnitte auf diesen, deren itechteck konstant und dem 
Quadrat des zu ihnen parallelen Halbmessers gleich ist. 

Nehmen wir den den Tangenten parallelen Durchmesser und 
den konjugierten zu Koordinatenachsen, so ist die Gleichung der ver- 
änderhchen Tangente — tj- ± tty = 1- Die Abschnitte in den festen 
Tangenten werden gefunden, indem man in der letzten Gleichung 
nacheinander a; = + »' macht und sie nach y auflast. Ihr Produkt 

wird -,-. fl — — Til und durch Einsetzen desWertes vonw'^ausder 

1/ ' \ a V 
Gleichung des Kegelschnittes =± ^ ■ Daher verhält sich das 
Eechteck aus den Abschnitten der festen Tangenten zu dem Eecht- 
eck aus den Abschnitten der veränderlichen Tangente wie die 
Quadrate dieser Halbmesser (§ 162). 

4) Wenn irgend zwei Halbmesser gegeben sind, so sind die 
Dreiecke, welche von iUnen und denjenigen beiden unter ihren 
Ordinaten gebildet werden, welche bez. durch den Endpunkt des 
anderen H^bmessers gehen, von gleicher Fläche, 

5) Die Dreiecke, welche einer von irgend zwei Halbmessern 
mit der Tangente der Kurve im Endpunkt des anderen bildet, 
sind von gleicher Fläche. 

186. Die Bestimmung der Paare kotyugierter Durchmesser von 
vorgeschriebenem Konjugationswinkel umfaßt die Achsenbestim- 
mung als speziellen Fall. Man geht von den Sehnen aus, welche 
die Enden eines Durchmessers .liS mit einem beliebigen Punkt D 
der Kurve verhinden und Stipplem^ntarsehnen genannt werden. 

Dwchmesser, die zu irgend emem Paar Su^lem&itarsehnen 
parallel sind, sind konjugiert. Denn, da im Dreieck ABD die 
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Verbindungslinie der Halbier uiigspiiu]tte zweier Seiten mit der 
dritten Seite parallel ist, so muß der A I) halbierende Durch- 
messer parallel zu SD und der BD halbierende parallel zu 
AD sein. Zum analytischen Beweis bildet man die Glei- 
chungen von AD und BD und zeigt, daß das Produkt ihrer 
Ei ehtungsko effizienten gleich + 6^ : «^ ist. 

Um also die Paare konjugiei'ter Durchmesser zu kon- 
struieren, welche den Winkel <o einschließen, suchen wir zwei 
Supplementars ebnen, welche den Winkel ra miteinander bilden. 
Dazu beschreiben wir über irgend einem Durchmesser den 
Bogen eines Kreises, in welchem ra der Peripheriewinkel ist, 
und verbinden die Punkte, wo dieser Kreis die Kurve schneidet, 
mit den Enden des angenommenen Durchmessers: so erhalten 
wir ein Paar Supplementär sehnen, welche zu den verlangten 
Durchmessern parallel sind. 

Um die Einsicht in die Lagenverhältnisse zu erleichtern, 
denken wir uns die Achsen gegeben und legen die Hilfskreise 
durch ein Scheitelpaar. Eine Hyperbel wird offenbar von 
jedem Kreis durch die reellen Seheitel in noch zwei reellen 
Punkten geschnitten, deren Verbindungsgerade zur Hauptachse 
parallel ist, d. h. in der Hyperbel schließen stets zwei sym/metrisdie 
Faare hon^ugierter Dwchmesser einen heliehig gegebenen Winkd 
ein. Eine Elhpse hat dagegen mit den durch die Scheitel der 
großen Achse gehenden Kreisen offenbar nur dann noch zwei 
reelle, zur kleinen Achse symmetrische Schnittpunkte, wenn der 
Kreis die kleine Achse nicht zwischen ihren Scheiteln sehneidet. 

Auf die Achsen bezogen erhält man leicht für die Hilfs- 
kreise, welche über der Sehne 2a den spitzen Peripherie- 
winkelo) enthalten, die Zentra 0| +«cotii» und die. Gleichungen 

x^+ ifT 2ay cot cj — a^ = oder ^-^^ q: 2 ■^- cot ra ^ 1. 

Die Koordinaten der Schnittpunkte genügen einer der letzten 
und der Ellipsengleichung, also auch je ihrer Differenz 

Dies ist die Gleichung der a;-Ächse und je einer Parallelen, 
welche die Ellipse nur so lange reell sehneidet, als ihr Abstand 
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-s — Ti cot G) < oder tan o > -i — rs- 
J9er Sfei«sfe spitee Winkd, welchen Tconjugierte Durck^nesser 
der Mlijose einschließen fccm»en, isi der Winkel der Diagonalen im 
Becfdeek der ScheiteUanffenten; denn die a^Parallele muß berühren 
und dann sind die Sapplementarsehnen die Verbindungsgeraden 
der Scheitel der großen und der kleinen Achse, Und allgemein 
können wir nun die gesuchten Durchmesseren den durch eine 
Parallele zur Hauptachse in dem leicht zu konstruierenden Ab- 
stand a cot CO ausschneiden. Witj- gu einem spUsen Konjugations- 
umikel co, der größer ist cds der der Scheitdverbindmigsgera4en, 
en^ieren in der Ellipse swei symmetrische Paare Jwnjugierler 



187. Äqui- konjugierte Durchmesser der BUipso (gleich- 
Vj/nge Tconjugierte Durchmesser) liegen in den Diagonalen des 
BeeMecks der Scheiteltangenten. Denn nach § 186 sind sie kon- 
jugiert und infolge ihrer symmetrischen Lage haben sie gleiche 
Länge. Man kann dieses ausgezeichnete Durchmesser paar 
auch aus der Betrachtung der Konstanz von a'^+?i'^ und 
a'h' sin (0 (§ J84) folgendermaßen finden. 

Bekanntlich hat unter den Rechtecken von gegebener 
Diagonale das Quadrat den größten Inhalt, d. h. bei konstanter 
Quadratsumme o'^+i'^ ist a'V ein Maximum, wenn a'=h' ist. 
Alsdann ist aber sia o) = ab :a'i'=a'b:a'^, also der spitze Kon- 
jügations Winkel co selbst ein Minimum ß. Somit ergibt sich 
als das Quadrat der äqui -konjugierten Halbmesser einer BUipse 
a'3=6'8=i(fflä+&a) und 

sin ß = et 6 :y(ffl^-(- h^) und tan | ß = ±h la. 

In der Hyperbel kann es infolge ö'^- V^^a^ — i^ keine 
gleichen konjugierten Durchmesser geben, wenn sie nicht 
gleichseitig ist (§ 179). Aber ans § 177 folgt: Wenn eine 
Hyperbel v/nd eine Ellipse dieselben Achsen in Größe und Lage 
hcAen, so faUen die Äsyr/^toten der Myperbd mit den äqid- 
kongugierten Dwrchmessem der Ellipse zusammen. 

Die Gleichtmg der Ellipse, belogen auf die äqui-konjugierten 
Durchmesser als Koordinatenachsen, lautet 
g , s a^ + b" 
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Ihre geometriaclie Bedeutung ist die, daß jeder Punkt der 
Ellipse von ihren äqui -konjugierten Durchmesaern senkrechte 
Abstände x ain ß, y sin ß hat, deren Quadratsumrae konstant 
ist, nämlich («.^ + 6^) sin ß. 

Für jede Ellipse gibt es also ein bestimmtes schiefwink- 
liges Koordinatensystem, in welchem ihre Gleichung Ton der 
Form derjenigen eines Kreises in 
rechtwinkligen Koordinaten ist: 

^-^- '^ = d'^- 
Daher entsteht aus einem Kreis 
stets eine JElUpse, wenn man seine 
parc^ehn Sehnen um ihre Halbie- 
rmigspunkte wm eimm, lnonstanten 
WinM, dreM. Denn der die Drehpmikte enthaltende und der 
unter £1 gegen ihn geneigte Durchmesser sind die Koordi- 
natenachsen und äqui -konjugierten Durchmesser der Ellipse. 
B. l) Eine Ellipse, deren gleiche konjugierte Durchmesser a' 
den spitzen Winkel il einschließen, hat die Halbachsen 

a=y2 ■ a'cos-fß, b =-)/2 • a'sin^Sl 
und die Exzentrizität e = 1 — tan^yii. Mit — gleich 45* wird 
sie Null und a^b. 

2) Die gleichen konjugierten Durchmesser der Ellipse sind 
das Stellvertreterpaac ihrer imaginären Asymptoten nach § 43 
(tan = itan^ß). 

3) Die Gleichungen der Paare konjugierter Durchmesser, 
welche den Winkel co einschließen, lauten 

a' ^ ö* abV l\aboot<ä) ^ J 

188. Eigenschaften der Hyperbel bezüglich der Asym- 
ptoten sind die einzigen, welche unter denen der Ellipse keine 
entsprechenden finden. 

Die Ahschniüe ED und GF, welche auf einer Selcante 
der Hyperbel zwischen der Kurve und den Asymptoten enihäUen 
sind, sind gleich lang. Dies folgt daraus, daß der zu CB kon- 
jugierte Durehmesser CA sowohl die Sehne FE der Hyperbel 
als das Segment GD zwischen den Asymptoten halbiert, jenes 
nach der Definition konjugierter Durchmesser (§ 150), dieses, 
weil CA, CB bezüghch der Asymptoten harmonisch liegen. 
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Zum analytischeii Beweis nimmt man den zu G-I) parallelen 
und den ihm konjugierten Durehmesser zu Koordinatenachsen 

und erhält aus -rä — f rä =^ 

und ans der Kurvengleichung 
ME^-MF, also ED = GF 
oder FD = GE. 

Diese Eigenschaft erlaubt, 
beliebig viele Punkte der Hy- 
perbel zu konstruieren, wenn die Asymptoten und ein einziger 
Punkt E gegeben sind. Denn man hat nur beliebige Sekanten 
durch E zu ziehen uad innerhalb der E enthaltenden Asym- 
ptotenwinkel auf jeder einen Punkt F so zu bestimmen, daß 
ED = GF. 

Ein wichtiger Spezialfall, der schon aus dem Schlußsatz 
des § 177 abgelesen werden kann, ist: Das stoischen .dm 
Asymptoten liegende Segment einer Hyperbeltimgente wird im 
Berührtmgspmikt halbiert imd ist dem parallelen Halbmesser 
gleich. Somit ist das von den Asymptoten und der Tangente 
gebildete Dreieck doppelt so groß als das Parallelogramm 
aus denselben und den Asymptotenparallelen des Berührungs- 
punktes. Daher (§ 178) hegrenst die Myperbdtangetde mit den 
Asymptoim ein Dreieck von Jamstantem ImhdU. 

Die von einer Asymptote aus gemessenen Segmente GE, GF 
der Hyperbd in emer Säumte ergehen das Quadrat des pa^dUelen 
Halbmessers CB als ihr FrodiiM. Denn aus den obigen An- 
nahmen folgt 

'?^= "' i-j -v& ~ Ol' «*- »' I ; + ■)/(?■ - 1)1 

und hieraus GF ■ GE ^ h'^= CB^. Man erkennt darin 
wiederum die charakteristische Äsymptoteneigenschaft (§ 178): 
durch Vergrößerung der Entfernung der Sekante vom Zentrum 
wird der zwischen der Kurve und der Asymptote enthaltene 
Abschnitt GF kleiner als jede angebbare Größe, 

Die Verwendung der Asymp toten gleichung des § 178 
zeigen die 1 
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B, l) Unter Voranssetzang der AsymptotengleichuEg a;?/=ft^ 
ist die O-Uichmig ettier Sehne (§ 154) x'y + y"x = fc^ + x'y" und 
die Gleichimg der Tangente in i^ly' aly + y'3> = 2fc^ oder 

^ ^ y' 

Hiernach sind die ia den Asymptoten durch irgend eine Tangente 
gemachten Ahschnitte g-leich ''/' und '•?/ ihr Eecliteck ist daher 
= 4fc^ 

2 ) Wenn zwei feste P mkte la einci Hyperbel Mi' | y, x" \ y" 
mit irgeni einem \eiandejlxehen Punkt i/" dei-selben ver- 
bunden werden so fassen diese Sehnen auf jeier der Asymptoten 
eine konstante Strecke zwi hen sich 

Da lie Gleich ing emei 1er behnen x j -\- i/ x ^^ y' x'" + h^ 
ist, so ist der voa ihi m der x Achse vom Nullpunkt aus gebildete 
Abschnitt gleich x + x Ebenso ist der Abschnitt, welcher 
der anleien behne entspricht gleich t' -\- x und die Differenz 
zwischen beiden O' — i ist somit von der Lage des Punktes 
x'" I y IE der KuiTe unabhängig 

3) Die Eoordmaten x\j dei P mktes m welchem die Tan- 
genten der Kurve in a;' |j/ , x"\y" sich sehneiden, folgen aus 

x't) -f- y'x ^ 2fc^= ^a/j/, x"y + y" x = 2Ä^^= 2x"y" 



als 



a t'(3;' — a^') 2 x'x" . _ Sj/'y" 

" ''x'y"-x^'y' . x'+x"' ^ ~ y' + y'' 



189. Beispiele. Die Methode, die Algebra auf Probleme 
bezüglicii der Kegelschnitte anzuwendeil, ist im wesentlichen 
dieselbe, wie die in dem Fall der Geraden und des Kreises 
angewendete. Wir wollen daher aus der großen Anzahl von 
Aufgaben, die zu Ortern des zweiten Grades führen, nur 
einige auswählen. 

B, l) Eine Gerade von konstanter Länge l bewegt sich 
zwisctoii den Schenkeln eines gegebenen Winkels; der durch einen 
festen Punkt in ihr beschriebene Ort ist 
ein Kegelschnitt. 

Bezeichnen wir -Pi dvirch M, P^^ durch m, 
so haben wir aus ähnlichen Dreiecken 

und daraus folgt (vgl. § 174) 

J^ \ -\ j ^ oder — a + "S ■ = 1 
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die Gleichung einer Ellipse, die den Punkt zu ihrem Zeatnim 
hat; denn a^^^ — "n^'ss ^^^ ^^^'' Jieg^tiv, nämlich ^= ,— ,• 

2) Welchen Ort heschreibt ein Punkt Q, der bei festem P 
in LK so angenommen wird, daß QK^ FL ist? 

3) Zwei gleiche Lineale AB, Bö sind 

durch ein Scharnier in B vereinigt, der y^<-^p 

Endpunkt A ist befestigt indes (die y ^ 

Gerade AB dunhlaufen muß, man <!oll \ 

den duich iigend einen tnsten Punkt P ^ ^ 

in Bt beschtiebenen Ort finden 

4) Au-i Jei Basislänge und dem Produkt der Tangenten der 
halben Basiswinkel den Ort dei Dreiecksspitze zu fanden 

Indem man die Tangenten der Hälften dei Basiswinkel m 
Funktion der Seiten *iusdiuckt, findet man, daß die Summe dei 
Seiten gegeben und daher lei Oit eine Ellipse ist 

5) Welches ist dei Oit des Mittelpunkten des einem Dreietk 
eingeschiiebenen Kieise« wenn von jenem die Bisis und die 
Summe dei Seiten belcinnt sind ■' 

Man kann ins dem ktztm Bei=ipipl und aus § 4H,4 un 
mittelbii eikennen, daß dei Oit eine Elhp'^t, ist deien Scheitel 
die Endpunkte Icr gegebenen Bisis smd 

C) Aus dei Basis und der Summe dei Seiten emps DiPiocks 
den Oit les Schweipunktes (§ 41 l) zu bestimmen 

7) Weli-hes ist der Ort des Zentrums eines tieises, dei in 
zwei gegebenen Geladen Abschnitte von ^tr^eSLbnebenei Tange 
macht ? 

8) Man soll den Oifc des Mittelpunktes eines Kreises finden, 
welchei zwei andere Kreise berühit odei welchui einen gegebenen 
Kreis und eine |,egebene Gerade beiührt {§ 20*t) 

9) Man bestimme den Ort des Zentrums för einen Kreis, 
der duich einen gegebenen Punkt geht und m einer gegebenen 
Geraden einen gegebenen Abschnitt macht 

10) Man bestimme den Oit des Zentrums für einen Kreis, 
der durch einen geg benen Punkt gnht und dessen Äbai,hnitt m 
einer gegebenen Geraden von diesem Punkt aus untei gegebenem 
Winkel erscheint 

11) Zwei Ecken eines gegebenen Dieiecks bcweg;en s cb längs 
fester gerader Linien der Oit der dritten Ecke ist zu linden 

12) Fin Dreieck ABC ist einem gegebenen Xreis p um 
gesehrieben, der Winkel ( ist gegeben, und B bewegt sich längs 
einei festen Geladen min '-oll den Ort van A fanden 

Wii wenden PolarkoDidmaten m deien Pol d^s Zeotium 
des Kieises i'.t md deim'Wmkel „egen di Niimalep dci testen 
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Geraden gemesgea werden. Bezeichnen wir in diesem Sinn die Ko- 
ordinaten YoaA^S durch »"|^, r'\^, dann ist r'cos^'=^p der Abstand. 
Aber es ist leicht zu sehen, daß der Winkel jlOiJ = o; gegeben ist; 
und da die Höhe des Dreiecks AOB bekannt ist, gilt die Gleichung 
^ rr' Bin « 

Aus ihr geht durch # -j- #' = « die Polarglaiebung des Ortes 



hervor, eine Gleichung welche einen Kejehüimtt dirstellt 

13) Eine Geride bewegt sich so, daß sie stets einen festen 
Kegelschnitt -4 leruhrt, m jeder ihiei Lagen bestimmt man ihren 
Pol in bezug auf einen indoien festen Eegelathnitt B Der von 
diesem Pol durchlaufene Urt ist ein Kegelsebnitt 

Ist «I |3 irgend em Punkt de-* Orte's, unl |^ + Jj!/ + £ = <"> 
seine Polare in beiug auf den Ke^el chnitt B so sind nach 
§155 g, jj, £ lineare F inktionen von ß 1 13 Nach §163 ist aber 
die Bedingung, unter welcher die Geiade |j. + >jj/ + ? = den 
Kegelschnitt Ä berlihrt, vom zweiten Grade in he^ujj auf Si ^ £ 

14) Der Ott der Sehn ttpunkte dei Tangenten in den Eni 
punkten konjugieiter DurchmLiser ist — ^ + , =2 

Man eihilt die frleiihung durch \ddition dei Quadi itp le 
Gleichungen beidei Tangenten nntei Berücksichtigung dti Eoli 
tionen dei § 182 

15J Teile einen Kreisbogen m drei gleiche Teile 
Die Teilpunkte werden als bchnittp unkte des gegebenen 
Bogens mit einei gewissen Hypeibel bestimmt (y gl 48, 7 ) 

16) Durch die Endpunkte einei 'aehne ton konstanter Lange 
in einem festen Kreis zieht man Parillelen zu awei festen Ge 
raden; der Ort ihres Schnittpunktes ist eine Flhpbe, deien Achsen 
die Winkel doi durch len Kreismittelpunkt gehenden Piiallelen 
zu den fest«n Geraden halbieien 

17) "Von len parillelen "selten eines Trapezes ist die eine 
nach Größe und Lage, die andeie dei Größe nach gegeben die 
Summe der nicht paiallelen Seiten ist bekannt min veilingt 
den Ort des Schnittpunktes dei Diagonalen 

18) Wenn eine Ecke eines der Ellipse umges hnehenen 
Parallelogramms den Scheitelbeiiihtungskieis duichlauft sc be 
schreibt die gegenubei hegende Ecke lensplben gleichfalls und die 
beiden anderen Ecken liegen ^uf zui Hauptatb e norn ilei Geiaden 
den Direktrixen (§ 194j 
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Kapitel. 

Die FokaJeigenscliafteii von Ellipse und Hyperbel. 

190. Konnale einer Kurve in einem Punkt P derselben 

heißt die in P errichtete Normale zu der in diesem Punkt 
berührenden Tangente. Bei den folgenden Untersuchungen, 
welche die Bestimmung von Normalen verlangen, setzen wir 
stets rechtwinklige Koordinaten voraus. 

Nach § 36 ist die Gleichung der durch x' \ y' gehenden 

Geraden zu bilden, die zur Tangente — r ± "Ti = 1 einer 
auf ihre Achsen bezogenen Zentralkurve senkrecht ist, also 
die Gleichung der Normale emer Mlipse hez. Hyperbel in x' \ y' 

wo c^ (§ 1 70) die algebraische Differenz a* ~ {+ V) bezeichnet. 
Schreibt man die vorige Gleichung in der Form 

— (;k — iK') = + " — (y — */), setzen wir = P, 

so folgt für die von x\y aus gemessene Länge n der Nor- 
malen aus „ , „ , 

»"- «■(¥+(;)- 

d. h, nach dem Werte von p^ in § 181 und § 184,2 
= — =- oder np = P. 
Man erhält infolgedessen aus 

—,- (x~a^)=np und ± -r (j/ - y') = np 

■yj= "'^ , )/^+ .^'y 
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Wir finden femer den Absclinitt GN, welchen eine Nor- 
male in der Hauptachse vom Zentrum ab bestimmt, als 

X 3 a/ oder CN = e^cd. 

In der Ellipse (e < 1) fällt 
^.„ also iV zwischen C und M, in 
der Hyperbel (e> 1) über M. 
hinaus. 

Wir können somit zu 
einem gegebenen Punkt iV 
der Hauptachse die Abszisse a/ des Fußpunktes oder vielmehr 
zweier symmetrisch gelegener Fußpunkte der KuiTe bestimmen, 
deren Normale je durch N geht. Im Fall der EUipse sind 
aber diese Fußpunkte, d. h. die Normalen selbst nur reell, 
sülajige yi^ < a?, also solange JV" zwischen den Punkten von 
den Abszissen ± e^a liegt. Ebenso gehören im Fall der 
Hyperbel reelle Normalen nur zu den Punkten außerhalb der 
Strecke +e^a, da x'^'^a^ sein muß. 

Der Kreis kann als eine Ellipse betrachtet werden, deren 
Exzentrizität Null ist; daher ist im Fall des Kreises immer 
GN^O: jede Normale eines Kreises geht durch sein Zentrum. 
191. Subnormale und Subtangente. Das Stuck MN 
der Hauptachse, welches zwischen Normale und Ordinate ent- 
halten ist, wird die Subnormale genannt. Die Subnormale 
hat (§ 190) die Länge 

^--Ja/ oder NM-+~'x': 
Die Normale eines Ftmldes teilt seine Abszisse in einem hon-, 
stanten Verhälinis; und zwar innerlich bei der Ellipse, äußer- 
lich bei der Hyperbel im Verhältnis der Ach sen qua d rate + b^: a^. 
Die Subnormale der gleichseitigen Hyperbel ist also gleich der 
Abszisse. 

Wenn eine im Punkte P an die Kurve gezogene Tangente 
die Hauptachse in T schneidet, so wird der Abschnitt MT 
die Suhtangente genannt. Aus der Gleichung der '. 
folgt der Achsen ab schnitt CT=a^:3!, also ist die Subtai 
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Als die Länge n der Normale bezeichnet maii gewöhn- 
lich das von der Hauptachse abgeschnittene Segment PN: 

Wenn aber V der zu CP konjugierte Halbmesser ist, so ist 
die Klammergröße gleich V^ (§ 184). Also ist die Länge der 
Nwmcde n = hb': a; insbesondere für die gleichseitige Hyperbel 
wie für den Kreis dem Halbmesser gleich. 

Wenn die Normale bis zum Schnitt mit der kleinen 
Achse verlängert wird, so zeigt man in derselben Art, daß 
dieses Segment die Länge aV : h hat. Die Yergleichung beider 
Ergebnisse liefert die Sätze; Die divreh die Achsen ah- 
geschnittenen Segmente der Normale ergeben ein Prod/ukt gleich 
dem Quadrat des gur Tamgente paraUelm Salbmessers, imd 
ein Jconstantes Verhältnis, nämlich gleich dem der Quadrate der 
Salbachsen. 

B. l) Das Bechteck aus der Normale und dem Abstand der 
Tangente vom Zentrum ist konstant und gleich dem Quadrat der 
Meinen Halbachse. 

Denn dieser Abstand p wurde § 184,3 gleich ah : b' ge- 
funden. 

2) Die Länge der Normale kann Etaeh in Funktion ihres 
Neigungswinkels a nach § 181, 1 ausgedrückt werden 

^ b= ^ &' ^ +a(l-g^ 

P )/(a'cos«« + fi=Em^«) V(l^e^6inV)' 

3) Die Achsen einer Ellipse halbieren die Winkel der Durch- 
messer CD, GD\ welche auf der Normale des Punktes P Seg- 
mente JPD, FD' absehneiden, 'die dem za Gl" konjugierten Halb- 
messer gleich sind. 

Denn die Punktepaare NN' (Fig, § 190, in die mau das 
Weitere leicht einzeichnen wird) und DD' sind harmonisch, weil 
FN-FN' = PD^ {§ 14), also mu8 auch das Durchmesserpaar 
CD, CD' zu dem Eechtwinkelpaar Cff, CA'' harmonisch sein 
(§ 57). Dies Uefert eine neue EonskuMion der Achsen aus zwei 
konjugierten Durdtmessem CP = o', CQ = b\ indem man von P 
das Perpendikel anf CQ fällt und h' darauf abträgt bis D und D'. 
Die Achsen liegen in den Halbierenden des Winkels DCD'. 

4) Die Längen der Achsen folgen als halbe Summe und 
bez, halbe Differenz von CD, CD' in 3; denn diese sind bez. 
a + b, a-b. 
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192. Normalen aus einem Funkt. Die Gleichung der 
Normale a^y'x + i^x'y = c^x'y' in § 190 drückte eine Eelatiou 
aus, die zwischen den Koordinaten x'\y' einea Punktes in 
der Kurve und den Koordinaten x \ y irgend eines Punktes 
in der Normale Tom Pußpunkt a/ | y' besteht. Nun kann 
man die Normalen des Kegelschnittes suchen, welche durch 
einen heliehig gegebenen Punkt gehen; es sind dauu ihre 
Fußpunkte anzugeben. Analytisch sind also in der Gleichung 
der Normale die Koordinaten x \ y eines Punktes gegeben und 
die des Fußpunktes x' \ y' aus jener und der Kurven gl eichung 
zu bestimmen. Indem wir die gegebenen Koordinaten akzen- 
tuieren und die gesuchten von den Akzenten befreien, erhalten 
wir für die Fußpunkte der durch x' \ y' gehenden Normalen 
die neben der Kurveogleicbung zu erfüllende Relation 
e'xy + 6*j/a; — a^x'y — 0. 

Der durch diese Gleichung dargestellte Ort zweiten Grades 
geht durch den gegebenen Punkt x' \ y' und das Zentrum 1 
der gegebenen Kurve. Da eine bloße Paralleltransformation 
die linearen Glieder zum Verschwinden bringt, ist der Ort 
eine gleichseitige Hyperbel, deren Asymptoten zu den Achsen 
des gegebenen Kegelschnittes parallel sind. Die beiden Kurven 
haben im algebraischen Sinne vier Schnittpunkte (§ 23) und 
eine nähere Untersuchung zeigt, daß sie sämtlich reell sein 
können, daß aber stets zwei reell sein müssen. Von einem 
beliebigen Funht der Ebene gehen also vier Normalen der 
Zenirallmrve aus, von denen, mindestens swei reell sind. 

Für «inen Punkt a/j bez. | «/ einer Achse tritt an Stelle 
der gleichseitigen Hyperbel die Achse selbst und die dazu 
normale Gerade c^x — <^<^ = bez. i?y + b^y' ~ 0. Von den 
vier Normalen des Punktes fallen also zwei mit der Achse 
selbst zusammen, da ihre Fußpunkte die Scheitel sind. Die 
Realität der beiden anderen Normalen für Punkte 3;' \ ist 
schon § 190 erörtert. Für Punkte 0|j/' der Nebenachse sind, 
im Fall der Hyperbel reelle Normalen stets, im Fall der 
Ellipse nur, solange y' zwischen +c^:6 liegt, vorhanden. 

Die gefundene gleichseitige Hyperbel kann folgender- 
maßen definiert werden; sie ist der Ort des Schnittpunktes 
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eines Durchmessers der KurTe mit dem von x'\y' aus auf 
seinen konjugierten gefällten Perpendikel. Denn zu y = mx 
ist der konjugierte Durchmesser h^x ± ma^y ^=0 und das 
durch sc'\y' gehende Perpendikel (x — x') -¥ m(i/ — y') = 
und die Elimination von m gibt obige Gleichung. Da also 
eine Sehne x'\y', x\y der gleichseitigen Hyperbel senkrecht 
ist zum konjugierten dea x \ y enthaltenden Durchmessers, 
so ist sie, falls x \ y auch der gegebenen Kurve angehört, 
wirklich zur Tangente normal. 

Substituiert man die in § 190 gewonnenen Ausdrücke 

X' =- % :' y'= ~- , Ts 

np-\- a' ^ np + b' 
der Koordinaten des Normalenfußpunktes durch die ihres Aus- 
gangspunktes, ihre Länge und die Entfernung der Tangente 
des ersten vom Zentrum des Kegelschnittes in die Gleichung 
desselben, so erhält man eine bi quadratische Gleichung für 
die Bestimmung der vier zugehörigen Werte von np 

^^^!._, + _^^ = i. 

{np + aY {np±b'^ 
Das Produkt der vier Werte von np ist, als das von np un- 
abhängige Glied in der Entwickelung dieser Gleichung aus- 
gedrückt, gleich 

»'»ii-^+f^l- 

also proportional dem Mestdtat der Substitidton der Koordi- 
naten des PunUes in die Normalgleickung des Kegdschnittes.^"*) 

Die Spezialisierung für den Kreis führt auf die Fotms 
zurück. 

B. l) Eine Gerade | a -J- i; «; -f- 1 = ist eine Normale 
der Kurve — j + jy = 1, wenn (vgl, § 181) 

-|i-±— ä=c* oder c*|*jj*+ ö^l^ — fl^Tj*=0. 

2) Die Koordinaten X.' | Y' des Schnittpunktes der Tangenten 
in den Punkten a/|j/' und x" \y" sind 

^,_«V+/^, Y'^ ^'y"^y'x" ^ 
y' + y" x' + x" 

oder auch 
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^1 »' + ':" j, 


y'+j" 


' + ^±^f 


' + ^±'-^-" 


1 findet zunächst nach § 32 




r--a'-X.-C„, r- 





kann dies aber umformen mittelst der Relationen 

welche ans der KnrveugleicliiiBg für x'\y' und x"\y" folgen. 

3) Die Koordinaten X | Y des ScLnittpunttes der Normalen 
in den Punkton x'\ij' und x"\y" sind 

^ _ cWVr;^ y _ _ c^y'^'T'^ 

wenn liier Z' | T' die Koordinaten des Tangen tensolinittpunk tos 
in 2) bedeuten. 

Wenn man endlich noch x' x" und y' y" mit Hilfe der 
Gleichung der Polare Ton X.' \ Y' durch diese Koordinaten rationa! 
ausdrückt, so gehört zu jedem Punkt X'\Y' der Ebene als 
lS"oi-malen Schnittpunkt 



4) Wann sind die Normalen . zweier Kurvenpunkte zuein- 
ander rechtwinklig? (Vgl. § 181, ß.) 

Der Ort des Punktes, von dem aus zwei zueinander recht- 
winklige Normalen der Kurve gehen, folgt durch 3) aus dem 
Hauptkreis. 

6) Die Elimination von i; zwischen 
b^x^ + a^y^ — a^l)^ = und c^xy -\- h^y'-r — n^x'y = 
liefert eine bi quadratische Gleichung zwischen den Abszissen der 
vier Fußpunkte der von x'\y' ausgehenden Noimalen; die Ko- 
effizienten derselben zeigen, daß die Summe diesei Abszissen, die 
Summen ihrer Produkte zu zweien und /u dieien, und endlich 
ihr Produkt bez. gleich sind 

■ ^x\ — —^{a^x"^ -{- b^y'^ — <f)^ i-x' und — ^x'^. 

.Daraus ergeben sich einige Folgerungen. 

193. Brennpunkte. Zu zwei Punkten einer Zentral- 
kurve, welche in der Hauptachse dieselbe Abszisse x haben, 
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gehört als Schnittpunkt ihrer Normalen der Punkt a;'= c^x : a^ 
{§ 190) und als Schnittpunkt ihrer Tangenten der Punkt 
af' = a^ :x (§ 191). Diese beiden Punkte der Hauptachse sind 
stets reell, wenn x, ä. h. die Sehne der beiden Knrveupunkte 
reell ist, ob diese nun selbst reell oder konjugiert imagtuär 
sind. Im letzten Fall können wir die Punkte der Kurve 
in der Art des § 107 definieren, r^mlich als die Schnittpunkte 
des über der Strecke x', x" als Durchmesser beschriebenen 
Kreises und der Polare des Punktes 
x" bezüglich des Kegelschnittes. 

Die Punkte x' und x", welche 
zu demselben x gehören, ergeben 
ein konstantes Produkt ihrer Ab- 
szissen x'x"= C^. Nach § 14 bedeutet 
aber diese Relation, daß jedes Punkte- 
paar x', x" durch die beiden festen Punkte x = rtc harmo- 
nisch getrennt wird. 

Diese beiden reellen Punkte F, F', welche in der Haupt- 
achse symmetrisch zum Zentrum in der Entfernung + c liegen, 
heißen die reellen Bremipunlde (foci) der Zenträlkwve. Die 
Größe c = ea nennt man daher die Fokaldistang. Ans ge- 
gebenen Achsen ergibt sie sich als "/(a^ T ^^) für die Ellipse 
bez. Hyperbel, speziell für den Kreis, a}/2 für die gleich- 
seitige Hyperbel. Die Brennpunkte befinden sich im Inneren 
der Ellipse (c^ ^ «^) oder der Hyperbel (c^ ^ a% liefern also 
imaginäre Tangenten, aber auch imaginäre Normalen, da sie 
zwischen den Scheiteln und den Punkten ± c^ : ff (§ 190) liegen. 

Eine analoge "Überlegung gilt für die Nebenachse. Zu zwei 
Punkten derselben reellen Ordinate y gehören zwei reelle Punkte 
der Nebenachse, der Norm alenschnittp unkt «/' = ^ c^y ; i^ 
und der Tangentenschnittpunkt y = ± b^ '■ y- Sie gestatten 
umgekehrt jene Punkte als Schnittpunkte eines Kreises und 
einer Geraden zu definieren. Die Abstände der Punkte eines 
Paares vom Zentrum ergeben wiederum ein konstantes, aber 
wesentlich negatives Prodakt y'y"= — c^. Daher liegen y' 
und y" wieder zu zwei festen, aber imaginären Punkten 
y — + ci harmonisch. Dieselben können in manchen Auf- 
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gaben durch ihre reellen Stellvertreter y = ± c {% 16) er- 
setzt werden. 

Die beiden konjugiert imagiiüiren Punkte der Nebenachse 
y ^ -{-ci sind als Äe imaginären Brennpunkte der Kurve zu 
bezeichnen. Somit Jiaben die ZentraUmrven vier Brennpunkte, 
aber nur zwei reelle in der Hauptachse; nur für- den Kreis 
fallen sie sämtlich in sein Zentrum. Wir werden uns in 
diesem Kapitel nur mit den Eigenschaften der reellen Brenn- 
punkte bescliäftigen. 

194. Direktrix (Leitgerade) des EegelsclinitteB heißt 
die Polare eines Brennpunktes. Die zu dem reellen Brenn- 
punkt + c gehörige Direktrix ist (§ 181) die reelle Gerade 

±cx = a^, oder « ^ ea; = 0, 
welche in den Entfernungen + ct^ : c auf der Hauptachse senk- 
recht steht. Auf allen durch den Brennpunkt gehenden 
Sehnen, sog. Fokcdsehnen, sind die stets reellen Endpunkte 
durch, den Brennpunkt und den Schnittpunkt mit der Di- 
rektrix harmonisch getrennt. Auch ist die Direktrix die Be- 
Tührnngssehne des vom Brennpunkt ausgehenden imaginären 



Ein Punkt P oder a-:c\y' der einen Direktrix d hat 
eine durch den. zugehörigen Brennpunkt F gehende Polare 
(§ lo7) f + ^^ = 1, während 
seine VeibindungsgeTade mit dem 
Brennpunkt die Gleichung ergibt 
j,' (^ _ c) + *-V -- (§35). Die 
beiden Geraden sind aber zu ein - 
, ander rechtwinklig — natürlich 
ebensowohl, wenn wir c durch — c 
ersetzen — , d. h. die Polare eines 
Punldes der Birättrix ist die mi seiner 
Verbindungsgeraden mit dem Brenn- 
pwnld normale Fohalsekne. Man kann diesen Satz auch so for- 
mulieren: Hannonische Pole P, P' auf der Direktrix spannen 
am zugehörigen Brennpunkt einen rechten Winkel PFP'. 
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Den kürzesten Ausdruck dieser überaus wichtigen Fokal- 
eigenscbaft bietet die Redeweise des § 159: Konjugiert Tiar- 
monische Polarm aus einem Brennptmlct sind zueinander reckt- 
teinMiff. 

9 195. Allgemeine Definition der Brennpuukto. Die 
Torstehende Entwickelung, welche von deu Normalen aus zu 
den Brennpunkten hinleitet, führt zu dem Satz: Die Brenn- 
punkte sind diejenigen Punkte, welche für die Schnittpunkte 
ihrer Polare mit der Kurve zugleich die Normalenschnitt- 
ponkte sind. In der Tat sehneidet die Polare des Brenn- 
punktes zugleich die Fußpuokte der voti ihm ausgehenden 
imaginären Normalen aus, weil nach § 190 a; = ± c : e^ und 
c'> e^a ist. Dies besagt aber, daß die von einem Brenn- 
punkt ausgehenden Tangenten zu sich selbst normal sind, 
also die absoluten Richtungen des § 58 haben müssen. Das 
folgt auch aus dem Satz, daß die konjugierten Polaren des 
Brennpunktes Recht winkelpaare sind, weil ihre gemeinsamen 
harmonischen Strahlen von absoluter Richtung sind (§ 58), 

Nun lassen sich aus den unendUch fernen absoluten 
Punkten zwei Paare konjugiert imaginärer Tangenten an einen 
reellen Kegelschnitt ziehen, die das Faralldagramm der Tan- 
genten von absoluter Bichtung (das umgeschriebene isotrope 
Parallelogramm) bilden. Von den vier endlichen Ecken des- 
selben müssen wirklich zwei reell und zwei konjugiert 
imaginär, die beiden im Endlichen gelegenen Diagonalen also 
reell sein; dieselben sind schon infolge der harmonischen 
Eigenschaften des Vierseits (§ 159) zueinander rechtwinklige 
konjugierte Durchmesser, d. h. mit den Achsen identisch. Man 
gelangt so zu der nicht nur für Kurven des zweiten Grades 
gültigen allgemeinen Definition: Bremt^utüite mier Kurve heißen 
die Schnittpunkte ihrer Tangmien absokiter Pdchkmg. 

Die Direktrisen als Polaren der Brennpunkte schneiden 
auf dem Kegelschnitt die imaginären Berührungspunkte der 
vier Tangenten absoluter Richtung aus. Daher sind dies 
auch die Schnittpunkte der Kurve mit ihrem Hanptkreis 
(§ 181,6), denn ihre Tangente ist auf sich selbst normah Da 
demnach ihr Halbmesserquadrat a^ + h^ beträgt, so ist die 
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Länge ihrer konjugierteE, d. h. in iibsoluter Kichtung ge- 
messenen Halbmesser Null. 

Die Gleichungen der Tangentenpaare Ton den Richtungs- 
koeffizienten ± i folgen leicht (§ 181,2) ala (j/+ *ai)^-4-c^ = 0, 
diejenigen der Tangentenpaare der Brennpunkte als 

Offenbar stellen alle diese fileichungspaaie dieselben vier 
Tangenten dai". 

Zugleich erinnern die letzten bleiihungen daran, daß die 
reellen und die imaginären Biennpunkte asio^iierie Faute sind 
(§ 120), Überhaupt erkennt man daß die m den §^5 1 )3, 194 
benutzten Kreise, welche den A leieeken dei Normalen und 
Tangenten umgeschrieben s nd konju^ieite Kieibbuschel 
bilden, in denen die Brennpunkte als die Grenzpunkte auf- 
treten (§§ 124, 126).") 

B. Jeder Kreis K mit dem Mittelpunkt S bez. S* (§ 99, B. 2) 
geht durch Kolliueation über in einen Kegelschnitt K'j der den 
entsprechenden Punkt S' bez. 8*' zum einen Brennpunkt hat — 
nur der Kreis vom Radius NuU wieder in einen solchen. Und 
jeder Kegelschnitt mit S oder S* als Brennpunkt in einen Kegel- 
schnitt mit S' bez. S*' als Brennpunkt. Denn die rechtwinkligen 
Polarinvolutionen um jene Punkte gehen in ebensolche über. 

Dem Kreiße (x — k)^ +{y ~ ßY = Q^ entspricbt wegen 
xx' ^^ih\yx' =h'^ der Kegelschnitt 

Er wird ein Kreis för « = + 6', ß = 0, p = (§ 102, 126B.). Wenn 
^ = h' ist für K und ß wie vorher, so verwandelt er sich in die 
Parabel y'^^^2bx' — b^, mit dem Zentrum S' als Brennpunkt. 
Für die zentrisehkollineareLage{§§ 99,2 u.l03,3)a:'V3/'ä=(a!'—Ii)^ 
oder p'^=i(b-2x'). Für a;^+|/^=^^ folgt i'^(x'^+y'^)^^^{x'-hy, 
so daß die Direktrix ais Polare des Nullpunktes immer die Gegen- 
achse 2' ist. 

In der zentrisoh kollinearen Lage (vgl. die Fig. 8. 186) ent- 
spricht einem dem Kreise umschriebenen regulären Polygon mit 
den Ecken 1, 2, ... m ein dem Kegelschnitt umschriebenes Polygon 
mit 1', 2', ...n', so daß die gleichnamigen Ecken und ebenso die 
Berührptmkte der gleichnamigen Seiten auf Geradeu ans dem 
Kollineationszentrum S, also auf 2m Eadien einer Gleichteilung 
des Kreises K liegen. 
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196. Breuustrahleu (Fokalradien) eines Kurvenpunktea 
P heißen die Strecken FJ?, F'F seiner "Verbindungsgeraden 
mit den Brennpunkten F, F'. 

Ist die Entfernung eines Kurvenpunktes Tom Brennpunkt 
c ! auszudrücken, so können wir in dem Quadrat (3/— e)^+ y'^ 
derselben y'^ mittelst der Kurvengleichung eliminieren. Unter 
Berücksiehtigimg der Definition c^ = ti^ ^ 6^ entsteht so der 
Ausdruck durch x allein ß^a/^— 2c^ -\- a^ oder 

(x' - cf + ip -[^^'~ af- (fix' " «)'■ 
Somit ist die Länge des Brennstrahls selbst eine lineare 
Funktion der Abszisse des Kurvenpnnktes. 

Betrachten wir nnr die absolute Länge FP, so müssen 
wir für sie die positive Wurzel aus (ex' — ay wählen. Die- 
selbe ist, falls die Kurve eine Ellipse ist, 

FF = a~ ex', 
denn die Exzentrizität e ist kleiner als Eins (§ 170) und für 
reelle Punkte ist a:'^ < a^. 

In der Hyperbel dagegen^ wo e > 1 ist, hat 0, — ex' 
nur für negatives x' einen positiven Wert, also für jeden 
Punkt auf demjenigen Ast, in dessen Inneren der gewählte 
Brennpunkt nicht liegt. Für ein positives x', d. h. einen 
Punkt des F umschließenden Astes, gibt aber, da dann x'^a, 
es! — a den positiven Wert des Brennstrahls. 

B. Nack §192,5 kann das Produkt der Brennstrahlen für 
die Fußpunkte der vier Normalen aus einem Punkt F durch den 
Brennstrahl dieses Punktes ausgedrückt werden. Man findet es 
gleich ^^ ^^,^ 

197. Definition aus Brennpunkt und Direktrix. Der 
Ausdruck für die Länge des Brennstrahls von x \ y liefert, 
gleich Null gesetzt, die Gleichung ex— a^Q der Direktrix, 
welche zn dem Brennpunkt gehört. Daher ist sein Wert dem 
Abstand des Kurvenpunktes x \ y von dieser Geraden pro- 
portional, denn dieser wird, abgesehen vom Vorzeichen, 
gegeben durch x (§ 37). In der Tat setzt sich so aus x 
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und dem Abstand a : e der Direktrix vom Zentrum ihr Ab- 
stand vom Pnnkt x | «/ zusammen. 

Wir erkennen als wichtige Eigenschaft der 
Kegelschnitte: Die Entfernung eines Punktes der 
Kurve vom Brmnptmkt steht su seiner Entfernung 
von der Direktrix in einem hynstanten Verhältnis, 
nämlich gleidi der Exsentrigität e. Dasselbe gilt 
ebenso für das andere Paar von Breunpmikt und 
Direktrix. 

Umgekehrt kann ein Kegelschnitt als der Ort 
eines Punktes definiert werden, dessen Entfernung 
von einem festen Punkt, dem Brennpunkt F, zu seinem Ab- 
stand von einer festen Geraden, der Direktrix d, proportional 
ist. Man kann hiernach die Kurve leicht konstruieren und 
ihre ganze Theorie entwickeln. Ist mmüch x^, \ % der Brenn- 
punkt, %x -\- ijy + 1 = die Gleichung der Direktrix, e die 
Verhältnis zahl, so kann die Gleichung des Ortes sofort ge- 
schrieben werden als 

(X - «.)• + (j/ - %)' - —^, (li + ,J( + 1)^ 
also auch (§ 30) 

■-= e^ (r, cos a + y sin K — p)^ ; 
denn die rechte Seite ist das Quadrat des e-fachen Abstandes. 
Die Gleichung stellt, je nachdem e kleiner oder größer als 
Eins ist, eine Ellipse oder eine Hyperbel dar, deren Achsen 
leicht zu ermitteln sind. 

Man kann diese Eigenschaft auch so aussprechen: Wenn 

ne Kurve so beschaffen ist, daß die Entfernung irgend 

nes ihrer Punkte von einem Fixpunkt als eine rationale 

lineare Funktion seiner Koordinaten ausgedrückt werden 

kann, so ist die Kurve ein Kegelschnitt mit dem Pixpunkt 

als Brennpunkt**) 

B. Die Brennpunkte der zu einem Punkt einer Ellipse als 
Zentrum und mit der zugehörigen Tangente und Normale als 
Achsen beschriebenen EDipsen, welche die kleine Achse der ge- 
gebenen Ellipse in ihrem Zentrum berühren, liegen auf zwei kon- 
zentrischen Kreisen, deren Radien die Summe und Differenz der 
Halbachsen derselben sind. 
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Fokal gleich ungen der Zentral kurven . ggl 

198, Fokalgleiohung. Die Gleichung des § 196 kann 
auch als das Resultat der Transformation der Achsen gleichung 
zum Brennpunkt o\0 als Nullpunkt augesehen werden, indem 
man sie nur schreibt 

(x - cf + 2/^ = {ex - af = [e (a; - c) T i'\ '■ 
Dabei ist x — c die vom Brennpunkt aus gezählte Abszisse 
und p = — = a(l — e^) 

offenbar der zur Hauptachse senkrechte Brennstrahl oder die 
Ordinate im Brennpunkt, Diese heißt der Linearparametei' 
(2p = latus rectum) des Kegelschnittes. 

Gebräuchlicher ist es, Polarkoordinaten einzuführen, die 
vom Brennpunkt und der Hauptachse aus gezählt werden. 
Dann ist x — c^r cos Ö, y ^^r sin fl, wo Q die Anomalie des 
Brennstrahls r heißt. Nach § 1 96 haben wir für die Ellipse 
daher r ^= a — e x ^p — er cos d zu setzen und erhalten 
damit als die Fokalgleichung der Ellipse 



- lür ^ =- — I e = 



Setzen wir umgekehrt für die Hyperbel r = ex - 
P -\- er cos 0, so wird die Fohalgleichung der Hyperbel 



Dieselbe liefert positive Werte von r nur für Anomalien, die, 
vom Zeichen abgesehen, größer sind als der halbe Asymptoten- 
winkel (eosö< j § 1771, jedoch negative oder rück- 
wärts abzutragende r für kleinere Anomahen. Will man 
also nur positive Brennstrahlen, so stellt die Gleichung nur 
den den Brennpunkt umschließenden Ast der Hyperbel dar 
(9 < ö < 2rt — 0). Den anderen Ast definiert dann ebenso 
die Gleichung 

welche aus der ersten hervorgeht, indem man — )■ | jt + 9 
statt rj6 schreibt (§ 6), und die so keine eigentlich neue 
Gleichung ist. 
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Die auf den Brennpunkt — c | bezogenen Fokal- 
gleiehungen der Ellipse bez. Hyperbel lauten 



B. l) Das harmonische Mittel zwischen ä 
Fokalsehne ist konstant und dem Linearparameter sleich. 



Denn wenn der Brennstrahl .FP, rückwärts verlängert, die 
Kurve noch in P' schneidet, so ist 

FP= ■ ,- -■ ■ . ' FP'=. — ^ — t: somit ^s+ ^^Hi = -■ 
1 + e eos e l — e coa a FP FF' p 

Wenn dagegen P und P' auf verschiedenen Ästen dieser Hyperbel 
liegen, so müssen ihre Brenn strahlen mit verschiedenen Vorzeichen 
eingeführt werden. 

2) Das Rechteck aus den Segmenten einer Pokalsehne steht 
zur ganzen Sehne in einem konstanten Verhältnis. 

Dieser ^atz ist nur ein anderer Ausdruck des letzten; aber 
man erkennt auch direkt, daß die Größen FP ■ FP', PF + FP' 
in einum konstanten Verhältnis stehen, denn sie sind 



md -- 



^._ 



3) Jede Fotalsehne gibt, mit der Hauptachse multipliziert, 
das Quadrat des zu ihr parallelea Durehmessers. 

Denn das Quadrat des Halbmessers, der mit der Haupt- 
achse einen Winkel -& = Ö bildet, ist (§ 170) 

g^ . ±'".. . 



und daher ist die iu 2) gefundene Länge der Schrie 
P.F + i^P' = --^-- 

4) Die Summe der z« zwei konjugierten Durchmessern pa- 
rallelea Fokalsehnen ist konstant. 

Denn die Summe der Quadrate zweier konjugierten Durch- 
messer ist konstant (§ 184). 

5) Die Summe der Eeziproken zweier zueinander recht- 
winkligen Fokalselinen ist konstant. 

199. Summe bez. Differenz äer Brennstrahlen. Ein 
Punkt x' I y einer Ellipse hat nach dem Vorstehenden vom 
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Brennpunkt F oder c | 0, bez. vom Brennpunkt F' oder — <; | 

die positiven Entfernungen 

FF=r^a — ex, J"P=/=<i + ex'. 

Dale isi FF ■^FP = r + r = 2a: 

Die Sm e der Brenmfr Me e es 

Ellpsmpu Ttteb ist la sfcmt J 1 r 

großm Ahse gled 

Dagegen hat em Ponkfc 1er 
Hyperlel je naclileu ei auf dem positiven oder negativen 
Ast 1 egt V n i^ be/ i* d e i oaitiven Entfernungen 
r = CA — = ej: + ff oder *• = (( — esf, r' = — a — ea^. 

Also st entwe lei * » = '*« oder r ~r' =2a d. h. 

D D ff pn ier Brer t str Jüen eines HyperbelpmtMes ist 
hmstafft i I le Hjp rbdach e fleich. 

In aUen Fallen ist aber das Produkt (§ 196) 

In den Zentrallmrven ist das Rechteck der BrennstraMen eines 
Punides gleich demQurodrat des dem seinenhonjugiertenüalbmessers. 

Weil nach § 191 das Quadrat der Normale den Wert 
b^b'^:a^ hat, so verhält sich das Produkt der Brennstraiilen 
eines Punktes zum Quadrat seiner Normale wie a^ : b^. 

Mittelst des Schlusses, daß in einem Dreieck eine Seite 
kleiner ist als die Summe der beiden anderen, weist man 
leicht geometrisch nach, daß für jeden FunM Q außerhalb, 
bez. innerhidi dei' Ellipse 

FQ + F'Q>2a, bez. FQ + F'Q<2a, 
and für Q außerhall), lies, innerhalb der Hyp&rbel 

F'Q-FQ<2a, bez. F'Q-FQ>2a. 
Daher ist die bifokale Itelation (r + »■')^= 4 a^ für Punkte 
der Ellipse bez. Hyperbel charakteristisch oder kann als die 
bipolare Gleichung dieser Kurven bezeichnet werden (§ 6), 

200. Fadenkonstruktion. Die bifokale Itelation liefert 
der elementaren Geometrie die Definition der zentralen Kegel- 
schnitte: Der Ort der SpUse eines Dreieelzs, von dem die Basis 
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2c und die Stimme iez. Differenz der Seiten (= 2«) gegeben 
ist, ist eine Ellipse lee. Hyperbel mit den Sasisendeit als JBrenn- 
ptmlden und der Hauptachse 2a. 

Zum direkten Beweis dieser ümkehrnng ■wählt man die 
Basis zur 3;-Äch9e, ihre Mitte zum Nullpunkt und erhält die 
Gleichung des Ortes 

}/['/ + (» + »)■] ± Vb' +(■'- «)'] = 2»^ 

Durch Entfernung der Wurzelgroßen nimmt sie die Form an 

5 + Ä-i- 

Wenn die Smnme der Seiten gegeben ist, so ist « > c, der 
Eoefflzient von iß daher positiv und der Ort eine Ellipse. 
Wenn aber die Differens gegeben ist, so ist a<c, der Ko- 
effizient Ton y^ negativ und der Ort eine Hyperbel. 

Diese Definition gibt auch in der sog. Fadenkonstruhtion 
die Mittel, eine Ellipse oder Hyperbel mechaniech zu be- 
schreiben. Wenn die Enden eines Fadens an zwei festen 
Punkten F und F' befestigt sind, so beschreibt ein Stift, 
der sich derart bewegt, daß er iea Faden immer gleich- 
mäßig gestreckt erhält, eine Ellipse mit F und F' als Brenn- 
punkten und der Fadenlänge als große Achse. 

Um eine Hyperbel zu beschreiben, 
lasse man ein Lineal an einem Ende F 
drehbar befestigt sein; wenn dann ein am 
festen Punkt F' befestigter Faden auch 
an einem Punkt R des Lineals befestigt 
ist und durch einen Bing in P gespannt erhalten wird, so 
beschreibt der Punkt P bei der Drehung des Lineals ein 
endliches Stliek eines Hyperbelastes, Denn da die Summe 
von F' F und Fli konstant ist, so muß es die Differenz von 
FF und F'F auch sein. 

201, Der Winkel der Brennstrahlen eines Kurvenpunktes 
hat die Tangente und die Normale derselben zu Halbierungs- 
linien. Dieser Satz ist eine unmittelbare Eolge des in § 193 
ausgesprochenen Satzes, daß Tangente und Normale eines 
Punktes die Hauptachse in Punkten schneiden, welche zu den 
Brenupunkten liarmoniseh liegen. Denn dann müssen nach 
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BrennpunJite und Tang-entcn 



365 



§ Ö7 auch die Bi-ennstrahlen FF^ F' P jenes Punktes in bezug 
auf FT und PN harmonisch, also in bezug auf das recht- 
winklige Paar PT, PN speziell symmetrisch sein. (Vgl. § 96.) 
Zum direkten Beweis bestimmen wir die Winkel der 
Brenn strahlen mit der Tangente, indem wir ihre Sinus durch 
die Koordinaten ausdrücken. Zunächst berechnen wir die Ab- 
stände der Tangente von den Brennpunkten, (Pig. S. 363.) 
Die Entfernung von --f + ^f - 1 = von e ! ist (§ 37) 



'V(^ 



(§184,2> 






«')- 



imd ebenso 



F'T'^^.-(a+e.')^^ 



■FF 
F'P. 




Pur die Hyperbel gelten dieselben Formeln mit einem bloßen 
Zeichenweohsel (§ 196). 

Daher ist ^ = smFPT= ^,, J,^ = sin _P"Pr = |, , 
d. h. die Tangente bildet mit den Brennsti'ahlen ihres Be- 
rührungspunktes gleiche Winkel. 
Aus der Betrachtung der Lage 
der Tangente zur Kurve ist aber 
die Tangente der 
; die imße^e imd die Tan- 
gente der Hyperbel die innere 
Ecdbienmgslime des WinJceh dei- 

BrennsircMen ist Dieser Satz erlaubt die Tangenten des 
durch die Padenkonstruktion erhaltenen Kegelschnittes sofort 
anzugehen. 

Auch liegt hierin die Erklärung des Namens Brenn- 
punkte: Lichtstrahlen, welche von F ausgehen, werden von 
der Ellipse nach F' konvergent reflektiert, und von der Hy- 
perbel so, daß sie von F' aus divergieren. 

B. 1) Das VerKiiltnis der Sinus zwischen den Winkeln der 
Normale mit Brennstrahl und Hauptachse ist als Verhältnis ihrer 
L Dreieck der Exzentrizität gleich. 
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9) Die Projektion der Normale auf dea Brenn strahl ist 
gleioli dem Linearparameter; diejenige der Normalenstrecke bis 
zur Nebenachse gleich der halben Hauptachse. (Vgl. § 203, 1.) 

3) Wenn für zwei konjugierte Halbmesser a^, l>^ einer Ellipse 

die halben Winkel der Brennstrablen ip und i[; sind, so daß 

(^^ cos gi = b^ ccisip = b 

x 8 a,'-&ä , 8, b,^-b^ 

oder tan <p = - .g -i tan^ i(j = — 'yj — 

ist, so folgt am a,_^ + ö^^ = a^ + b^ 

aucb tan^ ip + tan^ i)i = — r-^ — ^ j-^i 

also konstant. 

Piir die speziolle Ellipse mit c ^^ b oder 2c^ =• a^ ist der 
Wert Eins; die Projektion der Normale auf den Brennstrabl 
gleich Y«, Für die gleichseitige Hyperbel wird sie zu o, weil 
6^=0^ und c^= 2«^ ist.*ä) 

202. Aue dem Hilfseatz des § 201 folgert man: 

FT-F'T'^~{a''-e''3s'^) = b'' (§196): 

Das Rechteck aus den Brennpimktsabständen der Tangente ist 
konstant und gleich dem Quadrat der halben Nehenachse. 

Somit ist für zwei beliebige 
Tangenten 

FT-F'T'^Ft-FH', 
, FT F'f 

"^^^ -Ft^F'-Y'- 

Aber -^ iat das Verhältnis der 
Sinns der Teile, in welche der 
Strahl FF den Winkel der Tangenten teilt, und ^, „r ist das 
Verhältnis der Sinus der Teile, in welehe F'F denselben 
Winkel teilt; wir haben daher 

^TFF^^T'PF'. 
Daher wird ^TPt' und FPF' Ton denselben Geraden halbiert: 
Zwei Tangenten eines Kegelschnittes haben dieselben Winkel- 
halbierenden, wie die SrennstraMen ihres Sdmitbpwnktes. Hieraus 
geht der Satz des § 201 als Spezialfall hervor, sobald der 
TaBgenten Schnittpunkt in die Kurve selbst rückt. 
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B ennimlitP u 1 il lohnten ^(^ 7 

Die Bei-ip ele zeigen m welcher Meise eiüh infolge ilei 
Analogie zwischen den trleichungen dPi Tangente und Polare 
einige der luf eisteie liezui^licl eü Eis^ensrh iften luf die 
letztere übertragen 

B. l) Wenn «ich ein Punkt ii Pinei fe tun Senkie übten zui 
Achse bewegt; ao diett HLch. die von liun auf seinf Pilaro gefällte 
Senkreclite im einen festen Funkt in dei Aohse^^^'j 

Denn dei duri,li jene faenkrechte 1 estunmte Absclinitt in deji 
Achse ist (wie in § 190) = e'x' und daher mit x' konstant 

2) Man finde die Langen ( 
Brennpunkten luf die Polare ^on 

3) Bei der Turigen Konstruktion 
ist CM-PN'=b^ Dieser Satz ^ei 
allgemeinert den m i? 191, 1 bewie 
senen, nach welchem das ßechtefk ins 
der Normale und dem Zentiumib-^tand 
der Tangente ktnstant lat 

i) Man beweise 



Wenn F ein Punkt der Kurve ist, so gibt diese Gleichung den 
Ausdruck für die Länge der Normale hh' : a wieder (§ 191), 

5) Man beweise: FG -F'a'^ CM- NN', l'ür den speziellen 
Fall, wo P in der Kurve liegt, geht dies über in 
FG-F'G' = FT-F' 2"= &^ 

203. Verlängert maji das von einem Brennpunkt F auf 
die Tangente in P gefällte Perpendikel FT über sie hinaus 
(Fig. § 199), so sehneidet dasselbe auf dem Brennstrahi F'P 
eine Lange F Q ab, welche gleich der Hauptachse ist. Denn 
aus ^FPT=F'.Pr folgt FT^TQ, FF^PQ uRi Q 
liegt bei der Ellipse bez. Hyperbel so, daß F'Q als Summe 
bez. Differenz von F'P und PQ erscheint. 

Aus FC^-^FF', PT^iFQ folgt daim auch CT 
^^F'Q-^a und CT\\F'P. Ebenso ergibt sich CT' = a, 
CT'\\FP. Die Fußpimlcte T, T' der von dm Bren-n^unktm 
F, F' auf eine Tangente des Kegelschnittes gefällten Perpendikel 
liegen auf dem Sdmielkreis (§§ 111, 175), denn sie haben 
vom Zentrum die konstante Entfernung a. Man bestätigt 
dies auch direkt. (Tgl. B. 1, d,) 
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Umgebehrt liefert dieser Satz eine Konstruktion der 
Zentralkurven ans ihren Tangenten: Man zieht von einem 
Punkt F nach den Punkten P des Seheitelkreises Strahlen 
FF und macht FT senkrecht zu FF. Wenn ein reckte Winlzel 
sich so bewegt, daß sein Seheitel F einen Krids dwddäuß, 
wahrend ein Schenkel durch einen festen Funkt F geht, so 
hmihrt der andere FT einen Kegelschnitt, der F zum Srerni- 
puitkt hat. Eine Ellipse oder Hyperbel entsteht, je nachdem 
F innerhalb oder außerhalb des Kreises liegt. 

Spricht man den Satz in § 202 vom Rechteck dei- 
Brennpunktsabstände der Tangenten für parallele Tangenten 
ans, so erkennt man die Potenz des Brennpunktes im Scbeitel- 
kreis als gleich öl 

B. l) Die Länge CT einer Geraden, die durch das Zentrum 
parallel zu einem Brenastrahi FP gezogen und durch die in F 
berührende Tangente begrenzt wird, ist konstant und gleich a. 

Diese Länge wird gefunden, indem man den Abstand des Zen- 
trums von der Tangente abii' durcli b:b' ^^ sinFPT dividiert. 

2) Die normale teilt die Entfernung der Brennpunkte in 
zwei Abschnitte, welche den Brennstrahlen selbst proportional sind. 

Die Entfernung des Eußpunktes dei Noimale in der a;-Achse 
vom Zentium ist = e^T (§ I9'*)i seine Entfernungen von den 
Brennpunkten sind somit c + er , c — f*t , Großen, welche 
offenbar das 'faihe Jei Biennstiahlen a + ct. , a — ca. sind. 

3) Die Fußpunkte der Noimalen zm Ellipse \on u-gend 
einem Punl t in der kleinen Achsp dus liegen auf dem durch den- 
selben ui d die bellen Biennpuiikte gehenden Kiois lg 192). 

4) Polii^lei liun^ les Oites lei Pußpunkte der beokrechten, 
die von den Brennpunkten mf die lin^ente gplillt werden. 

Der Abttand des Biennpunktes von der Tangente wird aus- 
gedrückt, indem man m die &le chung von 4^ 181 1 einsetzt 
y;'= c, )/ = Demnach ist dip pLlugleicbung des Ortes 
( = T (o" cos^tt ■±_ t)^ sm'' a) ~ c los c, 

oder r^ -\- 2crco3« = + 6*. 

Dies ist nach § 113 die Polar gleichung eines Kreises, dessen 
Zentrum in der K-Achse in der Entfernung — c vom Brennpunkt 
liegt und den Radius a hat. 

5) Nimmt man vom Brennpunkt F in bezug auf jede Tan- 
gente den symmetrischen Punkt (^, so ist der Ort von Q der um 
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den anderer Brennpunkt F' mit dem Radius 2« beschrio- 
beae Kreis. 

6) Man bilde die Gleichung für den Ort der Fußpunkte 
der Senkrechten au den Tangenten ans den Punkten der kleinea 
Achse, welche vom Mittelpunkt die Fokaldistanz hahen. 

Die Quadratsumme der Distanzen einer Tangente von den 
Punkten. ] + e ist konstant und gleich 2a^. 

7) Der Ort des Schnittpunktes der Normale vom Brenn- 
punkt auf die Tangente eines Zentralkegelschnittos mit der vom 
Zentrum nach dem Berührungspunkt gezogenen Geraden ist die 
entsprechende Direktrix. 

8) Der Ort des Schnittpunktes der Senkrechten YOm Zentrum 
auf die Tangente mit dem Brennstrahl des Berührungspunktes 
ist ein Kreis. 

9) Der Ort des Eußpunktes der Kormale, die man vom 
Schnittpunkt der Tangente mit der kleinen Achse auf den Brenn- 
strahl des Beriihrungsptinktes fällt, ist der Kreis aus dem Brenn- 
punkt durch die Scheitel der kleinen Achse. 

204. Der durch eine Sehne am Brennpunkt gespannte 
Winkel. Wir liezeichnen, unter Voraussetzung der Achsenglei- 
chung, die Endpunkte P;^, Pg der Sehne mit x^[y-^, x^\yi, ihren 
Pol T mit x' I y', die Brennstrahlen 
dieser Punkte mit r^, r^, r' und 
ihre Anomalien mit 9^, 6g, 0' be- 
zogen auf F oder c \ 0. Alsdann 
gelten die Gleichungen; 

eo8Ö' = — ;i—! Binö'=-, und 

cos9i = ^~, sinöi= ^■- 
Demuach ist für den Winkel, den die 
Länge TP der vom Pol ausgehenden Tangente am Brennpunkt 
spannt, cos(e'-6,)^ (^ -^JC^-'^J + i^. 

Aber mittelst der Gleichung der Tangente — ^ + ^^ = 1 
eliminieren wir y'y^ und erhalten 

rVi cos (6' - Öj) = x'x^ -c(a^ + a:,)+c^± i^(l - ^^f) 
= e^x'Xj_ — c(x'+ X[) + a^= (a ~ ex') (a — exi)\ 
oder, weil r j =^ a — ex^ ist, 

cos (6'- Öl) = --:^'- 
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Weil dieser Wert nur von den Koordinaten a;' | y' ab- 
hängt und die Koordinaten Xi \ f/i des Berührungspunktes 
niciit enthält, so spannt auch die zweite Tangente aus a/ 1 p' 
denselben Winkel ö' — Öj = 9' — ög am Brennpunkt: Es viird 
also der von irgend einer Sehne am Brennpuf^U gespannte 
Wiftlcel PFP' diwch die Verbindwigslinie des Brennptmkies 
mit ihrem Fol T halfnert*^), und zwar ist 



2 y[(^r_^^a^y.;j 

Eine durch den Brennpunkt selbst gehende Sehne spannt 
an ihm einen gestreckten WLokel (ro). Daher ergibt sich als 
ein Spezialfall der Satz des § 194 in der Form: Der Brenn- 
straM des Foles einer Fokalsehne ist su Ar senkrecht. Nun hat 
die Fokalsehne FT ihren Pol J) im Schnitt der Direktrix 
mit der Polare von T, -^ J)FT ist ein Rechter, somit ist 
FB die äußere Halbierungslinie der Winkel PFB' aller 
durch D gehenden Sehnen, 

B. l) Der Winkel, welchen das zwischen zwei fest«a Tan- 
genten enthaltoTie Segment einer veränderlichen Tangente am 
Brennpunkt spaimt, ist konstant. 

Führt man die Brennstrahlen der Berührungspunkte ein, so 
ist der bezeichnete Winkel die Hälfte desjenigen, der durch die 
Berührungssehue der festen Tangenten gespannt wird. 

2) Beschreibt man über dem zwisclien den Scheiteltangenten 
(der Hauptachse) enthaltenen Segment einer Tangente als Durch- 
messer einen Ereis, so gebt derselbe durch die Brennpunkte. 

3) Wenn zwei feste Pvmkte Q, Q' eines Kegelschnittes mit 
einem veränderlichen Punkt P desselben verbunden werden, so 
fassen die Verbindungslinien in der Direktrix des Kegels clinittes 
ein Segment zwischen sich, welches am zugehörigen Brennpunkt 
einen konstanten Winkel spannt. 

Denn, bezeichnen wir die Schnittpunkte jener beiden Sekanten 
der Kurve mit der Direktrix durch .B, .B', so ist nach dem Text 
^ PFE ^i^ PFQ + I und ^ PFR' = | ^ PFQ' = \ , 
somit ^}iFB'=-^ -iCQFQ'. Geht die Sehne QQ' durch den 
Brennpunkt, so ist dieser konstante Winkel stets ein Eechter: 
Die Verbindungsgeraden eines beweglichen Punktes Pmit den Enden 
einer Pokalsehne sehneiden die Direktrix in harmonischen Polen. 

Der Satz ist geeignet, ein gutes Beispiel für den Gebrauch 
der Polarkoordinaten in der Untersuchung der Kegelschnitte zu 
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bilden. Er entspricht übrigens dem Satz TOa der Gleichheit der 
Peripherie Winkel ober demselhen Bogen am Kreis. 

205. Für die Hyperbel gibt wiederum (vgl. §188) die 
Beziehung au den Asymptoten einige Zusätze. Weil diese 
Tangenten mit unendlich fernem Berühnmgspnnkt sind, so 
geht die BirekMx durch die FußpimWe der vom Brennpunkt 
auf die Asymptoten gefällten Perpendiicel (§ 204). Man sehe 
die Figur zu | 194, wo dieser Satz als Spezialfall unmittelbar 
anschheßt (§ !81,4). 

Hieraus folgt mittelst c sin — & {§ 177): Der Mstand 
der Asymptoten von den Brennpunkten ist gleich der halben 
Nebenarme h. Dies ist auch ein spezieller Fall von § 203, da 
die Brennpunktsabstände für die Asymptoten offenbar einander 
gleich, also gleich b sind. 

Ber Brennstrahl eines Pmtktes der Hyperbel ist gleich seiner 
Entfernung von der Direhtrkc, auf einer Parallelen gur Asymptote 
getnessen. Denn die Entfernung vom 
Brennpunkt ist das e-fache des Abstandes 
Ton der Direktrix (§ 197), und die Ent- 
fernung von der Direktrix verhält sich B ■; 
zur Länge der beneiehneten ParaUelen, 
wie cos 6 = 1 : e (§ 177) zu Eins. 

Man kann daraus eine Methode zur 
Erzeugung der Hyperbel durch eine 
stetige Bewegung ableiten. Ein in B 
gebrochenes Lineal ASR bewegt sieh mit seiner Kante AB 
längs der festen Linie DB'. Ein Faden von der Länge ÜB 
ist an den zwei Punkten E und F befestigt, während ein 
Ring in P den Faden stets gespannt hält. Dann beschreibt 
der Punkt P bei der Bewegung des Lineals eine Hyperbel, 
von welcher F ein Brennpunkt, BE die llichtung einer 
Asymptote und DD' die Direktrix ist; demx PF ist stets 
gleich PB. 

206. Soheitelgleichung. Da nur solche Gleichungen, 
die nicht auf den Mittelpunkt bezogen sind, für Kegelschnitte 
aller Gattungen (§ 145) gelten, so erweist sich unter den 
speziellen Gleiohnngsformen zu vergleichenden Betrachtungen 
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neben der E'okalgleichung die auf die Hauptachse und eine 
Seheiteltangente bezogene Gleichung als geeignet, die sog. 
Seh eitel gleichuiig. Sie lautet offenbar für die EUipse, wenn 
diese sich anf der positiven Seite der Tangente 1/ = befindet, 

Ü.^+|;_1_0 oder -J-2|+»-;-0, 
und für die Hyperbel, wenn y — den positiven Ast berührt, 
Ü±,'')'_|;_1_0 oder J + 2i-»;_0. 
Führen wir durch fe* = ap nach § 198 den Linearpara- 
meter j) ein, so sind die Scheüdgleiclmnqen der Zentralhtrven 

Demnach ist das Quadrat der Ordinate in der Ellipse kleiner, 
in der Hyperbel großer als das Rechteck aus der Abszisse 
und der im Brennpunkt halbierten Sehne 2p. Wir werden 
im nächsten Kapitel zeigen, daß in der Parabel diese Größen 
gleich sind. Auf Grund dieser Eigenschaften sind die Namen 
Ellipse, Hyperbel und Parabel zuerst gegeben worden,'^) 

Dieselbe Gleichungsform bleibt offenbar auch noch 
bestehen, wenn wir sie auf einen Durchmesser und di 
Tangente in einem seiner Endpunkte beziehen, jedoch 
dann h'^ : a' nicht die durch den Brennpunkt gehende Ordi 
nate (§198,3). 

207. Zuweilen kann man die Kurve mit Vorteil auf die 
Tangente und die Normale in dnem Kurvewpunkt als Koordi- 
natenachsen beziehen. Damit die a:-Achse die Kurve in zwei 
vereinten Punkten schneide, muß a^^x^-{- 2a^^x + «33= ein 
Quadrat, also o,^^=a^^a^^ sein. Der Berührungspunkt ist 
der Kulipunkt, wenn (»33 =^0, ako auch «js = ist. Die 
Gleichung hat so die Form: 

B. 1) Die Hypotenuse, der einem Kegelschnitt eingeschriebenen 
re^iwinkUgen Dreiecke von gegebener G-egenee}ce gehen durch einen 
festen Pmikt in der Normale dieser Ecke. 

Ist Ax^ + 2 Bxif + Gtf^ ^ die Gleichung eines Linieapaares, 
so multiplizieren wir diese Gleichung mit Oj^, die der Kurve im 
Text mit A, subtrahieren und erhalten 

2(«,,A - a^,B)x!f+{a,^A - a,,0)i,^+ 2a,^Ai^ = 
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als {§ 40) die Gleiehimg einer durch die Scimittpuntte des Linien- 
paares und des Kegelsclinittes gehenden Kurve. Aher dieselbe 
kann in ^ = und 

2(a^^A — ai^B)x +{«23^ — «11^')«'+ 2%^ = 
zerlegt werden; daher muß diese letzte die Gleichnng der die 
Endpunkte der gegeberLen Linien verbindenden Sehne sein. Der 
Punkt, in welchem diese Sehne die Normale, d. h. die jz-Aehse, 

schneidet, ist bestimmt durch seine Ordinate 2/(1= — -^^ -r- 

Wenn aber die Geraden rechtwinklig sind, ist C= — Ä {§ 87), 
der Abschnitt in der Normale also konstant und gleich 

«'0=- 2as8K«u+ <%)■ 

Für den Kreis ist y^ dem Kadius gleich, d. h, die Hypo- 
tenuse geht durch das Zentrum, für die gleichseitige Hyperbel ist 
y^f unendlich groß, d. h. die Hypotenuse ist immer der Normale 
parallel. Wenn man daher durch einen Punkt der gleichseitigen 
Hyperbel zwei zueinander rechtwinklige Sehnen zieht, so ist die 
von ihm auf die Verbindungssehne ihrer Bndpunkte geffillte 
Normale die Tangente der Kurve. 

Der Beweis zeigt aber aueh, daß dieser Satz allgemein wahr 
ist, sobald C : A konstant ist. Zieht man also durch einen 
Eurvenpunkt Gerade, die mit der Normale Winkel bilden, für 
welche das Produkt der trigonometrischen Tangenten konstant 
ist, so geht die Sehne ihrer Endpunkte diu-ch einen festen Punkt 
der Normale. 

2) Wenn auf einer Tangente eines Kegelschnittes die kon- 
stante Strecke AB verschoben wird, welches ist der Ort des 
Schnittpunktes der von A und B am den Kegelschnitt gelegten 
Tangenten? 

Die Gleichung des Paares von Tangenten, weiche vom Punkt 
x'\y' an den auf die feste Tangente y = Q bezogenen Kegel- 
schnitt gehen, würde nach § 156 gefunden; für j/ = erhalten 
wir aus ihr eine quadratische Gleichung, deren Wurzeln nach 
der Voraussotaung eine konstante Differenz haben sollen. Der 
Ausdruck dieser Bedingung liefert die Gleichung des Ortes, 
welche sich durch y^ teilbar und dadurch auf den zweiten Grad 
reduziert erweist. 

Mit Hilfe derselben Gleichung würden wir auch den Ort 
des Schnittpunktes der Tangenten finden, wenn die Summe, das 
Produkt uäw. der in der Achse gebildeten Abschnitte gegeben wHre. 

208. Wir schließen liier einige auf die FoJcaleigenschaßen 
der Kegelschnitte bezügliche Aufgaben und Sätze an und for- 
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dem den Leser auf, die fehlendea Beweise zu entwickeln. 
Die Beispiele 15) bis 20) illuetrieren die Anwendbarkeit der 
Methode der exzentrischen Anomalie (§ IT3). 

B. l) In einem Kegelächnitt ist der Brennstrahl eines jeden 
Punktes gleich der bis zum Schnitt mit der Tangente am End- 
punkt der Brennpunkts Ordinate verlängerten Ordinate des Punktes. 

2) Vom Brennpunkt eines Kegelschnittes ans werden gegen 
die Tangenten desselben unter gegebenem Winkel gerade Linien 
gezogen; man soll den Ort ihrer Fußpunkte bestimmen. 

3) Die. Geradon, welche je einen Brennpunkt mit dem Fuß- 
puhkt der Normalen vom anderen Brennpunkt auf eine Tangente 
verbinden, schneiden einander in der entapre eben 3 en Normale des 
Kegelschnittes und halbieren sie. 

4) Die Fokalpol argleichnng der Sehne, welche die Punkte 
von den Anomalien ci-\- ß, a — ß verbindet**), ist 

^ = e cos # + seo |5 cos (ö — o) (§ 44, H). 

5) Die Fokalpolargleichung der Tangente in dem Punkt von 
der Anomalie a lautef") 

~ = e cos # -(- cos (» — «). 

6) Die Halbierungslinien der Winkel, welche die Brenn- 
strahlea eines Pimktes mit der Hauptachse bilden, und die Tan- 
gente der Kurve in diesem Punkt schneiden sich in der Seheitel- 
tangente der Hauptachse. 

7) Geht eine Sehne PF' eines Kegelschnittes durch einen 
festen Punkt 0, so ist tan l FFO ■ tan ^ P'FO konstant. 

Wir gehen einen einfachen geometriscben Beweis dieses 
Satzes;**) einen analytischen liefert die Gleichung in 4). Denken 
wir irgendwo in PF' (Fig. § 204) einen Punkt genommen, 
und sei FO das c'fache der Entfernung von von der Direktrix; 
so gelten, da die Entfernungen von F und von der Direktrix 
KU FD und OD proportional sind, die Gleichungen 

FF^ FO^_e^ s in J-DF sin PDF _ e 

FD' OD ~ e' "sin PFD ' sin OFD ~ e'* 

Also nach § 204 cos OFT : cos FFT = e:e', oder, weil (§ 203) 

FFT die Hälfte der Summe und OFT die Hälfte der Differenz 

der Winkel PFO und F'FO ist, 

tan 1 FFO ■ tan i F'FO ^{e- e') : (e + e'). 
Das Produkt dieser Tangenten bleibt konstant, wenn einen 
Kegelschnitt durchläuft, der mit dem gegebenen Brennpunkt und 
Direktrix gemein hat. 
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8) Untn vielchet Bedtnffung smd swei Funkle ^ 1 1/', a^' | y" 
die Endpunkte einet Fohcäselme^ 

Die Bedingung kann in verschiedenen äquivalenten Formen 
tLusgedrüekt werden, lon denen jedoch zwei vorzfiglicli brauch- 
bare dadurch erhalten wfrden, daß man ausdrückt, es sei 
d'' ~ ^ -{- 7t, fui &',&" ah die Anomalien dieser Punkte. Die 
Bedingungen sm ^' = — sm O', cos &" = — cos O' gehen hez. 

^-3^^+73^ = 0' -^^ + fSel,r = 0, d.h. 
a(y'+y'')=<'.(xU!"+i^W)] 2ex'x"--(a + ce)(x'+x")-\-2ac = 0. 

9) Wenn in den Endpunkten einer Fokalsehne die lüormalen 
gezogen smd, so halbiert eine durch ihren Schnittpunkt der großen 
Ach'fe pardUel gezogene Rerade die Sehne.**) 

Da jede Normale den Winkel awischen den Brennstrahlen 
baJbiPrt, '^o lat der Schnittpunkt der Normalen der Kurve in den 
Endpunktpn emei Fokalsekne daa Zentrum des Kreises, welcher 
dem von der Sehne und der Verbindungslime ihrer Endpunkte 
mit dpm andeien Biennpunkt gebildeten Dreieck eingeschrieben 
ist Sind abei n, h, i die beiten eines Dreiecks von den Ecken 
x'\^, ic"|y, x"'\y"', so sind nach § 13,7 die Koordinaten vom 
Zentrum des eingeschriebenen Kreises 

_ ax'-\-b x-+ ex"' ___ ay'+by"+c y"' 

^- a+b + c ^~ a + & + e 

Im gegenwärtigen Fall sind die Koordinaten der Ecken x' | ?/, 
k" I y", — c I und die Längen der Gegenseiten bez. a -\- ex", 
« + ea/, ^a — ex' — ea^'. Daher ist 

4ai/ = (n + e'I) y" -K« -f ex") y' 
oder mit Hilfe der ersten Relation von 8) !/ = ^-(y' + ?/'), was 
den Satz beweist. (Vgl. § 192,3.) In derselben Weise findet man 
einen Ausdruck für x, welchen die zweite Relation von 8) redu- 
ziert auf 2ax =(a + ec)(x + x")- 2ac. 

10) Die VerbinduHoSlinie des bchnittpunktes der Tangenten 
in den Endpunkten einei Fol alsehne mit dem IsLhnittp mkt der 
<nt precbtnden Normilen ^eht duith den inderen Biennpuntt 
und ist die Hilhiernngshnie des Winkels dei Biennstiahlen der 
Endpunkte dei Sehne 

Man findet die Koordln^ten des Schnittpunkt ei der Tangenten 
analog wie m 9) weil dieser Punkt das Zeniium des Kreists ist, 
dei dem doit betrachteten Dreieck auf dei Außenseitp dei Basis 
eingeschrieben ist 

11 ) Der Ort des bchnittpunktes der Noimalen in den Enden 
nupi Fikalsebne ist Pin Ke£,ehch tt 
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Ist a\ß der Mittelpuiikt der Sehne, so ist nach 10) 

« = -I- (^' + ^') = "3V"c^'"' ß-Y(y' + y")=y- 

Und wenn die Gleichung des durck den Punkt a \ ß beschriebenen 
Ortes bekannt wäre, so würde durch die eben gewonnenen Sub- 
stitutionen die GleichiiiLg des durch x | y beschriebenen Ortes aus 
ihr abgeleitet werden (§ 192, 4j. Die Fokalpolargleichnng des 
Ortes, welchen der Mittelpunkt der Sehne beschreibt, ist aber 
nach § 198 _ i , j j,\ _ ->>' gc osg' 

r—i{*-r) - i~"iäco8'& ' 

oder in rechtwinkligen Koordinaten mit dem Zentrum als An- 
fangspvmkt b^a^ -f- a^ß^ ^ b^ca. Daher ist die Gleichung des 
gesuchten Ortes 

0>6>(j + o)>+ (»■+ c')y _ S'e(o>+ c')(i + c). 
12) Wenn d der Winkel zwischen den von einem Punkt P 
an die Ellipse gezogenen Tangenten ist, und )', r' die Brenn- 
strahJen von F bezeichnen, so ist 



cos ö = — 
Denn nach § 202 ist 

sinTPF- siniP^ = 



FT ■ F'T' 
PF ■ PJ-' 



man liat aber cos J'PF' - cos TPf 
= 2 sin yP,?- sin (PF, and 2rr' oos.FPi^ 

13) Wenn man die Längen der 
Tangenten PT, Pt' von P aus durch 
' und die Längen der zu den Tan- 
genten parallelen Halbmesser mit d, d' 
bezeichnet, so gilt die Relation 
ii' + dd' ^=rr'. 
14) Wenn man einen Punkt in der Ebene eines Kegel- 
schnittes mit den Brennpunkten F, F' desselben verbindet oder 
aus ihm an einen zu ihm konfokalen Kegelschnitt die Tangenten 
legt und die Schnittpunkte dieser Geraden mit der Kurve bez. 
durch B, B' ; S, S' bezeichnet, so ist 




OM ' 



OB' 



08 OS' 



'") 



Aus der quadratischen Gleichung, durch welche in § 144 
der Vektor bestimmt ward, geht hervor, daß die Differenz der 
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reziproken Werte der Wur^elE für solche Werte von * die näm- 
liche sein muß, für die 

^s eos^# — 2,4^5 cos » sin * + ^jj sin^ & (§ 161) 
konstanten Wert hat. Dies ist aber der Fall für irgend zwei 
Werte von '9', welche don Eiehtungen von Linien entsprechen, 
die gleich geneigt siad gegen die beiden Geraden 

Die betrachtete Funktion ist aber gleich Null für die iüchtungca 
der beiden Tangenten durch {§ 201) und Tangenti-n zu einem 
konfokalen sind gleichgeneigt gegen diese. Infolgedessen sind 
Sehnen, die einen konfokalen Kegelschnitt berühren, proportional 
den Quadraten der parallelen Durchmesser. (Vgl. § 2i7, 6.) 

15) Der Inhalt des Dreiecks von drei Normalen ist 

— jT- taa y (« — ^) tan l (ß — y) tan y (7 — «) 
X {siiff + r)+ mfr + «)+ m(« + f)}'; 
also schneiden sieh drei Normalen in einem Punkt, wenn 

■in (P + ,) + sin (, + «)+ sin (. + ß - ist») 

16) Welches ist der Ort des Punktes, in dem der Brenn- 
strahl FP den Kreisradius CQ schneidet? 

Bezeichnen wir P durch ^ \y', durch x\ii, so folgt aus 
den ähnlichen Dreiecken FON, FPM 

y ^ y _ __bsyay_ _ 

x^C a^ + C «(e + cOBq,) " 

Wir erhalten die Polargleichung des 
Ortes von 0, indem wir )■ cos tp für x, 
r sin g) fflr ä/ schreiben, als 




oder 

h e 

Demnach ist der Ort eine Ellipse, von welcher C der eine 
Brennpunkt ist, und man kann leicht nachweisen, daß der andere 
mit F zusammenfäUt (§ 198). 

17) .Die Normale des Punktes .P wird bis zum Schnitt mit 
CQ verlängert; der Ort des Schnittpunktes ist ein Kreis. 

Die Gleichung der Normale ist -^ - -^ -= c" (§ 1 8 3, s) ; 
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mit der vorigen Substitution g^ht dieselbe in (a — ö)r= c^ oder 
r — a + h über. 

Der Schnitt der Normale mit dei /u fQ aur Achse sym- 
metrischen Geraden y ^ — x tan <p ist analog dem Kreis vom 
Radius a — b. Die Normalen dei Ellipse können als Verbindungs- 
linien entsprechender Punkte dicici zwei Kieise betrachtet werden.^^) 

18) Man Keige, daß tan -|- PFC -= "|/(j-t ) ^^'^ i V i^t. 

19) Bilde die Orthogen alitätsbedingung von zwei Normalen 
und die Ortsgleichung ihres Schnittpunktes (§192,4). 

20) Wenn man vom Scheitel der Ellipse einen Strahl nach 
einem Punkt der Kurve und durch das Zentrum einer Parallele 
zu itim zieht, so bestimme man den Ort des Punktes, in welchem 
diese letzte die Tangente des Punktes schneidet. 

Die trigonometrische Tangente des durch den Strahl mit 
der Achse gebildeten Winkels ist ^ ;/:(»;' -|- s); daher ist die 
Gleichung der durch das Zentrum gehenden Parallelen 
1/ p' ^ 6 sin gi __ ?) 1 — cos 9 

~x ^ 3:' + a '~ a{l + Doa<f~) ~ a ~ü^q>""" 

oder ^ sin gi -}- ' - cos ip = - ; sonach wird der Ort des Schnitt- 
punktes dieser Linie mit der Tangente ■, sin q? -| — cos 5) ^ 1 
durch X = a repräsentiert, d. h. der fragliche Ort ist die Tangente 
am anderen Ende der Achse. 

Dieselbe Untersuchungsmethode bleibt anwendbar, wenn der 
erste Strahl durch einen beliebigen Punkt x' \ y' in der Kurve 
gezogen ward; man substituiert alsdann a' und h' für a und b, 
und der Ort ist die Tangente an dem diametral entgegen - 
gesetzten Punkt. 

Durch den nämlichen Punkt der Scheiteltangente gehen auch 
die Halbierungslinien der Winkel, welche die Brennstrahlen eines 
Punktes mit der 3; -Achse bilden. (6.) 

9 209. Kegelsclmitte als Mittelpunktsorte von Kreisen. 
OfPenbar kann man Punkte, deren Abstände von zwei festen 
Punkten ±c\0 konstante Summe oder Differenz 2«^ 2c 
haben, dadurch erhalten, daß man um den einen Punkt einen 
Kreis vom Radius 2a beschreibt und die Mittelpunkte von 
Kreisen sucht, welche den gegebenen berühren und durch 
den zweiten festen Punkt hindurchgehen. Dies führt auf 
einen Zusammenhang der Lehre von den Kreissystemen in VII 
mit den Orten zweiten Grades. 
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Der Cht der Mittfl^n^te aller Kreise, welche swei feste 
Kreise G, G' unter norgeschnebeneii Winkeln 0, a' schneiden, 
ist ein Kegelschnitt (§ 132) Nehmen wir die Zentrale von 
G, G' ala :c-Achse, ihre Mitte als Nullpunkt, so seien ± c | 
die Mittelpunkte, p, p' die Eadien von G, G'. Alsdann schneidet 
ein Kreis vom Zentrum a \ ß und Radius r die Kreise G, 
bez. G' unter dem Winkel 6 bez. 0', wenn 

(ffi - cf +ß'^r'+Q^- 2rp eos e 
(a + cy+ ß^=r-'+ e'^— 2rp'cos ö' 
Dan Ort von « j ß erbalten wir durch ElimiEation von r aus 
diesen Gleichungen. Nun ergibt aber Subtraktion 
4co; = p'^— p^— 2j'(p'cos e' — q cos 6), 
d. h. r als eine lineare Funktion von a. Also liefert die Sub- 
stitution derselben in eine der Relationen in der Tat eine 
Grleichtmg zweiten Grades in ß j (3. 

Lassen wir inabesondere die festen Kreise von dem be- 
weglichen berührt werden, d.h. nehmen entweder 
cos 6 ~ cos e' = ± 1, oder cos 6 — — cos ö' = + 1 (§ 134j, 
so werden die Eliminationsresultate leicht auf die Formen 
gebracht 



m' M- 



Der Ort der Mittetpunhle der Kreise, weteÄ« Si< 
Grundlereise gleichartig, to. ungleichmiig heriihren (§ 133), ist 
ein Kegelschnitt, der die Zentra der Grundkreise m, Brenn- 
punkten und die Differenz lies. Smnme ihrer Sadien zw 
Uav^aehse hat. 

Der Kegelschnitt ist eine Ellipse oder eine Hyperbel, 
Je nachdem p + p' > 2c oder p =F p' < 2e ist, also sind 
genau nach § 120 die drei Lagen der Grundkreise zuein- 
ander zu unterscheiden. Die beiden Serien von Berührungs- 
kreisen erzeugen zwei Ellipsen hes. gwei Myperbdn, wefm die 
Grundkreise ein- bes. aussdiließend liegen; wetm die Gnmd- 
kreise sidt aber reell schneiden, erzeugen die gleich- bez. ungleich- 
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artig b&rährmdm Kreise eine Hyperiel bes. eine Ellipse. Die 
Kegelscbititte gehen natürlich durcli die Schnittpunkte P, P' 
der Gruadkreise G, G', da dieae die Zentra der berührenden 
NulLkreise sind. Also können für Jeden Kegelschnitt die 
(irundkreise dieser ErKeugung in unendlich vielen Paaren 
gewählt werden. 

Ein Kreis entsteht nur aus konzeutriseheu Gfrundkr eisen, 
eine ghichseiUge Hyperbel aus Gfrundkreisen mit zueinander 
rechtwinkligen gemeinsamen Tangenten. Denn das Äsym- 
ptotenpaar des Kegelschnittes ist offenbar stets zu den Paaren 
gemeinsamer Tangenten normal (§ 129). Für die Spezialfälle 
bemerken wir nur: Gleiche Grundkreise erzeugen ihre Radikal- 
achse, sich berührende Grundkreise ihre Zentrale anstatt des 
einen Kegelschnittes; wenn ein Grundkreis den Radius Null 
hat, so entsteht nur ein Mittelpunkts ort. Weiterhin (§ 224) 
werden wir sehen, daß eine Parabel erzeugt wird, wenn einer 
der Grundkreise eine Gerade wird. 

4: 210. Fokalgleiohuug in Linlenkooräinaten. In der 
Lehre von den Brennpunkts eigenschaften werden sich weiter- 
hin die Linienkoordinaten zur Behandlung der Probleme als 
geeignet erweisen. Die mtf einen Brennpunkt als Anfangs- 
punkt bezogene Gleidmng eines beliebigen Kegelschmües in 
Limienkoordinaten hat die charakteristiscke Gestcdt der Gleidiung 
eines Kreises in Ptmkäcoordinaien , d. h. es ist in der all- 
gemeinen Gleichung des §163^^1 = ^2,^1^ = 0. (Vgl. §102.) 
Transformieren wir zunächst die Achsengleichung (*^|^+6^ij^=l 
(§ 181) unter Beibehaltung der ^- Achse zu c|0 als Null- 
punkt, so lauten die vermittehiiien Substitutionen der Linien- 
koordinaten j., , 

l-T-_V i-T-;r (S'5> 

In der Tat ordnet man das Transformationsresultat wegen 
c^=, a^zf Jä ig^ßjit 2Q folgender Fokalgleichtmg in Idnien- 
koordinaten , . v a / „ \ a 

Einer Drehung des Achsen Systems um den Brennpunkt gehört 
eine Substitution in Linienkoordinaten zu, die linear und 
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homogen ist. Bezogen auf Achsen, die cm den Winliel * 
gedreht sind, lautet die Gleichnng analog 

(|±-|-.co.»)"+(, + i.i.*)'^(-i.)'. 

Das Charakteris tische dieser Gleichungsformen ist die 
Reduktion der Glieder zweiten Grades auf ^^ + -yf. Setzt 
man dieselben für sich gleich Null, so stellt ^^+7/^=0 die 
beiden absoluten Ricbtungea dar (§ 58), £'ür unendlich große 
Werte von i, ' i] ist die linke Seite auf diese ihre hÖcbstea 
Terme reduziert, also haben die Tdngenten aus dem Brenn- 
punkte die absoluten Riehtimgen, m direKtei Bestätigung 
der allgemeiupu Definition des ^ 195 

B. 1.) Die Enveloppe emer Geiaden, deien Abstände von 
zwei festen Punkten kunstaates Piodukt haben ist ein Kegel- 
schnitt mit diesen Punkten als Biennpunkten (^ 302). 

Sind +c|0 die festen Punkte, so ist das Produkt der 
Distanzen von dei <Teraden % \ ij positiv odei negativ, je nachdem 
die Gerade die Punkte auf derselben oder auf verschiedenen 
Seiten hat; also setzen wir (§ 76) 

±^'=^.itt.Ä^; somit (±b^-F.^)|^ ±6V= 1- 

Da flii- ^ = 0, ^ = bez. ±6%^^!, (±0^+ c*)|*=l werden, 
schneiden die zur x- bez. (/-Achse parallelen Tangenten der 
)/- bez. cc-Achse in den Abständen 



und c ist somit die Fofcaldistanz ; usw. 

2) Die Brennpunkte seien aus der allgemeinen Zenh- 
SU hestimmen.^^) 

Ist in rechtwinkligen Koordinaten 

%1^^-f 2aj^xy + «322/^ -1- a^s= 
gegeben und sind die Koordinaten des einen Brennpunktes X [ Y, 
so sind die des anderen —X\~Y. Die Gerade |ä: + t;;/ + 1 = 
ist nach 1) Tangente, wenn 

(1 -I- I Z -I- 7, Y) (1 ~ |X - ,, r) = ftä(|^ + j)^) 
oder ^\X^-Tc)+^^(Y^-'k)+ 2^iiXY+ 1 = 0. 

Anderseits ist die Tangentialgleichung des Kegelschnittes 
«39 («33 ^^ -t- «11^^—2 »lä ^ l) + «i/ — »11 «sa = ''■*■ 
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Damit die beiden Bedingungsgleicliungeii für 1 1 tj identisch seien, 

™^ x''-k ^^ r'-k ^ -XY_ _^ ^^.^ 

«äB <*il "i? »ia'-«ii«aa 

Somit sind die Brennpunktsltoordinaten aus den Gleichungen 
zu bestimmen x^- Y' o XT 

d. b. die Brennpunkte sind die Schnittpunkte zweier gleichseitigen 
Hyperbeln (§ 179). Auch können wir ^* ermitteln aus dem 
Elimination sresultat von X\ T, das äquivalent ist mit 

Durch Vergleich mit § 184, 4 erkennt man aber die beiden 
Wurzeln k^ als die Quadrate der Halbachsen. Der einen Wurzel 
entspricht das reelle, der anderen das imaginäre Brenn- 
punktepaar. 

Mittelst einer Paralleltransformation kann die Eronnpunkta- 
bestimmung auf die allgemeine Gleichung zweiten Grades über- 
tragen werden. 

3) Wenn ein rechter Winkel sieh so bewegt, daß sein 
Seheitel einen Kreis besehreibt, während der eine seiner Schenkel 
durch einen festen Punkt geht, so umhüllt der andere Schenkel 
einen Kegelschnitt, der diesen Punkt zum Brennpunkt und den 
nach ihm gehenden Kreisdurchmesser zur Hauptachse hat 
(§ 203). 

Mit dem Mittelpunkt des Kreises als Anfangspunkt und dem 
Durchmesser des festen Punktes als a;-Achse hat man für einen 
Punkt x^y des Kreises und die ihn enthaltende Tangente der 
Enveloppe 3 , ^ s ^ , , , /, 

Aus dem Produkt = — t der Tangenten der Winkel, welche 
diese Tangente und die auf ihr im Punkt x | y normale Gerade 
durch den festen Punkt + cjO mit der ic-Ächse bilden, folgt 

somit durch Einsetzen in die erste Gleichung die Enveloppe 

Nun ist l^r^ -|- i}^ (r^ ~ c^)= 1 eine Ellipse oder Hyperbel, 
je nachdem r ^ c; es ist für c ^ der gegebene Kreis und für 
c = r das Paar seiner Durch messerendpimkte. Der sich ab- 
sondernde Pattor i^+ 1)^=0 sagt wegen ^ ^ ± iji und also 
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auch a: = + i aas, daß die Terbindungslinien des fes 
mit den imaginären Kreispunkten Tangenten der Enveloppe sind 
(§ 58). Somit ist der feste Punkt Brennpunkt des Kegel- 
sebaittes — wie auch der zu ihm symmetrische. (Siehe §§ 277, 310.) 

4) Die Sehne, welche ein um seinen Scheitel sich 
drehender konstanter Winkel S zwischen zwei festen Geraden 
li [''Ji' ^a I ^2 spannt, umhüllt einen Kegelschnitt vom Brenn- 
punkt 0. 

Mit y ^ m^x^ y = m^x als den Schenkeln des sich drehen- 
den Winkels liat mau (l -|- iw^Mj) tan J == m^ — »%; und da die 
Tangente | j j; der Enveloppe, die Geraden li | tJi und j/ = m, a:, 
ehenso 'i\t\, In I fa ""^^ y =- m^x je durch einen Punkt gehen, 
so folgt _ g,-e ^ ^ ^ li-g . 

1 1]-% ^ 1J-I5 ' 

i ('J - ^1) {'n - %) + (li - §) (i. - ^) I tan Ü 

Weü § = £1, 1) = % und ^ = ls, i( = -»lä die Gleichung erfüllen, 
so lind die gegebenen Geraden seibat Tangenten der Enveloppe. 
Man diskutieie die speziellen Pälle ^ = 0, ^ = 90", 5 = 45'', 
5 gleich dem 'Uinkel der festen Geraden; li!%, ia I % als ortho- 
gonü und als puallel zueinander; endlich |j = % = 0. 
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Elftes Kapitel. 

Die Parabel. 



211. Durchmeasergleich-ung der Parabel. Die Gleichung 
zweiten Grades repräsentiert (§ 145) eine Parabel, wenn 
([^jö;^2= a^^ ist, oder die ersten drei Glieder ein vollkommenes 
Quadrat bilden, also die Gleicimng die Form bat 
{ax + ^yf + '2a,^x + So^^j/ + «J^a - 0, 

Diese Gleichung können wir für einen endlieben Koordi- 

natenanfang nicht so transformieren (§ 147), daß die Koeffl- 

ienten von x und y beide verschwinden. Die Form der 

Gleichung leitet jedoch sogleich zu einer anderen Methode, 

lu vereinfachen. 

Die linearen Funktionen ax + ßy und 2a^^x + 2a^^y + a^^ 
,nd KU den senkrechten A.bständen des Punktes x \ y von den 
durch ax + ßy'^O und 2a^^x + 2as^y + a^^ = 

repräsentierten Geraden proportional. Wenn wir also die 
beiden Geraden konstruieren, so drückt die Gleichung der 
Kurve aus, daß das Quadrat des Abstandes eines Punktes 
der Kurve von der ersten Geraden in einem konstanten Ver- 
hältnis zum Abstand von der zweiten steht. 

Wenn wir nun durch Transformation die erste Gerade 
zur neuen «-Achse, die zweite zur neuen y-Achse machen, 
so erhält die transformierte Gleichung die Form y'^='2p'x, 
weil die mit x und y bezeichneten linearen Polynome den 
senkrechten Abständen eines Punktes von den neuen Koordi- 
natenachsen proportional sind. 

Offenbar ist der neue Anfangspunkt ein Punkt der Kurve, 
und, weil wir für jeden Wert von x zwei entgegengesetzt 
gleiche Werte von y erhalten, ist die neue a;-Ächse ein Durch- 
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die neue «/-Aelise aber parallel zu seinen Ordiiiaten 
(§ 148). Aber die Ordinate eines Durclimesaers in seinem 
Endpunkt ist (§ 155) eine Tangente der Kurve, die neue 
y-Achse somit die Tangente der Kurve im Nullpunkt. Also ist 
die Gerade ax + ßy =^ der durch deu Anfangspunkt der 
Koordinaten gehende Durchmesaer, und Sojj« -|- 2öjj^+ «53= 
die Tangente der Kurve in dem Endpunkt desselben. Die 
Gleichung der Parabel, belogen auf einen Durchmesser und die 
Tangente im EndpunU dessdhen als Achsen, ist von der Form 
«/'= 2p' X. 

212. Scheitelgleiehung. Obgleich, wir so die öleichung 
der Parabel auf eine wirklich einfache Form bringen, so sind 
doch unsere neuen Achsen im allgemeinen nicht rektangulär. 
Allein es ist auch möglich, die Gleichung unter BeibehaUung 
von rehtangtäären Achsen in diese Form su 'bringen. 

Fähren wir eine willkürliche Konstante Ic ein, so wird 
die Gfieichung («a; 4- ßyY + 2%gj/ + '^'hnV + '"sb =" mit 
{ax + ^y + ky+ 2(a,, - «l)x + 2{a^, - ßk)y + a,, - h'= 
äquivalent gefunden. Also ist nach dem letzten Paragraphen 

(sa; + |3i/ 4- ft==0 
die Gleichung eines Durchmessers und 

2(ai3 - ah)x + 2{a^^ - ßh)y + «33 - P= 
die der Tangente in seinem Endpunkt. 

Nun ist die Bedingung, daß diese beiden Geraden zu- 
einander senkrecht sind (§36), «(«jg — ßfc) + /3(a33— j3fc)^0. 
Also erhalten wir eine lineare Gleichung zur Bestimmung des 
besonderen Wertes von ?£, welcher die neuen Achsen, rektangulär 
macht, nämlich ^^ +ß<k 

*~ "Hf "' 
Somit gibt es nur den einen Durchmesser 

(«' + /S') («I + M + («o„ + ßa„) - 0, 
der seine Ordinaten senkrecht schneidet (vgl. § 151). 

Dieser Durchmesser wird die Achse, sein Endpunkt der 
Scheitel der Parabel genannt. Die in rechtmnMigen Koordinaien 
interpretierte Gleichwng von der Form 
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ist also die auf Achse %md Scheiteltangenie bezogene Gleichung 
einer Parabel, ihre Scheüelgleickung. 

Man neimt den einzigen Koeffizienten j)' dieser reduzierten 
Gleiehnngsform den Linearparameter des zur ^k- Achse gewählten 
Dnrchmessers, speziell den auf die Achse bezogenen Parameter 
p der Scheiteigleichnng den Saup^arameter (vgl. § 206). 

213. Transformation zur Soheitelgleieliung. Die in reeht- 
TFinkligen Koordiuateu interpretierte allgemeine Gleichung kann 
auch durch direkte Transformation derselben auf die Form 
y^ = 2px reduziert werden. Zur Transformation sind nach- 
einander eine Verschiebung und eine Drehung der Achsen an- 
zuwenden (§ 9), wobei die Reihenfolge an und für sieh für 
das Resultat nnweaeatlich ist. Im Gegensatz zu dem Ver- 
fahren der §§ 164, 165 bei Zentralkurven können wir durch 
eine ParaUelversehiebung die Terme mit x und y nicht weg- 
schaffen. Daher führen wir zunächst eine Drehung ans, nra 
die Glieder zweiten Grades zu reduzieren und wählen deshalb 
die Gerade ax + ßy ^=0 und ihre Normale ßx — ay =^ zu 
neuen Achsen y' — und a/ ^ 0. Daim haben wir, weil x' 
bez. y' die Abstä^nde eines Punktes von den neuen Achsen sind, 

mit der Abkürzung a^-j- ß^ = y^ lauten daher die Trans- 
formatiousform ein 

yy' = «X + ßy, yx' = ßx — ay, 
yx=.ct^+ ßx', yy = ßy' - ax'. 
Durch diese Sabstitutionen geht die Gleichung der Kurve in 
/yä^ 2(ffljä|5 - a^^a)x' + S^a + a^3ß)y' + ya^^^ 
über, oder kommt durch Drehung der Achsen auf die Form 
a\^y^ + ^"'13^ + ^a'^gj/ -f- «'gg^ 0, 
Gehen wir zu parallelen Achsen durch einen neuen An- 
fangspunkt x^\y^ über, so gibt die Substitution a: + 3:(| | «/ + )/„ 
für X \ y 
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Durcli diese Transformatioii wird der Koeffizient von x nicht 
geändert, kann also auch nicht anf Null reduziert werden. 
Dagegen können wir %|i/o ^^ bestimmen, daß der Koeffi- 
zient von y und das absolute Glied verschwinden, so daß die 
Gleichung auf die Form y^ = 2px gebracht ist. Die ent- 
sprechenden Werte der Koordinaten des ä 
Anfangspunktes sind 



^*' °^ ~ ^' ^"^ '" 2a'.,a'„ 
und der Wert des Hauptpmameters lautet 

B. l) Der Hauptparameter der Parabel 
9a:^+ 24iBj/+ 16)/^+ 22a; + i^y -f- 9 = ist ^ = -|- 
Wir erhalten zuerst nach § 212 Ä = 5. Dann kann die 
Gleichung iu der Form (3a; + 4«/ + 5)^= 2 (4a; — 3)/ + 8) ge- 
schrieben werden. Für x' bez. ?/' als die Entfernungen eines 
Punktes von 4ic — 3«/ + 8 = 0, bez. 3a; -)- 4)/ + 5 = ist dann 
5y = 3a! + 4)/ + 5, 5a;' ^ 4a; -— 3;/ + 8, ^md die Gleichung 
kann geschrieben werden J/'^^-f-a;'. 

Das Verfahren des jetzigen Paragraphen fordert die Trans- 
formation zu 

3a; + 43/ = 0, 4a; — 3i/ ^ als Achsen. 
Dadurch erhält man 25)/'^ -|- 50«/' — 10a/ +9 = oder 

25 (y+ 1)^= 10a;'+ 16, 
welches in y^^|-a:' übergeht, wenn man zu parallelen Achsen 
durch — -|- 1 ^ 1 transformiert. 

2) Der Parameter der Parabel 



ab 



+ 1---^-^+'^-^ ^^^P = 



Der Beweis entspringt auch aus § 198,1 und der Eigenschaft 
der Parabel, daß das Perpendikel aus dem Schnittpunkt von 
zwei zueinander rechtwinkligen Tangenten auf ihre Berährungs- 
sehne den Brennpunkt liefert. 

3) Wenn a und b die Längen zweier Tangenten einer 
Parabel sind, welche sieh rechtwinklig schneiden, und m die 
Hälfte des Parameters ist, so ist 
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214. Wenn die ursprünglichen Koordinatenachsen schief- 
winklig sind, so wird die Gleichung zunächst noch wie in 
§ 213 reduziert, indem man die Gerade ax -\- ßy = und 
ihre Normale {ß — a cos ra) a; — (k — /3 cos m) ^ = zu Achsen 
-wählt. Für f=a^+ß^— 2aß cos m 

werden die Transformationsformeln nach g 37 
■yy' = {ax -^ ßy) sm. m, yx' ^{ß — a cos co) x — (a ~ ß cos co) y; 
also yx sin (D = (k — j3 cos at) y' + ß^ sin m, 

f-y &mia —{ß — tt eos w) y' — axJ sin ca. 
Durch diese Substitution wird die Gleichung zu 
)'Y^+ 28in*ea(%si3 — «23a)ic'+2sina)|%s(K— ^eo3B))+öi23(/3— «cosoj)]*/' 

Die Transformation zu parallelen Achsen geschieht ganz 
wie in § 213; der Hanptpararaeter ist 

Selbstverständlich bewahren die beiden Ausdrücke des 
§ 167 auch hier ihre Unveränderlichkeit. Die eine hat den 
Nullwert %, i%g— aja^=0 als Bedingung der Parabel, die 
andere ist y^: sin^to, wovon man sieh sofort überzeugt, wenn 
man die transformierte Gfleichung durch y sin^ a dividiert. 

B. Der Hauptparametor von 

"■ «' ^ »■ • » ^ (■.■+6-+2.Sco,.)|- 

215. Earallelenpaar. Wenn in der Originalgleichung 
([j3j5 = ag3a ist, so verschwindet in der transformierten Glei- 
chung des § 213 der Koeffizient von x. Die Gleichung 

«'3gi/^+2a'gj^-Kß'Bg=0 
repräsentiert zwei reelle zusammenfallende oder imaginäre 
zur neuen a^-Ächse parallele Gerade. In der Tat ist in diesem 
Falle die allgemeine Bedingung D =- (§ 59) erfüllt, unter 
welcher die Gleichung vom zweiten Grade ein Linienpaar 
darstellt. Denn, schreibt man diese Bedingung in der Form 

und setzt für «u, 0^, a.^^ bez. k^, aß, ß^ ein, so ver- 
schwindet die Unke Seite der Gleichung, während die rechte 
auf (a^^cc — aj^sß'f reduziert wird. 
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Indem man die Bedingung cig^a = a^ß in den gleich- 
bedeutenden Formen a^^a"^ a^^aß, «a3«/5 = %a(3^ schreibt, 
erkennt man: Die allgemeine Gleichmg stveiten Grades stellt 
ein FaraUelmpaar dar, wenn außer «i3*=«iiaa2 ^iffleieh ent- 
weder «11053= «laffis oder 0^1^13'^ 'ht'hi ^^■ 

Dieses Parallelenpaar kann daher als der Grenzfall einer 
Parabel angesehen werden, für den Fall, daß ihr Scheitel in 
unendliche Entfernung rückt. Wirklich kann die zerfallende 
Gleichung zweiten Grades ein Linienpaar vom Winkel Null 
nicht anders ergeben (§ 55), als wenn sie die Bedingung der 
Parabel erfüllt. Ebenso ward in § 164 das reelle bez. imagi- 
näre Linienpaar mit endlichem Doppelpunkt als Grenzfall der 
Hyperbel bez. Ellipse für den Fall der Achsen Null erkannt. 

216. Gestalt der Paratel. Aus der Gleichung «/^^ 2pa; 
können wir sogleich die Gestalt der Kurve erkennen. Sie ist 
in bezug auf die «-Achse symmetrisch, weil jeder Wert von a; 
nur y^ liefert; kein Teil von ihr kann auf der negativen Seite 
der i/-Achae liegen, weil y für negative Werte von x imaginär 
wird. Wenn wir aber dem x beliebig wachsende positive 
Werte gehen, erhalten wir auch unbegrenzt 
wachsende Werte für y. Also ist die Gestalt 
der Kurve die hier dargestellte, wo ihre kon- 
kave Seite gegen diepoaitiveAehsegewendetist. 

Die Konstruktion der Kurve liegt in der 
Gleichung: Man trägt anf der negativen 3:-Ächse 
von Y ans die Länge VQ = 2p ab, dann 
schneidet der Kreis, welcher QM zum Durchmesser hat, auf 
der Scheiteltangente die Längen der Ordinaten MF der zu VM 
als Abszisse gehörigen Punkte ab. 

Obgleich die Parabel der Hyperbel darin gleicht, daß 
sie unendliche Äste besitzt, so besteht doch eine wichtige 
Verschiedenheit zwischen der Natur der naendliehen Äste 
der beiden Kurven. Die der Hyperbel strebten nnahlässig, 
mit zwei divergierenden geraden Asymptoten zusammenzufallen 
(§ 178). Dies gilt aber nicht für die Parabel, weil wir für 
die Bestimmung der Punkte, in welchen eine Gerade x = 'ky~\-l 
die Parabel y^=2px sehneidet, die (quadratische Gleichung 
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if — 2phy — 2pl = erhalten, deren Wurzeln nie beide un- 
endlich sein können, solange !c und l endliche Werte haben. 
Daher gibt es keine endliche Gerade, welche, die Parabel 
in zwei zusammenfallenden Punkten im Unendlichen schneidet, 
d.h. keine Asymptote; denn irgend ein Durchmesser y — m, 
welcher die Knr^^e allerdings in einem unendlich entfernten 
Punkte schneidet (§ 149), trifft sie doch auch in dem Punkte 
2px =^ m'. Der entsprechende Wert von x wächst mit in 
und wird erst mit m unendlich, d. h, nur die unendlich ferne 
Gerade berührt die Parabel im Unendlichen (§ 145). 

217. Kontinuierliche Geetaltsänderung. Die Gestalt der 
Parabel wird dadurch besonders klar erkannt, daß wir sie 
aus den Gestalten der Ellipse und Hyperbel hervorgehen 
lassen können, gemäß folgen- 
dem Satze; Wenn von einer 
EUipse oder Hyperbel ein 
Sckmtd und em BrennpunM 
gegeben sind, wahrend ihre große Achse als tmbegremt wacksend ge- 
dacht wird, so nähert sich die Kurve fortwährend mehr der Paräbd. 
Die Scheitelgleichnng der Ellipse bez. Hyperbel ist 
f^^[2x+''^) (§206). 
Da wir die Entfernung VF = m als unveränderlich voraus- 
setzen, so haben wir b durch a und m auszudrücken, nämlich 
aus ±m = a — -[/(es* + i^) (§ 193), also i^ = 2«)» T '«*; da- 
durch wird die Gleichung 

;,'-(2,»t"') (2«T^)' 

Lassen wir nun a unendlich groß werden, so verschwinden 
alle GKeder rechts bis auf 2m ■ 2x und die Gleichung redu- 
ziert sich auf y^ = 4:mx, d, i. die Gleichung einer Parabel 
vom Hauptparameter 2 m. 

Eine Parabd kann somit als eine ElUpse oder Hyperbel 
betrachtet werden, deren Exzentrizität = 1 ist; denn in dem 
Werte e^ = ) ^ — ^ verschwindet —,> der Koeffizient von x^ in 
der obigen Gleichung, wenn wir a unbegrenzt wachsen lassen, 
und endhch wird e^= 1. 
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Somit entsteht aus swei ZentraUeegelscknitten beider Gat- 
tungen dwch kontinuierlwhe Gestalisänderu/ng eine Parabel als 
gemeinsame Grendage. So gehen Ellipsen und Hyperbeln 
darcb Vermittelung der Parabeln stetig ineinander über und 
die großen gestaltliclien Unterschiede der Kegelschnitte er- 
scheinen als stetige Uniformongen eines einheitlichen Typus. 

218. Tangente, Die Gleichung der zwei Punkte der 
Kurve Teibindenden Sehne ist (§ 154) {y—y'){y~y")^y''--'^px 
oder {y -\- y")y ^2 px + '^y" . Für y=i/' wird wegen \f^=2'poß 
die Gfleichimg der Tangente 

j,'j,=ß(a: + 3/). 

Für den Schnittpunkt der Tangente mit der Achse ergibt sich 
x = ~3! oder YM. ==TV. Die Suhtangmte TM der Parabel 
wwä im ScheÜel halbiert. 

Da die Durchmesser gl eichung der Psirabel für schief- 
winklige Koordinaten die Form y^~ 2p'as behalt (§ 211), so 
bleiben auch die Gleichungen der 
Sehne und 'I'angente unverändert, und 
die Subtangente ist auch dann noch 
das Doppelte der Abszisse, gemessen 
zwischen Dnrchmesserendpuukt und 
Ordinate des Berührungspunktes. 

Dies gibt eine einfache Methode, 
in irgend einem Punkt der Parabel 
ihre Tangente zu ziehen, weil wir 

nur in der Achse TY = VM zu nehmen und PT zu ziehen 
haben. Nachher können wir auch die irgend einem anderen 
Durchmesser entsprechende Ordinate des Punktes bestimmen, 
weil wir nur Y'M' = T' Y' zu machen und PM' zu ziehen 
haben, wae zur Tangente in Y' parallel ist. 

219. Zuaamm e nhan g der Linearparameter. Wir können 
nun die Scheitelgleiehung y^^2pw durch wirkliche Trans- 
formation auf einen Durchmesser und die Tangente in seinem 
Endpunkt als Achsen in der Form y^^2p'x beziehen, und 
zugleich die Abhängigkeit der Linearparameter j)' untereinander 
erkennen. 
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Die GrIeicLiang j/^ = 2px wird durch Transformation zu 
parallelen Achsen durch einen Punkt a/]«/ der Kurve, indem 
wir X + x"i y ■+ y' für x\y schreihenj in y'^-\- 2y>)' =2px 
Übergeführt. Wählen wir alsdann mit Beibehaltung der neneu 
a:-Achse eine neue ^/-Äcbee, die zu jener unter dem Winkel d' 
geneigt ist, so ist y sin # iür y, x + y cos ^ für x zu sub- 
stituieren, und unsere Crleichung wird 

y^sm^& + 2yy'6ia %■ = 2px -\- 2py cos %: 

Damit diese sich auf die Form y^=2p'x reduziere, muß 
y sin 'Ö' = ^ cos Q' oder tan &■ = p : y' 
sein. Dann ist aber nach der Gleichung yy' =p(x -{- x!) der 
von der Tangente mit der iC-Achse gebildete Winkel gleich & 
und zu einer gegebenen Große von 9' ist der Berührungs- 
punkt der Tangente eindeutig bestimmt als y'^paatQ-, 
fl/= \-p cot^*. Somit nimmt die obige Gleichung, auf einen 
Durchmesser und die konjugierte Tangente bezogen, die Form an 

?/=^-fö:* oder y^'= 2p' x, 



und es ist ji'sin^S' = js: Bas Froduki a 
p' eines Durchmessers m das Quadrat des Smus des Winlids, 
welchen seine Ordinaten mü der Achse bilden, ist konstant und 
gleich dem Sauptparameter p. 

Wir können den Parameter irgend eines Durehmessers 
aus den Koordinaten seines Endpunktes ableiten, denn wegen 
y' tan & =p ist 

sin ^ =. _=^_^^ = -1 /(^^) und p' = p-\-2xf, 

d. h, die halbe Differenz der Linearparameter zweier Durch- 
messer ist gleich der Differenz der Abstände ihrer Endpunkte 
von der Seheiteltangente. 

220. Pol und Polare. Die Gleichung der Polare irgend 
eines Punktes x \ y' lautet gemäJJ § 155 ebenfalls 

y'y =p(x + x') oder y'y =p' (x + x'). 
Dieselbe ist wiederum befriedigt durch i/ = 0, x= ~ x': 
Auf einem Ihirchmesser fassen die Pda/ren siveier Punkte 
und die Ordinaten derselben gleiche Abschnitte sioischm sich, 
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nämlich von der Größe x' — x", wenn der Durehmesser als 
a;-Achse genommen ist. 

Die Schnittpnnkte der Polare mit der Kurve haben 
Ordinaten, welche eich aus der Gleichung y^—2p'y-\-2px'=0 
ergeben, sind also reell oder imaginär, je nachdem j/^ — 2^a/ 
positiv oder negativ ist. Da für Punkte x' ^ der Seheitel- 
tangente der Ausdruck positiv ist, so ist er es für alle Punkte 
des koütez abgegrenzten Gebietes: dies ist das Äußere der 
Kurve. Für einea unendhch fernen Punkt ist die Polare ein 
Durchmesser, hat also nur einen Schnittpunkt im Endlichen: 
Zu jeder EicMung gibt es in der Parabel eine und nwr eine 
Tangmte. (Vgh % 218.) 

Der Pol einer Geraden ^x -\- rjy -{- 1 = folgt aus der 
Vergleichung der Koeffizienten als 

^'-i' »' — "f 

Die TangentialgMchung der Parabel ist daher (vgl. g 181): 
!?'--! oder •»?' = yl- 
B. l) Die Koordinaten des Schnittpunktes der Tangenten 
in lea Punkten 7- \j "^ \lf der Parabel )/^= 2pa; folgen aus 

2 1 Man 1 estimme den Wmkel der beiden vom Punkt x' | y' 
an die Pirabel v''=-i »' gezogenen Tangenten. 

Die (rleichung des Tangentenpaares wird wie in § 156 er- 
mittelt md ist 

{ ä-4mi)(/-4mr) = Sj/y-2m(3; + K'))^ 

D e ( leiohung 7weiei durch den Nullpunkt zu ihnen ge- 
zogenen Paiallelen i^t b l^ ~ y %if -\- mx^ = 0; ibr Winkel wird 
naol %5 Iptmmt iicb 

■t) D^r Inhalt des durch drei Tangenten einer Parabel ge- 
bildeten Dieiecks ist die Hilfte von dem Inhalt des Dreiecks der 
Verbindungslinien ihrei Benlbiingspnnkte^*) 

hubsbtuieren wii die Koordinaten der Ecken des Dreiecks in 
die Formel des § 38 so bnden wir für den letztbezeicbneten 
Inhalt den Ausdruck -{y —y )(,y — ^") (j/" — y') und fflr den 
ersten he Hdlfte drtselben & uße 
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4) Man kann die Koordinaten eines Parabelpunktes 
; einzige Veränderliche 1 ausdrücken als 



-wo 2X der Richtungsko effizient der YOm Nullpunkt nach P gehen- 
den Sehne ist. 

Dana ist 21-^X^x— (Aj + X^) j/ + y = die Gleichung der Sehne 
Ton Xj^ nach X^, die Tangente in X ist Xy^^X^x-i-^p, usw. 

221. Normale. Die GleichuDg der Normale ia. af \j/, 
als der SeakrecMen zur Tangente yy'^p(x + a!) ist 

-y) + !/(i-y)-o. 

Der von ihr iu der 3;-Achse 
gebildete Abschnitt ist 

daher ist m der Tarabel die Sub- 
normale MN=p (§ 191) hmslant 
imä dem Hatiptparameter gleich. 
Die Länge n = NF der Nor- 
male selbst ist y{MF^+ MN^), oder 

n ^ Vy'^ + p^ = yp{2x' + pj = V^'. 
Durch einen hdiebigen Punkt a! \ ^ gehen drei Normalm, 
der Parabel, denn die Gleiehnng einer durch ihre Fußpunkte 
gehenden Kurve ist nach § 192 

xy —{x' — p)y — py' = 0. 
Dies ist aber eine gleichseitige Hyperbel, welche die Achse 
der Parabel als Asymptote besitzt, also den unendlich fernen 
Punkt derselben als vierten Schnittpunkt enthält. (Vgl. § 192, 5.) 

222. Brennpunkt. Genau wie in § 193 ergibt ein Punkt 
— sf \0 als Tangenten Schnittpunkt 2' und ein Punkt x'-rp\0 
als Normalenschnittpunkt N die Bestimmung der beiden Punkte 
der Parabel auf der Ordinate x = x'. Die Abszissen der Punkte 
der Paare T, N haben die konstante Summe p, daher gibt 
es einen Punkt x' = -|ii, welcher die gemeinsame Mitte aller 
jener Paare ist. Man. nennt diesen Punkt F in der Achse 
der Parabel, dessen Entfernung vom Scheitel gleich der Hälfte 
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des Haaptparameters ist, dm Brenwpimld der Farabel. Der 
Haupfcparameter selbst ist nach der Gleichung, wie in den 
Zentralkegelechnitten , die Ordinate der Kurve im Brennpunkt. 

Wenn wir nun auch nur von einem reellen Brennpunkt 
der Parabel sprechen, so werden doch, wie schon nach der 
Kontinuität des § äl7 klar ist, die Entwiekelungen des gegen- 
wärtigen Abselmittes zeigen, daß eine Parabel in jeder Be- 
ziehung ais tnic Ellipse oder Hyperbel betrachtet werden darf, 
deren einer Bremiptmki der eben definierte Punld ist, während 
der andere in unendlicher Entfernung liegt. 

Um Bröche zu vermeiden, wollen wir in den folgenden 
Par^raphen m ~ \p brauchen. 

® Dieser Übergang von den Zentralkurven zur Parabel 
zeigt anch, daß die beiden imaginären Brennpunkte der Parabel 
(§ 193) die absoluten Richtungen sind, denn dieselben müssen 
auf der unendlich fernen Achse bezüglich der Riebtungen 
von jedem Paar aus Tangente und Nonnale harmonisch 
liegen. Dasselbe ergibt die allgemeine Definition des § 195 
durch die Schnittpunkte der Tangenten absoluter Richtung, 
denn nur zwei derselben sind von der unendlich fernen 
Greraden verschieden und schneiden sich im Endlichen. 

223. Fokalgleichung. Die Entfernung Irgend eines 
Punktes P der Kurve vom Brennpunkt F oder der Brennstrahl 
eines Paräbelpun^tes s/]^' ist r =^ :t^ + m (vgl. § 196), denn 
das Quadrat der Entfernung vom Brennpunkt m \ ist 

(x' - mf + y'^ = (a/ - my + Amaf - (a/ + mf. 
Damit lautet das Resultat des § 219 einfacher: Der Para- 
meter irgend eines Hwrchmessers ist das Doppelte des Brenn- 
strahls seines Endpunktes. 

Nennen wir wieder <^ MFP die Anomulie 6 von P, so ist 
r = x' + m^ VM +m = FM +2m^r cos Q + 2m. 
Daraus folgt als FolcdlgUickung der Farabel 



Dieselbe Gleichung geht auch ans der Gleichung ( 
durch die Annahme e = 1 hervor (§ 217), so dal 
derselben gezogenen Konsequenzen gültig bleiben. 
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Übrigens wird zuweilen B auch von FV als Anfangs- 
strahl aus gezählt, und die Gleichung 
r (1 + cos 6) =- 2?» geschrieben. Diese nimmt 
auch die Form an. 

r cos^ y ö = Mi oder j-~ä~ eos -j- Q = m ^ , 

und gehört so zu einer Gruppe von Kurven von 

der allgemeinen Gleicliungsform r" cos nd — m", 

die manche gemeinsame Eigenschaften haben. 

224. Direktrix. Die Polare des Brennpunktes einer 
Parabel wird wie bei der Ellipse und Hyperbel die DireMrix 
genannt. Weil der Abstand des Brennpunktes vom Seheitel 
m ist, so ist seine Polare (§ 220) die Normale zur Achse in 
demselben Abstand auf der anderen Seite des Scheitels, Die 
Entfernung irgend eines Punktes von der Direktrix ist somit 
gleich ic' + m: Der Äbsta/nä irgenä eines Ftmktes der Kurve 
von der Direktrix ist seinem, Brennstrahl gleich, während für 
Ellipse und Hyperbel der Brennstrah! zum Abstand von der 
Direktrix in dem konstanten Verhältnis e : 1 steht (§ 197). 
Umgekehrt ist der Ort eines Punktes, der sich nach dem 
ausgesprochenen Gesetz bewegt, die Kurve von der Gleichung 
{x — my + y^^ix + m)^ oder y^ ^ 4mx. 

Die Definition der Kegelschnitte durch Brennptmkt, Direktrix 
ii/nd Eccsmtrigität erstreckt sich also auf alle GaUungen, wie 
auch die als Mittelpunktsorte von Kreisen in § 209; während 
die bifokale Relation des § 199 nicht zur Erzeugung der 
Parabel dienen kann. Offenbar liefert die in § 205 zur 
mechanischen Beschreibung der Hyperbel gegebene Methode 
eine Parabel, wenn man den Winkel ABB als rechten 
Winkel nimmt. 

225. Jede Tangente bildet mit dor Aohae und dem 
Brennstrahl des Beriilirungspunktes gleiche Winkel, 

Denn die Entfernung vom Brennpunkt bis zum Schnitt- 
punkt der Tangente mit der Achse beträgt TV+ YF=x' -\-m 
(§ 218). Der AAsenschnütpunkt der Tangente und ihr Berüh- 
rungspunkt hohen gleiche Brennstrahlen. Das von der Achse, 
der Tangente und dem Brennstralil des Berührungspunktes 
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gebildete Dreieck iat gleichsclienklig, hat also auck j 
Winkel an der Tangente. Deninaeh sehneideb die Tangente 
im Endpunkt der Brennpnnktsordinate die Achse unter einem 
Winkel von 45 ". 

Der Satz ist eine Übertragung der Eigenschaft des Brenn- 
strahlenwiakels der Zentralkegelschnitte (§ 201). Denn, wenn 
wir dort den Brennpunkt F' anendlieh fem denken, so wird 
der Brennstrahl F' P parallel zur Achse und die Winkelgleich- 
heit ^ FFT ^ ^ F'FT' zu ^ FFT = ^ FTP. 

226. Fokalabstand der Tangente. Der Abstand dea 
Brennpunktes m|0 tou der Tangente y'y=2m(x + xf) ist 
(Fig. § 221) 

yiT^'^+im'j yiimx' + im') 

also die mittlere Proportionale zwischen dem halben Para- 
meter F V und dem Brennstrahl FP des Berührungspunktes. 
Aus dem Vergleich mit ypp' in § 221 folgt: Der Fokal- 
abstand der Tangente ist gleich der Hälfte der Normale; das- 
selbe ergibt sich auch geometrisch aus TF = FN. 

Nennen wir den Winkel MFP = a, so haben wir 
eoa cc ^ - sin FTli = y[m:(x' + m)'] (§219) und FR 
= l/m {x' + m) = m : cos a. Daher ist FE ■ cos w = «i = VF 
d. h. R liegt in der Soheiteltangente: Der Ort des Fußpunktes 
der vom Brennpurüit auf die Tangente gefällten Normale ist die 
Scheitdta/ngente. In dieselbe und die oc Gerade geht offenbar 
der Scheitelkreis der Zentralkurven über (§ 203, § 104). Die 
Umkehrung dieses Satzes liefert eine Frzmgimg der Parabel 
durch Tangenten (ygl. B. i). 

Zugleich ergibt sich aus dem obigen die Normalform der 
auf den Srennpimki als Nullpunkt belogenen Gleiehmg der 



X cos a -\- y &vaa-\ = 0. 

B. 1) Der eine S^enkel eines fechten Wtnkeh, des-^en Sdmtel 
eine Gerade x = — m durchläuft, wählend det andete Schenhel 
durch einen festen Fimlä 0|0 geht, hetithtt erne Tatabel 
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Mit der Geraden ie ^ — »b an Stelle des Kreises in § 205 
und für c^=0 ergibt sich die leicht direkt aus der Figur ab- 
zulesende Gleichung m(|^+ •»^^)= |; diese definiert aber eine 
Parabel, weil i ^ 0, )j = die Gleichung hefriedigen; der An- 
fangspunkt ist Brennpunkt. Unter denselben Voraussetzungen 
erzeugt auch ein konstanter von 90 * verschiedener Winkel eine 
Parabel. 

3) Man soll den Ort des Schnittpunktes des vom Brenn- 
punkt auf eine Tangente gefällten Perpendikels mit der Geraden 
finden, welche den Scheitel mit dem Berührungspunkt verbindet, 

227. Der 'Winkel zweier Tangenten ist die Hälfte des 
Winkels der Brennstrahlen ihrer Berührungspunkte. 

Denn in dem gleichschenkligen Dreieck FFT der Figur 
§ 221 ist der "Winkel FTF, den die Tangente mit der Achse 
bildet, die Hälfte des Winkels FFN, welchen der Brenn- 
stralil mit ihr ein schließt. Nun ist der Winkel zwischen 
irgend zwei Tangenten gleich der Differenz der Winkel, die 
sie mit der Achse bilden, und der Winkel zwischen den Brenn- 
strahlen ist gleich der Differenz der von ihnen mit der Achse 
eiD geschlossenen Winkel. 

Wenn nun zwei Tangenten mitemandei speziell einen 
rechten Winkel einschließen, so bilden die Bienn<<trahlen der 
Berührungspunkte einen gestreckten Winkel, d h die zwei 
Tangenten berühren in den Endpunkten einer dnich den 
Brennpunkt gehenden Sehne. Dann sehneiden sie sieh abei 
in der Polare des Brennpunktes, also (g 224): Fer Ort des 
Schnittpunktes sueinamder normider Tangenten ist die Direktrix. 

Zum direkten Beweis des Satzes bilden wir die Gleichung 
der Polare irgend eines Punktes —m\ti' der Direktrix: 
y'y =^ 2m(x — m) und die der Verbindungs geraden desselben 
mit dem Brennpunkt: 2m{y — y') -\- y' {x -f in) = 0. Die 
Gleichungen stellen offenbar ein Rechtwinkel paar dar. Oder 
wir gehen von der in § 226 gegebenen Fokalgleichung der 
Tangente x cos^ ce + «/ sin « cos a -t- w = aus. Mit Ein- 
setzung von K -f 90 " statt a folgt die Gleichung der nor- 
malen Tangente als x sin^ « — ^ sin « cos k + jm = 0. Durch 
Addition dieser Gleichungen wird « eliminiert und als Glei- 
chung des Ortes a;-|-2m = erhalten, offenbar die Direktrix. 
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228. Der Brennstrahl des Schnittpunktes zweier Tan- 
genten halbiert den Winkel der Brennstrahlen ihrer Be- 
TÜhmngspiinkte. Aus den Fobalgleicliungen zweier Tangenten 
(§ 22Ö) 

X eos^ « -j- y sin K cos a + j» = 0, 
X cos^ (5 + */ sin (5 cos (5 + m = 0, 

finden wir durch Subtraktion die Gleichung der Geraden, 
welche ihren Schnittpunkt mit dem Brennpunkt verbindet, 

X sin (a 4- /5) - 2/ cos (« + ^) = 0. 

Dies ist die Gleichung einer Geraden, die mit der ^^-Achse 
einen Winkel (k + ^) einsehließt. Weil aber in der Figur 
§ 221 ^ VFP = 2« und ebenso ^ VFP' = 2ß, so halbiert 
die Gerade vom Neigungswinkel (« + ß) den Winkel PFP'. 

Dieser Satz bann auch bewiesen werden, indem man wie 
in § 204 den Winkel (&j — Q-^) berechnet, unter welchem die 
durch den Punkt af \ y' gehende Tangente einer Parabel vom 
Brennpunkt aus gesehen wird; denn sein Ausdruck aus 
r cos i&i — &^ = al ■'r m zeigt die Unabhängigkeit von den 
Koordinaten des Berührungspunktes, so daß der Winkel für 
jede der beiden Tangenten aus x' | y' derselbe ist,^^) 

Zusäize. Wenn wir den Fall nehmen, wo der Winkel 
PJPP'=180", PP' eine Fokalsehne ist, so schneiden die 
Tangenten TP und TP' einander in der Direktrix, und der 
Winkel TFP ist gleich 90». (§227,) 

Wenn eine Sehne PP' die Direktrix in D schneidet, 
so ist FD die äußere Halbierungslinie des Winkels PFP'. 
{§ 204 nebst bez. Figur,) 

Wenn eine veränderliche Tangente der Parabel zwei feste 
Tangenten in P und Q schneidet, so ist der Winkel PFQ, 
unter welchem das Segment PQ der veränderlichen Tangente 
vom Brennpunkt aus erscheint, das Supplement des Winkels 
PBQ der festen Tangenten. (Fig. S. 400,) 

Denn ^ QRT = -^-^pFq (§ 227), und nach dem obigen 
ist auch ^PFQ = -\^pFq, daher ^PFQ = ^QIiT, 
dem Supplement des -^ PRQ. 



y Google 




400 ^I' ^is Pamtiel. 229, 

Der Kreis, welcher dem von irgend drei Tangenten atiet 
Pfwabd gebildeten Dreiedc umgeschri^ien ist, qeM durch den 
Brennpunkt ^'*') Denn dei 
durch PR Q beschriebene 
Kreis muß durch F gehen, 
weil der im Segment FFQ 
enthaltene Winkel das Sup- 
plement des in PB Q ent- 
haltenen ist. Einen ana- 
lytischen Beweis enthält 
§315,3. 

229. Beispiele. Zunächst sind die Beispiele der vorigen 
beiden Kapitel, besonders der § 189 und § 208 daraufhin zu 
prüfen, ob ihre Beweise auch noch gültig bleiben, wena der 
fragliche Kegelschnitt statt einer Zentvaikurve eine Parabel 
ist. Außerdem folgt hier eine Anzahl spezieller Beispiele für 
die Parabel. 

B. l) Der Höhensehnittpunit des durch drei Tangenten 
einer Parabel gebildeten Dreiecks liegt in der Direktrix. ^^) 
Die Gleickung einer Dreiecksböbe ist nach § 36 

2jp r -ip ) ^ ■i V 2 ) ^' 

und nimmt durch die Division mit (t/^ — y^) die Form an 

». (» + f ) - *^ + " - ^^^'^f^ - »■ 

Aus der Symmetrie der Gleichung folgt, daß die drei Höben sich 
in der Direktrix schneiden, im Punkt 

^ 2j>ä ■*" 2 

2) Das Vierseit derjenigen Tangenten einer Parabel, welche 
den Seiten eines derselben eingeschriebenen Vierecks parallel sind 
— imd nach dem vorigen auch das Viereck ihrer Berührungs- 
punkte — bat die Fläche ITull, usw. (Vgl. § 220,3.) 

3) Man bestimme den Radius des Kreises, welcher einem 
der Parabel eingeschriebenen Dreieck umgesebrieben ist. 

Der Eadius des umgeschriebenen Kreises eines Dreiecks, 
welches die Seitenlangen Z^, J^, lg und den Inhalt y-F besitzt, wird 
dareb Z^^Ig: 2F ausgedrückt. Wenn aber l^ die Länge der Sehne 
zwischen den Punkten x^l^/a, ^^Ij/^ und &^ der Winkel ist, welchen 
diese Sehne mit der Achse macht, so ist offenbar Ij sin öj =)/g — y^. 
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Beispiele über die Pai-abel, 401 

Durch Einsetzen des in § 220,3 abgeleiteten Ausdruckes für den 
Intalt ergibt sict der fragliche Halbmesser 

p_ ___V 

-" ^ "sin &, ain *, sin % ' 
Wir können diesen Kadius auch durch die zu den Seiten 
des Dreiecks parallelen Fokalsohnen ausdrücken; denn nach § 223 
ist die Länge einer Pokalsehne, welche den Winkel 9 mit der 
Achse bildet, gleich p'^-^^jf, also JEä = ^A^. Aus | 219 
ergibt sich, daß p^, p^, p^ die Parameter der Durehmesser sind, 
welche die Seiten des Dreiecks halbieren. 

4) Man drßete den Radius R des Kreises, welcher dem von 
drei Tangenten einer Parabel gebildeten Dreieck umgesehrieben ist, 
in Funktion der Winkel aus, welche dieselben mit der Achse bilden. 

die Parajneter derjenigen Durchmesser sind, weiche durch die 
BerBhrungspuntte dar Taugenten gehen (§ 219). 

5) Der Ort der Schnittpunkte derjenigen Tangenten einer 
Parabel, welche sich unter einem gegebenen Winkel <p schneiden 
(§ 220,2), ist die Hyperbel 

f~imx = (a! + myta,Ti^q> oder ^^ + (x — mf ^(ic + my seo^ cp. 
A«s der letzten Form der Gleichung geht hervor, daß die 
Hyperbel denselben Brennpunkt und die nämliche Direktrix wie 
die Parabel besitzt, und daß ihre Exzentrizität = See ip ist. 

6) Der Ort des Fußpunktes der Senkrechten, welche vom Brenn- 
punkt einer Parabel auf die Normale geßUt wird, ist eine Parabel, 

Der Fokalabstand von 2m (y — J/') + Jf' {x — a;') = ist 

'--ßm^-v {'■('' + -'>}■ 

Vy'^ + im^ 
Wenn aber & der durch die Senkrechte mit der a:- Achse gebildete 
Winkel ist, so ist nach § 219 

Die Polargleichung des Ortes für den Brennpunkt als Nullpunkt 
ist daher r sin^# ■= m cos &, oder y^^ mx. 

7) Die Koordinaten des Punktes, in welchem die den Punkten 
'"iIj'ii ^2!% entsprechenden Normalen sich schneiden, sind 

^-^m-i- 4,„ ' P- 8»^1 

Wenn durch ß, ß die Koordinaten des Schnittpunktes der 
entsprechenden Tangenten bezeichnet sind (§ 192,3), so hat man 



y Google 



402 XI. Die Parabel. 22y. 

8) Die d)u-ct den Normalen sohnittpunkt von x^\i/-^, x^'iy^ 
geheade dritte Normale hat ihren Fußpunkt Xg | ^g in derjenigen 
Geraden, welche im Scheitel zur Parallelen jener Sehne sym- 
metrisch ist in bezug auf die Achse. 

Tndem man zwischen der Gleicliung der Kurve und der der 
Normale x eliminiert (§221), erhält man i/*+ 2(2)'— pa;')y=- 2pV- 
Die drei Wurzeln sind daher durch die Relation J/, + J/^ + 3/3 = 
verhunden, deren geometrische Bedeutung die in deia Satz aus- 
gesprochene ist. 

9) Der Ort des Seimittpunktes der Normalen in den End- 
punkten der durch x' \ y' gehenden Sehnen ist eine Parabel. 

Wir haben die Eelation ßy' ^ 2m(x' -i- a) und erhalten 
durch die Substitution des aus ihr abgeleiteten Wertes Ton a in 
die Resultate tou 7) 

2mx + ßy'=im^+ 2ß^+ 2mx,'; 2m^y = 2§my! — ß^y'\ 
sodann durch Elimination von ß 

die Gleioiiimg einer Tarabel, deren Achse zu der Senkrechten 
von dem Punkt auf seine Polare parallel ist. Wenn die Sehnen 
einer festen Geraden parallel sind, so reduziert sich der Ort auf 
eine Gerade, wie es auch gemäß 8) sein muß. 

10) Der Ort des Schnittpunktes der zueinander rechtwinkligen 
Normalen ist y^= m(a. — 3m) 

Denn m diesem Falle ist o = — m, i = 3m + — y = ß 

11) Man finde aus den Längen zweiei Tangenten u, h und 
dem von ihnen eingp'ii'hloseenen Winkel m den Parametei 

Man ziehe den die Beruhrungssehne halbiei enden Durchinesser, 
BO ist der Parameter desselben p' = y~ """^ ^^'- Hauptparameter 

ist p =' — "s = "ä~~s' ^" '' '^^^ Lange dei vom Schnittpunkt 

der Tangenten auf die Seline gefällten Senkrechten ist. Aber 
es ist 2sj/ = nö sin Cd und 16a;^= a^-l- ö^ + 2a& cos m; also 

P - -_ '"''''■"''■ ^ (g 213, 2). 

1 2) Der Ort des Schnittpunktes der Tangenten der Parabel, wenn 
gegeben ist entweder l) das Produkt der Sinus oder 2) das der 
Tangenten, 3) die Summe oder 4) die Differenz der Kotangenten 
der Winkel, die sie mit der Achse bilden, ist l) ein Kreis, 2) und 
3) eine Garade, 4) eine Parabel. 
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Zwölftes Kapitel. 
Spezielle Beziehungen zweier Kegelschnitte. 

230, Zwei Kegelschnitte sohneiäen sich in vier Punkten. 
Wir untersuchen diesen Fall des Bezoutsciien Theorems 
(§ 23) direkt. 

Sind die Gleichungen zweier Kurren zweiter Ordnung 
gegeben, so können wir sie nach p geordnet denken: 

a\^y^+ 2{a\^x+ a'^^')y+ (a\iX^+ S^^gj +«'33} = 
Die Elimination von y können wir dadurch ausfuhren, daß 
wir aus den Gleichungen p und y^ wie zwei Unbekaunte be 
rechnen. Die Ausdrücke werden Brüchp mit demselben m 
X linearen Nenner, der Zähler des Ausdruckes im 1/ bez y^ 
ist vom 2. bez. 3. Grade in x. Setzen wii dann das Quadiat 
des ersten Bruches gleich dem zweiten, fo itbuiUeri eme Glei 
chung vom 4. Grade in x. Jeder ihrer Wuizeln gehört tnie 
den urspr an glichen Gleichungen gemeinsame Wurzel j/ zu. 

Im allgemeinen sind also vier Sclmittpnukte vorbanden, 
die entweder reell oder in Paaren konjugiert imaginär sein 
können. Nennen wir die vier Punkte 1, 2, 3, 4, ihre sechs Ver- 
bindungsgeraden 12, 34; 13, 24; 14, 23; man sagt: Zwei Kegel- 
schnitte haben drei Paare von Schnitts^nen , die ein wllständiges 
Viereäi bilden. Sind zwei Schnittpimkte konjugiert imaginär, so 
ist doch ihre Verbindungsgerade immer reell (§ 17), Daher ist 
von den Schnittsehnenpaaren stets eiites reell; auch wenn imaginäre 
Schnittpunkte vorkommen, wo die übrigen Sehnen imaginär 
sind. Wir werden im XIV. Kap. sehen, wie infolge dessen diese 
Linienpaare zur Bestimmung der Schnittpunkte dienen können. 
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404 ^11- Spezielle Beziehungen zweier Keg'elsclinittc. 331, 

Nun ist die Tangentialgleichiing einer Kurve zweiten 
Grades in ^|^ wieder vom zweiten Grade (§ 163), Demnach 
erkennen wir durch Wiederholung unserer Schlußweise, daß 
im allgemeinen vier Wertepaare ||») existieren, welche zwei 
solchen Kegels ehnittgleiehungen zugleich genügen. Geometrisch 
heißt dies aber: Zwei Kurven zweiten Grades hohen vier Tan- 
genten gemeinsam (vgl. § 129), mit drei Paaren von Schnitt- 
pimMen usw. In jeder derselben haben die Kurven im all- 
gemeinen verschiedene Berührungspunkte. Auch greifen ganz 
analoge Erörterungen Platz, wie wir sie im folgenden nur 
für die Gleichungen in Punktkoordinaten anstellen. 

Die Schnittpunkte können verschiedene Besonderheiten 
ihrer gegenseitigen Lage bieten, Einerseits kann die Resul- 
tante dadurch, daß ein oder mehrere Koeffizienten der höch- 
sten Potenzen der Veränderlichen Null sind, von niedrigerem 
Grade sein. Dann haben wir einen oder mehrere der Schnitt- 
punkte als unendlich fem anzusehen (§ 15). 

Anderseits kann die Resultante mehrfache Wui-zehi be- 
sitzen nnd diese liefern entweder mehrere getrennte oder ver- 
einte, dann aber mehrfach zu zählende Schnittpunkte. Es 
sind folgende Fälle möglich: 1) ein zweifacher reeller Schnitt- 
punkt und zwei reelle oder konjugiert imaginäre einfache 
Punkte, 2) zwei reelle oder konjugiert imaginäre zweifache, 
3) ein dreifacher und ein einfacher, beide reell, oder endlich 
4} ein vierfach zählender Schnittpunkt. Wir betrachten die 
dadurch charakterisierten besonderen Lagen der Kegelschnitte. 

231. Berührung zwischen Kegels ohnitten. Wenn 1) zwei 
der Schnittpunkte in T. zusammenfallen, so berühren in T 
(Fig. links) die Kegelschnitte einander, und die Verbindungs- 
gerade der zusammenfallenden Punkte ist ihre gemeinschaft- 
liche Tangeute (§ 154). Die Kegelschnitte schneiden einander 
in diesem Fall noch in zwei reellen oder imaginären Punkten 
LM, welche vom Berührungspnnkt verschieden sind und eine 
stets reelle Sehnittsehne LM ergeben. Zugleich sind, falls 
L, M nicht reell sind, TL; TM konjugiert imaginäre Gerade. 

Wenn insbesondere 2) L und M zusammenfallen, also 
die Sclinittsehne LM zu einer zweiten beiden Kegelschnitten 
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emente aweiPt Kegelschnitte 405 

gemeiDscliaftlichen Tajigente wird, so hahen die Kegelschnitte 
eine doppelte Beruf truH^ß. Nun kaun aber aach der Fall ein- 
treten, daß die Knrven in einem imaginären Punkt dieselbe 
imaginäre Tangente berühren. Dann können sie weder einen 
reellen Punkt noch eine reelle Tangente gemeinsam haben, 



denn nach § V^ Schluü gilt der Satz: Wenn sich 0wei Kegel- 
sthmtte m eniem imaginären Punkt herulwen, so berühren sie 
lieh auch m dem Txonjugierten. Das Schnittsehnenviereck ent- 
halt dann nui die Verbindungsgerade der Beruh rungap unkte, 
doppelt gezahlt als reelles Seitenpaar. Kegelschnitte in dop- 
pdtet li€>uluunq haben eine stets reelle Serühnmgssehne. 

Die Beriihrnng der Kegelschnitte heißt 3) eine Berührung 
der zweiten' Ordnung (mittlere J'ig.), wenn drei ihrer Schnitt- 
punkte zusammenfallen. Dazu muß einer der Punkte L, M 
in 1), z. B. M, sich T ohne Ende nähern and schließlieh mit 
ihm zusammenfallen. Die Punkte T und L sind reell, denn T 
zählt für das eine, TL für ein zweites Schnittpunktepaar. 
Kurven, welche eine höhere Berührung als von der ersten 
Ordnung haben, heißen oshdierende Kurven. Kegelschnitte, 
welche einander oshuUeren, schnöden sich noch in einem reellen 
Funkt. 

Die Berührung zweier Kegelschnitte ist 4) die möglichst 
innige (Fig. rechts), wenn sie vi&y einander folgende Punkte 
gemein haben. In diesem Fall muß noch L eich T nähern, 
bis die Linie LT mit der Tangente in T zusammenfällt. Zwei 
Kurven haben eine Berührung dritte^- Ordnung, wenn sie vier 
aufeinander folgende Punkte gemein haben. Und da zwei 
Kegelschnitte nicht mehr als vier Punkte miteinander gemein 
haben können, so entsteht die Berührung höchster Ordnung, 
welche zwischen zwei verschiedenen Kegelschnitten stattfinden 
kann, wenn alle Schnittpunkte in einem reellen Punkt ver- 
eint sind. 
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232. Die analytischen Bedingungen dieser verschiedenen 
Berührungen können wir übersehen, indem wir sie unter der 
besonderen Voraussetzung aufstellen, daß eine der Koordi- 
natenachsen, 7.. B. die (/-Achse, eine gemeinschaftliche Tan- 
gente im Nullpunkt ist. Nach § 154 (§ 207) haben Kegelschnitte, 
welche in 1 die Tangente 3; = besitzen, die Gleichungen 
%ia.*-H 2a,ga:»/ -1- Ogg»/^-!- "ia^^^x, = 0, 
ffl'j^a:^4- 2a'i23:»/-|- a'ggj/^-l- 2a'iga!^= 0. 
Die Elimination von y* ergibt die Gleichung eines durch die 
vier Schnittpunkte gehenden Ortes (§ 207, l) 
^{(«u^'as- «'11%)^ + 2 (a^^a'ga- a'igdgji/ + 2 («laö'aa - »'j3«aa)j - 0. 
Da der erste Faktor die gemeinsame Tangente darstellt, so 
bezeichnet der zweite die durch die beiden anderen Schnitt- 
punkte gehende Sehuittsehne LM^ in 1). 

Die Bedingung der Doppelberührung ist 2) diejenige, 
unter welcher die Sehne LM von voriger Gleichung jeden 
der Kegelschnitte berührt. Wir bilden die Gleichung des 
Linienpaares, welches den Nullpunkt mit den Schnittpunkten 
1-1 und M. verbindet, eine homogene Gleichung; also das Glied 
mit X eliminierend: 

(a„a'ig-ffl'i,C[,3)^H2(«iaa'is-a\5,«i3)«y+(%fl'i3-a'2s%3)«;^=0. 
Damit Jj und M., also auch die Geraden TIj, TM zusammen- 
fallen, ist die geforderte Bedingung (§ 54) 

Oskulation im Nullpunkt haben wir 3), wenn die Gerade 
LM durch denselben geht, also ajgffl'g2 = a'jg^g ist. Wir 
können alsdann durch Multiplikation mit einem Faktor 
Z; = (igg : ß.'gj = a^g : a\^ die zweite Gleichung auf die Form 
bringen ^,^^^2 ^ 2a\^xy + a,,y''+ 2a,,x = 0. 
Die Subtraktion der beiden Gleichungen liefert dann 

(«11 - aV)^ + 2(a,j - ö',g))/ = 
als die Gleichung der Oskuiationssehne TL. 

Endlich fällt 4) diese letzte mit der Tangente zusammen, 
wenn auch noch «15= a\.^ ist; also lautet die Gleichung eines 
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Kegelschnittes, der mit dem ersten im Nullpunkt eine Be- 
rülirüng dritter Ordnung mit der Tangente x — hat, 

a'j^x^+ 2a-y^xy + ags^^+ 2a^^x = 0. 
Setzen wir die ursprünglichen Gleichungsformen voraus, so 
ergeben die Gleichungen der Linienpaare nnter 1) oder 2) 
als Bedingungen dieser Berührung dritter Ordnung 

23B. ErümmungBkreiB. Da ein Kegelsclmitt stets so 
bestimmbar ist, daß er fünf gegebenen Bedingungen genügt 
(§ 141), so kann immer ein Kegelschnitt gefunden werden, 
der einen gegebenen in einem gegebenen Punkt berührt und 
drei andere Bedingungen erfüllt, Soll er in dem gegebenen 
Punkt eine Berührung zweiter Ordnung mit ihm haben, so 
kann er dabei zwei andere Bedingungen und bei einer Be- 
rührung dritter Ordnung nur eine erfüllen. 

So kann stets eine Parabel gefunden werden, die im 
Anfangspunkt der Koordinaten eine Berührung dritter Ord- 
nung mit dem Kegelschnitt a^-^x^-\-2a-^2xy + a^^^y^-\-2a-^^x^'^ 
hat. Nach der letzten Gleichung des § 232 erhellt, daß die 
Parabelgleiehung entsteht, wenn man nur o!,^ statt dj, ein- 
setzt, wo ff'jj nach § 145 durch a\-ia^^ = a^^ bestimmt ist. 

Im aUgememen können wir a&er lueinen Kreis heschrmben, 
der eine Berüimmg der dritten Ordnung mit einem gegebenen 
Kegelschnitt hesiist, weil zwei Bedingungen erfüllt sein müssen, 
damit die Gleichung zweiten Grades einen Kreis repräsentiere. 
In anderen Worten: wir können nicht durch jede vier auf- 
einander folgende Punkte eines Kegelschnittes einen Kreis 
besehreiben, weil zur Bestimmung des Kreises drei Punkte 
hinreichen. Durch drei aufeinander folgende Punkte der Kurve 
geht jedoch stets ein Kreis, dessen Gleichung man leicht findet. 

Für obige Kegels chnittsgleiehung und unter der Voraus- 
setzung schiefwinkliger Koordinaten ist die Gleichung eines 
im Nullpunkt die Kurve berührenden Kreises (§107,3) 

a!^+ 2xy cos la -\- y^ ~ 2^x sin £0 = 0, 

und die Bedingung, daß dieser Kreis oskulierend sei (§ 232), ist 

»13 = — pOgj sin (0, oder q ^ ^4- — 
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Der Kreis, welcher eme Kwrve im Punkt T oshdiert, heißt 
spesieU der Krümmtmgskreis der Kurve in diesem Punkt. Sein 
Kadiue p heißt der Krümmungsradius, sein Zentrum der 
Krümmungsmittelpunkt, der natürlich auf der Normale der 
Kurve in T liegt. Als Maß der Krümmung der Kurve an 
einer Stelle bezeichnet man den reziproken Wert des Krüm- 
mungsradiuB. Diesen pflegt man in der Theorie der Kegel- 
schnitte stets nur in positivem Wert anzugeben.*) 

234. Um den Krümmungsradius in einem Punkt T 
eines Zentralkegelsehnittes zu bestimmen, haben wir die 
Tangente in diesem Punkt zur «/-Achse gemacht zu denken. 
Nun wird die auf den Durehmesser a' von T und den zu 
ihm konjugierten bezogene Gleichung —i ± ^ =- 1 zu paral- 
lelen Achsen durch den Punkt selbst transformiert durch die 
Substitution x + a' für x, und wird somit zu 

Daher ist der Krümmungsradius, wenn a den Kon,iugation8- 
winkel (§ 184) zwischen Durchmesser und Tangente bedeutet, 



Aber «' sin &> ist der senkrechte Abstand p des Zentrums 
von der Trmgente, der Krümmungsradius also p=i'^:p 
oder Q = b'^:ab (§184,2). Man stellt ihn mittelst des Aus- 
druckes für 6'* in ^ 183,2 durch die Koordinaten von T dar. 
In den imagmaien Schnittpunkten mit der Direktrix ist er Null. 
Demnach ist die Knimmung in din Scheiiehi der Hau^- 
a foe am großtfn denn d<i a < ( 6 > i, so ist p = 6^ : ff 
am klemsten dann nimmt sie stet g ab, in der Ellipse bis 
zu den Scheiteln dei kleinen Achse w p=^ff^:&, in der Hyperbel 
bis ^u den unendlich fernen Punkten wo p =■ oo ist. 

') Da^ T orzeichen pntsi-lieilet ob lie gegebene Kurve durch einen 
hreis von 1er Gle eh mgstorm ^-\-2a,ycoi -f- y^+ 2pa;sinra = be- 
rnli t w id dessen Zentnim aiif dei j os t vnn oder negativen Seite der 
V Achse 1 egt Die Fo mpl les TesteB gibt e nen positiven Krümmungs- 
radiGB wenn d e Konka itat de Kuive nioh dem positiven Sinn der 
Ai^hae ml fernen negat en ■wem 8 l onti^egenge setzt gerichtet ist. 
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235. Konstruition des Krümmimgakreiaes in einem be- 
liebigen Punkt der Ellipse oder Hyperbel. 

Wir zeigten in § 191, daß die Länge PJV der Normale 
n~hV:a, nnd in §201, daß cos ip = b:h' ist, wenn ip der 
vom Brennsti-ahl mit der Normale 
gebildete Winkel ist; dies gestaltet 
den Ausdruck für den Krön 




Wenn wir eine Senkrechte NQ zur 
Normale in dem Punkte errichten, wo sie die Fokalachse 
schneidet, und ferner in Q, in welchem diese Senkrechte den 
Brennstrahl trifft, QC senkrecht zu ihm bis zur Normale 
ziehen, so ist C das Krümmungszentrum und CP der Krüm- 
mungsradius.^^) 

Eine andere Konstruktion benutzt den mit dem Radius 
y (»^ + b^) beschriebenen Hauptkreis des Kegelschnittes 
{§ 181,6): Der Ortkogonalhreis des Hawpfkreises, welcher den 
KegelscfmiU in P berührt, hat äen 
Krümmungsradius sumDurchmesser. 
Der Hilfskreis hat seinen Mittel- 
punkt auf derNormale und schneidet - 
diese in zwei durch den Hauptkreis 
harmonisch getrennten Punkten. 
Also konstruiert man den zu P auf 
der Normale harmonisch konjugierten Pol C des Hauptkreises; 
dieser und der Krümmungsmittelpunkt C liegen symmetrisch 
in bezug auf P. Die Konstruktion ist selbst für eine stumpf- 
winklige Hyperbel, also imaginären Hauptkreis reell. 

Zum Beweis substituiert man p in die Formel (§ 184) 

a^+b^= o!'' + b'^ = n'^ + ct' p sin m, also 




PG' = 



-'^^'^iSf- 



■ cos - + 



»)+(ir 



und dies drückt aus, daß der Mittelpunkt jenes zum Haupt- 
kreis orthogonalen Kreises auf der Terlängerten Normale in 
der Entfernung \ p liegt. 
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410 ^I^- Spezielle Beziehutigeu aweier Kegelschnitte, 236. 

B. Weil nach § 199 das Produkt der Brenn strahlen dem 
Quadrate des Durohmessers gleich ist, der zu dem des Punktes 
konjugiert ist, so folgt aus 

= — auch = '•^^^ 
Anderseits ist nach § 191 

n ^ — ) also auch w = g -^ und q = -it'''- 
Nach dem B. des § 19fi erhält man also noch aus 

{^rr')*= — jTj- multipliziert mit dem Produkt der yier Paare 
von Brennstrahlen, die nach den Fußpunkten der Normalen aus 
einem Punkte gehen, 

(rr'y = — jj-^ mal Produkt der zugehörigen Krümmungs- 
radien und 

rr'^-^-s— mal Produkt der vier Uormalenlängen zwischen 
Kurve und Hauptachse. ^^*) 

236. Krümmungsseline. Eine fernere Koustrnktion ka.un 
auf die Bemerkung gegründet werden: IHe Schnittsehnen mtes 
Kreises mit einem Kegelschnitt büden mit der Achse des Jetzigen 
gleiche Wir^d.^) Denn da die Rechtecke aus den Segmenten 
der beiden Kreissebnen gleich sind (§ 114), so sind es auch 
die parallelen Durchmesser des Kegelschnittes (§ 162,1); die- 
selben machen also mit der Achse gleiche Winkel (§ 171). 
Überdies liegt der Mittelpunkt des Kreises stets in der Normale 
vom Schnittpunkt auf seine Polare, hier also in der Nomaale 
des Oskulationspunktes. Nun sind im Fall des Krüramungs- 
kreises Schnittsehnen (§ 231) erstens die Tangente in P und 
zweitens die Sehne PL des Kreises, die Krümmtmgssdtne. 
Man hat. daher nur FL so zu ziehen, daß sie mit der Achse 
den nämlichen Winkel wie diese mit der Tangente bildet. 
Dann ist der durch die Punkte P und L beschriebene Kreis, 
welcher den Kegelschnitt in P berührt, der Krümmnngskreis. 
Aas der Gleichung der Tangente folgt die der symmetrisch 
geneigten Krüramungs sehne als 

„^ + hT = Va -r 1^' 
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Die Konstruktion zeigt, daß der in einem SeheUel der Kurve 
oshiiliermde Kreis eine Berührung der drülen Ordtmng mit ihr 
hat, da die Krümmungssehne mit der Tangente zusammenfällt. 
B. l) Uater welcher BedinguBg liegen vier durcli ihre es- 
zentrisohon Anomalien «, ß, y, S gegebenen Punkte eines Kegel- 
schnittes m einem Kreis?^**} 

Die Sehne, welche zwei der Punkte verbindet, muß mit der 
posiÜTen Achse denselben Winkel machen, wie die Sehne der heiden 
anderen mit der negativen; die Sehnen sind durch 

J cos |{„ + ,3) + J sin i(u + ß)^ cos U" - ^)i 

^ cos 1 (y + ^) + |- sin 1- (y + d) = cos ^ - 3) 

repräsentiert; man hat somit tan y (ß + ß) + tan -|- (7 + Ä) ^ 0, d. i. 

a + ß + y + S^O, oder = 2mre, 

2) Bestimme die Koordinaten des Punktes L, in welchem 
der in P oskulierende Kreis den Kegelschnitt ferner schneidet. 

Wir haben « = (3 = y, also S = — 3cc, oder 

Die Kriimmmtgssehne hat also die Gleichung 

J C03 ff - I sin a = cos 2ffi (§ 183,3).^^) 

3) Der Punkt L liegt auch in einer Geraden, deren Achsen- 
ahschnitte die doppelten Koordinaten des Punktes P mit um- 
gekehrten Vorzeichen sind, nämlich 

_^. + J^ + 2 = 0, bez. ^ _ .^ -j- 2 =^ 0. 

4) Drei Punkte eines Kegelschnittes, deren oskulierende Kreise 
dureil einen gegebenen Punkt der Kurve geben, liegen in einem 
Kreis, welcher diesen Punkt enthalt, unl bilden ein Dreieck für 
welches das Zentrum der Kurve der Si^h« erpunkt ist 

Aus dem gemeinschaftlichen Schnittpunkt 6 dei oskulierenden 
Kreise folgt nach der letzten Aufgabe zur Bestimm mg de» Be 
riihrungspunktes 0: = — yd, und da dei ^mus und Kosinus v n ij 
unverändert bleiben, wenn S um SbO" veimehit wird •io ergibt 

sich ebenso k 1^+120", a -^ -^-d+240*'. Nach l) 

liegen diese drei Punkte in einem durch S gehenden Ki-eis.^") 

Wenn wir hier X\Y als gegeben voraussetzen, so ist, weil 
den x' i 1/ bestimmenden kubischen Gleichungen die aweiten Glieder 
fehlen, die Summe der drei Werte von x und y gleich Null, und 
daher ist nach § 13,4 der Anfangspunkt der Koordinaten der 
Schnittpunkt der Halbierungslinien der Seiten des durch die Punkte 
gebildeten Dreiecks. Wir erkennen auch, daß die Nonnalen in 
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237. Krüramungstreis der Parabel. Aus der auf einen 
Durchmesser und die unter dem Winkel -& konjugierte Tan- 
gente bezogenen Gleichung iß^=2p'x der Parabel finden wir 
nach dem Kriterium des § 233 für q 

psin'9'=p' oder psin^-O'^p (§219). 

Aus §§220,221 folgt aberp'BiD* = K oder ß = m sin ■& und 
%■ ist nach 225 das Komplement des Winkels i/j zwischen Brenn- 
strahl und Normale. Daher ist auch für die Parabel pcos^^ = w; 
somit sind auch dieselben Konstruktionen anwendbar. 

Besonders einfach wird die zweite des § 235, da der Haupt- 
treis der Parabel ihre Direktrix ist (§227), also der Orthogonal- 
kreis desselben den Mittelpunkt auf dieser hat. Das Segment 
der Normale von der Farahd his sur DireMrix ist gleich dem 
kalben Krümmungsradius. Die Krümmung der Parabel ist im 
Scheitel am größten und nimmt von da unbegrenzt ab; äer 
Krümrmmgsradüis des Scheitels ist gleich dem Ratipf^aramuA^ f. 

B. l) In allen Kegelschnitten ist der Krümmungsradius 
gleich dem Quotienten aus dem Kubus der Normale durch das 
Quadrat des Halbmessers. 

3) Man drücke den Krümmungsradius einer Ellipse in Punktion 
des Neigungswinkels der Normale gegen die Achse ans. 
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Das Zentram der Krflmmung. 413 

3) Die Längen der Sehnen des Krümmungskreises, welche 
durcli das Zenti-um bez. den Brennpunkt eines Zeatralkegel Schnittes 
gehen, smd — r- bez. • 

4) Die Fokalsehne des Erümniungskreiaes für einen Punkt 
im Kegelschnitt ist der Fokal sehne des Ijegelschnittes gleich, 
welche der Tangente in dem Punkt parallel ist. (Vgl. § 263.) 

5) In der Parabel ist die Fokalsehne des Krümmiingskreises 
dem Parameter des durch den Punkt gehenden Durchmessers gleich. 

238. Die Koordinaten des KrümmungszentrumB für die 
Ellipse werden gefunden, indem man von den Koordinaten 
ihres Pmiktes die Projektionen des in der Normale abgetragenen 
Krümmungsradius auf die Koordinatenachsen abzieht. Nun steht 
offenbar dieser Radius zu seiner Projektion auf die Nebenachse 
in demselben Verhältnis wie die Normale zur Ordinate y 
Wir erhalten daher diese Projektion, indem wir den Radius 
b'^-.p mit p':n multiplizieren, als fe'^i/':6* (§ 191,2); die 
Ordinate des Krümmungsmittelpunktes ist daher 

r=^^'/, wobei (§182) b'^^b'+l]y'\ 
So sind die Koordinaten des Krümmungs Zentrums 

Dieselben gelten mit c^ ^ a''^^ b^ auch für die Hyperbel. 

Da ferner das Zentrum des einem Dreieck umgeschrie- 
benen Kreises der Schnittpunkt der Mittelnormalen der Seiten 
ist, so sind, wenn das Dreieck durch drei aufeinander folgende 
Punkte der Kurve gebildet wird, zwei seiner Seiten auf- 
einander folgende Tangenten der Kurve und die Senkrechten 
zu ihnen die entsprechenden Normalen. Das Zentrum der 
Krümmung irgend einer Kurve ist daher der Schnit^nmkt von 
zwei cmfeinandei- folgenden Normalen. Für weitere anf dies 
Prinzip gegründete Konstruktionen des Krümmungszentrums 
vgl, man § 297, 2 f. in Bd. IL 

Bestimmen wir nach § 192, 3 die Koordinaten des Schnitt- 
punktes der Normalen zweier Punkte, die mit dem Schnitt- 
punkt ihrer Tangenten zusammenfallen, d, h. setzen wir 

*) Wir würden dieselben Werte erhalten haben, indem wir in 
§ 183,7 K = ^ = )' in die für die Koordinaten des Zentrums erhaltenen 
Ausdrücke substitaierten. 
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414 XII- Spezielle Beziehnagen zweier Kegelschnitte. 23fi. 240. 

a;'--= x"^ X, »/'= y"== Y, 
so erhalten wir in der Tat die eben bestiinraten Werte. 
B. l) Für die Scheitel der Ellipse erhält man bez. 
X=0, Y = b-"^] X=-a — ^> Y = 0. 

Man konstruiert somit (vgl. g 234) die Krümmungszentra in dea 
Scheiteln, indem man ans einer Ecke des Rechtecks der Scheitel- 
tangenten auf die zugehörige Scheitelsohne eine ^Normale fällt; 
sie sind die Punkte, wo diese die Achsen schneidet. 

2) Der Kuhns von dem Radius des Kreises, der einem der 
Ellipse eingeschriebenen Dreieck umgeschrieben ist, ist das Pro- 
dukt der Krümmungsradien in den Endpunkten der zu seinen Seiten 
konjugierten Durchmesser. (Speziell in seinen Ecken, wenn sein 
Schwerpunkt im Zentrum der Ellipse liegt.) 

239. Die Projektion dea Krümmungsradius der Parabel 
auf die y-Achss wird wie vorher durch Multiplikation seiner 
Länge n : sin^^ mit y' : n gefunden, also = j/' ; sin^^; indem 
wir dies von «/' abziehen, erhalten wir die Ordinate und analog 
die Abszisse des Krümmungszentrums der Parabel (§ 219) 

Y rK^ = - ^'' X = x' + -^ =i) + ^x'. 

Dieselben Werte fließen aus der Auflösung in § 229, 7. 

B. Der Flächeninhalt des von den Krümmungs Zentren dreier 
Parabelpunkte mit den Ordinaten y^, y^, y^ gebildeten Dreiecks ist 

i 1 , 1 . 1 

I Wl^ Z/a', %' 

= ^»(^'i - P2)iPs- J/sXVs- Wi)(Viys + P2V?.+ IhVi)- 

Die drei Krümmungszentra liegen in einer Geraden, wenn die 

Summe der Produkte der Ordinaten der Punkte in Paaren JTull ist. 

240. Die Evolute einer Kurve ist der Ort der Krüm- 
mungszentra ihrer Funkte. 

Um die Evolute eines Zentralkegelschnittes zu finden, 
werden wir die Koordinaten x' \ y' durch die Xj IF des Krüm- 
mnngsmittelpunktes ausdrücken und ihre Werte in die Glei- 
chung der Kurve substituieren. Mit den Abkürzungen 
(?:a^A, c^:h='ß wird so die Gleichung der Evoltde 
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^+ " 



gefunden 



wird die Gleichung der Evolube der Parabel 

die semkuhiscke oder auch die Neüsche Parabel. 

Da jeder Pankt der Evolute Schnittpunkt von zwei be- 
nachbarten Normalen des Kegelschnittes ist, so berühren diese 
offenbar die Evolute. Daher kann mau sieh ihre Gestalt 
leicht veranBchaulieheu, indem man eine Anzahl Normalen 
konstruiert. Man bemerkt insbesondere, daß die Krümmungs- 
zentra der Scheitel Spitsen der Evolute sind, in welchen die 
Evolute sich von beiden Seiten an die Achsen anschmiegt. 

241. Gemeinsame Asymptotenriclitungen. Zwei Kegel- 
schnitte haben ferner (§ 230) eine besondere Lagenbeziehung, 
wenn eine ihrer Schnittsehnen mit der unendlich fernen Ge- 
raden identisch wird. Dieselben haben dann ihre Asymptoten- 
richtungen gemeinsam, können also nur 
noch zwei Schnittpunkte im Endlichen be- 
sitzen. Dies ist auch geometrisch evident, 
wenn die beiden Kurven Hyperbeln mit 
parallelen Asymptoten sind; die Figur 
zeigt einen endlichen Schnittpunkt 
zweier Äste derselben. Ein Beispiel von 
Ellipsen mit gemeinsamen Asymptoten- 
richtungen bieten uns die Kreise (§ 120), 
die desbalb nur zwei Schnittpunkte im Endlichen haben. 

Nun hängen die Asymptotenrichtungen nur von den 
höchsten Gliedern der Gleichung ab (§ 144), indem sie durch 
das Linienpaar a^iX^ + 2a^^xy + a^^y^ = bestimmt sind. 
Daher ist die notwendige und hinreichende Bedingmig dafv/r, 
daß zwei Kegdsdmitte ihre imenMch fem&n Fimlde gemein 
haben, die, daß die Koeffizienten der Glieder zweiten Grades 
ihrer Gleichungen entsprechend proportional sind: 
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In Zentralkegelsehmttea dieser Art sind die Achsen paral- 
lel, weil sie die Aeymptotenwinkel halbieren. Zieht man 
überhaupt zwei parallele Durchmesser, so sind die zn ihnen 
konjugierten in beiden Kurven wiederum parallel, denn diese 
Paare sind in bezug auf die Asymptoten harmoniach (§ 182). 
Endlich hängt nur Tom Äsymptotenwinkel die Exzentrizität 
ab {§ 177). Kegelschnitte Ton gleicher Exzentrizität haben 
gleiche Asymptotenrichtungen, sobald ihre Achsen parallel sind. 
Wenn die beiden Kegelschnitte Parabeln sind, so haben 
sie dieselbe Exzentrizität, nämlich Eins (§ 217), und werden 
durch die unendlich ferne Gerade in je einem Punkt berührt, 
der die Richtung ihrer Durchmesser ist. Daher berühren sich 
cUle Faraheln von parallelen Achsen im Unendlichen. 

242. Ähnliche Kegelsohaitte in ähnliolier Lage. Wenn 
zwei Zentralkegelschnitte gemeinsame Asymptotenrichtungeu 
haben, so erhalten wir durch Paraüeltransformationen (§ 164) 
ihre je auf den Mittelpunkt bezogenen Gleichungen in den 
Formen a^^^^ + 2a^^xy + a^^f + «33 = 0, 

«ii^:'^ + 2aj^x'y' + (t^gj/^ + «^33 = 0. 
Führen wir dann statt a: [ «/ Polarkoordinaten r\9-, Bia.tbx'\y' 
r'l^ ein, so folgt aus § 144 

»-^ : j^^ = %3 : ö's5 für & = &', 
d. h, parallele Halbmesser sind proportional. 

Nun heißen irgend zwei Kgnren ähnlich und in ähn- 
licher Lage oder homothetisch, wenn die Vektoren OP der 
ersten TOn einem gewissen Punkt aus in einem konstanten 
Verhältnis zu den parallelen Vektoren op der zweiten von 
einem anderen Punkt stehen. 
Wenn es möglich ist, zwei 
solche Punlcte und zu 
finden, so kann man danach 
unendlich viele andere be- 
stimmen. Denn, wenn man 
einen Punkt C wählt und oc 
parallel zu OC und im konstanten Verhältnis op : OF zieht, 
so ist in den ähnlichen Dreiecken OCF und ocp die Linie ep 
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zu CP parallel und in dem gegebenen Veriiältnis. Ebenso 
kann man von jedem anderen durch c gezogenen Vektor 
zeigen, daß er zu dem durch C gelegten parallelen Vektor 
in demselben Verhältnis steht. In swei Jiomothetischm Zentral- 
kegelsdmüten sind alle Durchmesser des einen propmiional den 
paraUelm Durchmessern des anderen. (Vgl. § 162.) 

Man pflegt in der Begel nur den FaU eines reellen Pro- 
poriionalitätsfakkyrs r : r' in Betracht zu ziehen. Mit dieser 
Beschränkung, daß parallele Durchmesser zugleich reell sein 
sollen, sind zu einer reellen Ellipse nur wieder reelle Ellipsen 
homothetiseh, zu einer Hyperbel innerhalb des Asymptoteu- 
winkels 2 nur Hyperbeln in gleichen Asymptoten winkeln. 
In diesem Sinne können ähnliche und ähnlich gelegene Kegel- 
schnitte als solche definiert werden, welche parallele gleich- 
namige Achsen und dieselbe Exzentrizität haben (§ 241). 

Wenn jedoch a^^ und «'^^ in obigen Gleichungen yer- 
schiedene Vorzeichen haben, so ist der Proportionaütätsfaktor 
imaginär. Die beiden Gleichungen stellen dann eine reelle 
and eine imaginäre Ellipse oder zwei Hyperbeln in supple- 
mentären Äsymptotenwinkeln dar. Speziell für %3 -|- a'^j = 
sind die Hyperbeln konjugiert und die Ellipsen könnten 
ebenso bezeichnet werden (§ 176). 

Endlich sind alle Pa/rabdn äfmlich und ähnlich gelegen, 
deren Achsen dieselbe Bicktung haben. Denn die Scheitel- 
gleichungen y^=2px, i/^^'^p'x' liefern die Vektorenwerte 
r^2pcoB % ■.sui^&, / = 2j)' cos *' : ein^ ö' mit &■ = &' also 
parallele Vektoren in dem konstanten Verhältnis p p'. 

* 243. Ähnliolikeitszentra. Verbinden wii die Endpunkte 
P und p paralleler und proportionaler Sehnen aus und o, 
so gehen die Ge]-aden nach g 130 durch einen festen Punkt 
A in Oo, welcher als Zentrum der Ähnlichkett bezeichnet wird. 
Die Ähnlichheitsstrahlen AP, Ap sowie AO, Ao und AC, Ac 
haben dasselbe konstante Verhältnis h, wie die parallelen 
Sehnen OP, op. Wenn wir daher in den Vektoren AP eines 
Kegelschnittes Ap in konstantem Verhältnis zu AP nehmen, 
so ist der Ort Ton^ ein ähnlicher und ähnlich gelegener Kegel- 
schnitt. Zu einein gegebenen Kegelschnitt ö^a:^ + ■ ■ ■ + «33 = 
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und dem NuUpunkt ah ÄhiÜKlikeä'^smtru'm erhalten wir jeden, 
iäwütclim und ahnltch gelegenen KegäschniM durch die Svhsti- 
tukon ]cx\hy statt x\y ak 

Da dureli dieselbe Substitation die Gleichung des vom 
Nnallpunkt ausgehenden Tangentenpaares (§ 156) nicht ge- 
ändert wird, so herilkren aUeÖhnlickm imd akrddeh gelegenen 
Kegelsckniüe dasselbe Tcmgentenpaar ms demÄknlich'keiia0entrum. 

Denken wir nun die obige Betrachtung für zwei homo- 
thetische Zenti'alkurven wiederholt, indem wir 0, mit ihren 
Mittelpunkten C, c zusammenfallen lassen. Dann gehen die 
Verbindnngsgeraden der Endpunkte entgegengesetzt gerichteter 
Halbmesser durch einen Punkt J der Zentrale Cc, welcher sie 
in demselben Verhältnis innerlich teilt wie A äußerlich. Zwei 
ähtliche lind ahnlich gelegene ZeniraXkegelschnitte hcd^en zwei 
ÄhfAichkeüszentra, em äußeres Ä imd ein itmeres J, welche die 
Zentrale h(wmoniseh im JJmlicMeitsverhäUnis h teüen; sie sind 
reell, solange ft reell ist (§ 242). Und: ffomoihetiseJie Zentral- 
hegelschniUe itoheti zwei Faare gemeinsamer Tangenten, welche 
sich in den ÄhnlicMeitsBentren schneiden wie zwei Kreise. 

Die weitere Analogie zu den Beziehungen zweier Kreise 
ist in den Beispielen erläutert und wird für Lomothetische 
Ellipsen durch § 187 begi'tlndet. In der Tat erhalten wir 
aus zwei Kreisen zwei homothetische Ellipsen, indem wir die 
zur Zentrale normalen Kreis ordinaten um ihre Fußpaukte um 
einen konstanten Winkel drehen. 

Vokabeln mit parallelen AcJisen besitzen nur ein Zentrum dm' 
ÄhnUchkeü wtd nur ein JPaar gemekisamer Tangenten, nämlich 
im Endliehen, da je das zweite in die unendlich ferne Gerade 
fällt (§ 241). Das Ähnlichkeitazentrum teilt die Verbindungs- 
gerade der Scheitel im Verhältnis der Hauptparameter, denn 
die EatfernuEgen zwischen Scheiteln und Brennpunkten sind 
parallel und proportional. Der Teilpunkt ist ein äußerer oder 
innerer, je n,i(,hdem die Parabeln m demselben oder in ent- 
gegengesetztem Sinne gekrümmt sind 

B. 1) Wenn diuch em Zentium der ^linlichkeit von zwei 
ähnlichen Keirels hniiten in ilinli liPi Li^e ein Paar Vektoren 
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geEOgea werden, so sind die Verbiadungss ebnen ihrer Endpunkte 
entweder parallel, oder sie scbneidon sich in der Sehne der end- 
lichen Schnittpunkte der Kegelschnitte. Beweis wie in § 136. 

2) Die sechs Zentra der Ähnlichkeit dreier homothetiseher 
Kegelsclmitte liegen zu dreien in vier Geraden (den Ähnlichkeits- 
aehsefl § 131^. 

3) Das Almlichkeitsverliültiiis h zweier durch ihre allgemeinen 
Gleichungen gegebenen homothetischen Kegelschnitte ist durch 
D ^ ifc^D' hestimmt, wenn D, D' ihre Diskriminanten sind. 

Die Koordinaten der Ähnlichkeitszentra ergeben sich daraus, 
daß diese die Zentrale «o|2/o, a^'o 1 2/'o ™ "Verhältnis +!c teilen. 

244. Konzentrische homothetisohe KegelBOhDitte. Die 
Besonderheit der Beziehung von KegdschniUen mit gemein- 
samen Asymptoten ist dadurch zu charakterisieren, daß sie 
homothetisch und konzentrisch sind. Da dann ihre Achsen zu- 
sammenfallen, heißen sie auch koaxial. Solche Kegelschnitte 
haben dieselben unendlich fernen Punkte und in ihnen über- 
dies dieselben Tangenten. Ähnliche, aktüich gelegene konzen- 
irische Kegelschnitte iemhren einander in ihren imenMch fernem 
Pzmklen, haben also im Endlichen keine Schnittpunkte, wie 
dies uns von den konzentrischen Kreisen bekannt ist (§ 120). 

Die Glekhimgen kongentrisck-homotkeUscker Kegdschniüe 
sind nur in den konstanten Gliedem mrsdnieden. Denn nicht 
nur die Koeffizienten der Glieder zweiten Grades müssen pro- 
portional sein (§ 241), sondern auch diejenigen der Glieder 
ersten Grades, weil die Koordinaten dos Zentrums auch von 
ihnen, nicht aber von a^g abhängen (§ 147). 

Zwei Paraheln, deren Gleichungen nur im konstanten 
Glied differieren, haben dieselbe Achse und gleiche Haupt- 
Parameter, da weder jene (§ 212) noch dieser (§ 213) von a^g 
abhängt Koaxiale tmd ährdich gelegene Fa/rabdn y^=2px, 
y^ = 2p{x — iCo) svnd kongruent und haben miteim.amder eine 
Berühnmg dritter Ordnung im Unendlichen; sie berühren sich 
dort (§ 241) und haben keine Schnittpunkte im Endlichen. 

B. 1) Die PaEpunkte der Normalen konzentrisch-homothe- 
tischer Kegelschnitte aus eiaem Aehsenpunkt liegen in derselben 
Aohsenordinate (§§ 192, 221). 

2) Wenn eine Gerade zwei ähnliche, ähnlich gelegene und kon- 
zenti'isehe Kegelschnitte schneidet, so siad die zwischen den Kegel- 
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schnitten eathaltenpn \bschiiitt« gleifh Jede &ehne df außeten 
Kegelsfhnittes, welche len mneien hei-uhit wird im Beiuhiungs 
pimkt lialhiut 

Dies wild m derselben Ait bewiesen, wie die Satze de'i § l'*S, 
welche 'ipezielle Falle des gegenwältigen Satzes sind, denn die 
Asymptoten einer Hyperbel können als ein au ihr ahnliohrr Kegel 
schnitt m ahnhchei Lige betrachtet weiden w"il die hothsten 
Glieder in der Gleichung der Asymptoten dieselben wie die in 
der Gleichung dei Kurve sind 

3) Wenn eine Tangente m V einem beliebigen Punkte dei 
inneieu von zwei k nzentiischen dhnli hen und ahnheh gelegenen 
Ellipsen, die lußere m den Punkten T und T schneidet ss ist 
jede duich Y gezogene &eline der inneien die Hälfte dei algebiaa 
ichen butnme der parallelen Sehnen der lußeien durch T und T' 

245 Ahnliohe Kegelsclinitte Zwei Figuren smil a)»' 
lirh, aber nicht w alinhdu.} Luqe, weuii die propoitionalen 
Vektoien emen konstanten A^mkel miteinander miclien .tii 
stitt paiallel zu fe\a. Wenn wir also die eine dei Figuren 
um diesen Winkel gedreht denken, so wird auch die ahn 
liehe Lage hergestellt. 

üntet weichet Bedingung sind cwei dmch die (Mqemimen 
Gleichungen gegebene Kefielsdinitte ahnhdi •' 

Wir haben nur die eiste Gleichung zu Achsen zu trans- 
formieien, welche mit den gegebenen irgend einen Winkel 9 
machen, und zu unteisuchen, ob dem & ein Wert beigelegt 
werden kann, welchei die neuen Koeffizienten «■\t> "'n^ "'^a 
den alten ßj^, «i^, a^a pioportional macht. Sei a^j = Ä.a'ji, 
a,^^ka\2t %a ^ ^'f'sai so sahen wir für rektaugu^re Achsen 
in § 166, daß die Größen Oji + Oj^, a^^ a^^ — «i/ durch Trans- 
formation der Koordinaten unverändert bleiben und daß also 

"11+ ''ää^ ^(<i'ii+ ft'ss); '^ii''sä'~ "^^a = ^^(ß'iiöi'sg — o-'^ia) 
ist. Durch Elimination von k folgt die geforderte Bedingung 

In schiefwinkligen Koordinaten findet man in derselben 
Art nach § 168 die Bedingung der Ähnlichkeit 



yGoosle 



Ähnliehe und konfokale Kogelaclinitte. 421 

Aus § 55 geht als die geometrische Bedeutung der gefun- 
denen Bedingung hervor, daß die Winkel der reellen oder 
imaginären Aajmptotenpaare der beiden Kurven gleicli sind. 
Insbesondere sind zwei Parabdn stets äkfüich, da dann die ge- 
fundene Bedingung identisch erfüllt ist. 

Man sieht auch, daß die Ausdrüclce lionzentrisch -homo- 
thetisch und koaxial ähnlich gleichbedeutend sind. 

246. Konfokale Kegelschnitte. Unter den koaxialen 
Kegelschnitten haben außer den ähnlichen diejenigen eine 
große Zahl merkwürdiger Beziehungen zueinander, welche die- 
selben SrernipwiMe besitzen und daher konfohale (homofokale) 
Kegelschnitte*) heißen. Denn eine große Zahl der im X. Kapitel 
entwickelten Eigenschaften der KegelBchnitte hängen nur von 
den Brennpunkten und nicht von den Achsenlängen ab. 

Zwei Zentralkegelschnitte, deren gleichnamige Achsen je 
in dieselbe Gerade fallen, sind konfokal, wenn sie die gleiche 
Fokaldistanz c haben, d. h. wenn die Differenz ihrer Halb- 
achsenquadrate konstant ist. Bezeichnet h eine willkürliche 
Größe, so sind die Gleichungen aller konfokcUen Kegelschnitte 
mit den Bfennpimlcten ±}/{a^— b^\0 in der Form enthalten 

1^^^ ■'' 'w^k °^ ■'■■ 

Diese Gleichungen stellen reelle Ellipsen dar für alle 
negativen und diejenigen positiven Werte von h, welche kleiner 
als b^ < a* sind; bei wachsendem h rücken die Scheitel der 
großen Achse den Brennpunkten immer r^her. Für Werte von 
Je zwischen b^ und a^ sind die Kurven Hyperbeln, deren Haupt- 
achsen mit wachsendem h kleiner werden. Endlich liefern alle 
a^ übersteigenden positiven Werte von h imaginäre Ellipsen. 
Die konfokalen KegeUdmiUe sind Mlipsen, Syperheln od^ ima- 
ginäre Kwvefn, je nachdem k<.b^, b^<k<a^ oder a^ <k tsi. 

Den Werten Je ^^b^ bez. Je = a^ entspricht die Reduktion 
der Gleichung auf j/^ = bez. x^ = 0, so daß die Achsen 
selbst als die Grenzen erseheinen, welche konfokale Kegel- 
schnitte verschiedener Gattungen trennen. Indessen werden 

*) Zuweilen nennt man Kegel aclinitte, welche einen der Brennpunkte 
und die Hauptachse gemein haben, konfokal, die des Testes bikonfokal. 



y Google 



422 SIL SpenieUe Beziehungea 



c Kegelschnitte. 247. 



■wir erkennen (§ 248 Anm., § 250), daß die Brennpunkts- 
paare selbst in ganz besonderem Sinne diese Grenzen bilden. 
247. Schnitt konfokaler KUipsen und Hyperbeln. Zwei 
Jamfokale EUipsen be^. Syperbeln haben keine reellen Schnitt- 
ptmkte. Denn, sind ihre Gleichungen 

so genügen die Koordinaten des Schnittpunktes auch ihrer 
Differenz, welche durch k ~ k' dividiert die Gleichung liefert 



t'i """ Ti 



r = 0. 



Diese stellt aber stets ein imaginäres Linienpaar (Durchmeeser- 
paar) dar, sobald k und k' einer und derselben der Ungleich- 
heiten des § 246 genügen, also die beiden Faktoren der 
Glieder je gleiche Zeichen haben. 

Dagegen haben, falls k < i^, &^ < k' < a^ ist, die beiden 
Glieder entgegengesetzte Zeichen. Mne Ellipse und eine Hy- 






sind deren Taugenten ausgedrückt dnrch 



stems schneiden sich m vier 
reellenPunkten.Tfiese bilden 
ein bezüglich der Achsen 
symmetrisches Rechteck. 

Zwei hmfokale Kegel- 
schnitte schneiden sich stets 
orthogonal, denn in jedem 
Schnittpunkt w' \ p' zweier 
konfokalen Kegelschnitte 



= 1, 



7=1 



und die Bedingung ihrer Orthogonalität (§ 36) ist identisch 
mit dem Resultat der Substitution tou x' \ y' in die Glei- 
chung des obigen Linienpaares. Daß eine reelle Ellipse und 
eine Hyperbel mit gemeinsamen Brennpunkten sich recht- 
winkhg schneiden, folgt auch schon daraus, daß ihre Tan- 
geuten in jedem Schnittpunkt die äußere und die innere 
Halbierungslinie des Winkels seiner Brennstrahlen sind (§ 201). 
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Die Hauptachse der Ellipse bez. Hyperbel ist dann gleicb der 
Summe bez. Differenz dieser Brennstrahlen.*) 

Hieran scliließen sich fernere Übertragungen der Brenn- 
punk tse igen Schäften auf Beziehungen zwischen konfokalen 
Kegelschnitten. Die Tangente und die Normale m einem Punkte 
P eines Kegelschnittes sind für alle Tangentenpaare am P an 
honfokale Kegelschnitte die Winkdhalbierenden, oder diese bilden 
eine symmetrische InTolution (§ 96). Denn nach der Figur 
des § 202 haben die Tangenten PT, Pt und die Brenn- 
strahlen PF, PF' dieselben Winkelhalbierenden, und zwar 
sind dies, wenn wir uns einen Kegelsehnitt durch P denken, 
der F, F' zu Brennpunkten hat, nach § 201 dessen Tangente 
und Normale. 

B. l) Der Ort des Poles einer festen Geraden in beaug auf 
konfokale Kegelschnitte ist eine zu ihr senkrechte Gerade. 

Der Pol einer Geraden ^x + i^f/ + 1 = in bezug auf 
~ä + "?^! = 1 w'i''i iiiis den Gleichungen —- x = a^'i, — y = ^11 
(§ 181) gefunden; wenn die Brennpunkte des Kegelschnittes ge- 
geben sind, so ist a^ — 6^ ^ c^ bestimmt und der Ort des Poles 
durch — rix + i,y — c^^Ti repräsentiert. 

2) Die Tangenten eines Kegelschnittes in den Punkten, in 
denen die Tangente eines konfokalen Kegelschnittes ihn schneidet, 
begegnen sich in der Normale des letzteren. 

Denn dies ist der Ort der Pole in 1), weil der Schnitt- 
punkt der gegebenen Geraden mit dem Ort der Berührungspunkt 
derselben mit einem Kegelschnitte ist. 

3) Der Ort der Berührungspunkte der Tangente aus einem 
festen Punkt der großen Achse an konfokale Ellipsen ist ein Kreis. 

4) Das Produkt der Tangenten in § 208, 7 ist offenbar 
auch noch konstant, wenn nicht fest ist, sondern einen mit 
dem gegebenen konfokalen Kegelschnitt durchläuft. 

5) Der Satz § 208, 14 gilt auch noch, wenn statt OF, 
OF' dip Tangenten OT, Ol au einen konfokalen Kegelschnitt ge- 
spfzt werden HiPiaus folgt 

Die einen konlokalin Kegelschnitt berührenden Sehnen eines 
KeTelschnittPs smd den Quadraten der parallelen Durchmesser 
des letiterpu piopoitional 

*) llan eikemit diG die Methode des g 209 ebenfalls Paare kon- 
tnka,ler kurven lii,feit Mau zeigt leicht, daß die Ellipse und die Hy- 
p.'ibei jener Konstiuktioii die Winkel der Gi'undkreise halbieren. 
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6) Die Länge der Sohne einer Ellipse, welcke eine kon- 
fokale Ellipse von den Halbachsenquadraten a^ — fc^, &^ — Je' be- 
rührt, ist = 2M'^:al}^) 

Die Bedingung, unter welcher die Sehne zwischen den Punkten 
von den exzentrischen Anomalien «, ß den konfokalen Kegelsehjiitt 
berührt, ist 

b^ (a^ - h^) cos^ i{c, + ß)+a^ (h' ^ h^) sin^ i (« + ^) 

und man hat (§ 183,4) 

a'b' sin'ii^- ß)=k^h^eos^{a + ß)A- aHm^ l{a + ß)}^hH'K 

Die Länge der Sehne ist 2ö' siu-^(a — ß)= 2Ä6'^: a&. 

MU Hilfe dieses Satzes hönnen versdiieäme auf Fokalsehntn 
'bezügliche Siüse auf Seknm avegedeknt werden, welche leonfökale 
Kegelschnitte beiiihnn 

Er fuhrt auch zu einem unmittelbaren Beweis des Satzes 
im B. 14 des § 208, da OB ■ OS' sich zu OS ■ OS' verhält vrie 
die Quadiate der parallelen Durchmesser (§ 161) und hier be- 
wiesen ist, daß auLh OB— OB' und OS— OS' in diesem Ver- 
hältnis stehen 

248. Elliptisohe Koordinaten. Durch jeden reellen oder 
imaginären PutM der Ebene gehen zwei Kegelsdmüte von ge- 
jrefeew^w Bremvpunlden, welche sich rechtwinklig schneiden. Denn 
die Grleichung __^t^ _l _ ^^ _ = 1 

a^-ii^ "&! _>" 
liefert bei Einsetzung von 3/ [ y' eine quadratische Gleichung 
zur Bestimmung von h 

¥~h{a''+ h'-a!^- y'^) + a^h''^ 6^^*- «V'= <>■ 
Durch jeden reellen Punkt P gehen also (§ 247) eine Ellipse 
und eine Hyperbel von gegebenen Brennpunkten F, F'. Man 
bestätigt dies direkt durcb den Nachweis, daß zwischen 
— 00 und h^, zwischen &^ und a^ stets je eine reelle Wurzel 
jener Grleichung liegt (Vorles. Art. 46),*) Entsprechend den 
Wurzeln h' bez. li" seien 

aJ'-lc'^t^^ b^-h'^h'^; a^-k"^a"\ b^-k"=-b"^ 
die Halbachsenquadrate der Ellipse bez. der Hyperbel. 

*) Für Paukte ai' I zerfällt die Gleichung m(j!:-&=)(Ä-iiHa;") = 0, 
die Wurael Ä = 6' liefert i/* = 0, k^a^ — x" den Kegele chuitt, der 
ic'|0 zum Scheitel hat. Wenn dagegen spesiell x" — «^ — 6', so daß 
auch, die zweite Wurzel Ä = &' ist, so iat klar, daß die Brennpwnkte 
•i:c\0 in einem gemasen Sinn dem Wert k = b' entsprechen, ebenso 
I + ci in (c' = dem Wert fc = a^ 
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Diese Theorie tann eine neue Art von Koordinaten eines 
Punktes P definieren, die manchinal brauclibar ist. Ma/n nennt 
die Wurseln ic', h" der obigen Gleichung die elliptischen Koordi- 
naten des PtmJctes a;'[^'. In der Tat ist auch P eindeutig 
durch zwei konfokale Kegelschnitte bestimmt, wenn man sich 
auf Punkte des positiven Achsenwinkels beschränkt. Man er- 
setzt dann /c', k" zweckmäßig durch die Angabe der halben 
Hauptachsen a', a" dieser Kurven und drückt durch, sie x' \ y' 
und die Längen alier von P abhängigen Linien aus. Nach 
§199 sind z.B. die Brennstrahlen des Punktes /s', Ä" FP^a'+a", 
F'P^-a'-a". 

Da nämlich nach obiger Gleichung 

/;' + A" = a= + 6^ - x'^ - y'\ k'k" = a^i^ - ¥xf^ - a^y'^ 
sind, so können wir die Summen und Produkte bilden 

a'a + a"^ =c^+3^^-ir y'\ &" + (- h"^) = - c^ + a/^ + y", 

also quadratische Gfleichnngen mit den Wurzelpaaren tt'^, V'^ 
und a"^, — h"^ aufstellen. Die Betrachtung der Vorzeichen 
lehrt, daß a'^, fc'^; a"^, h"^ positive Zahlen und also die 
Kurven verschiedener Gattung sind. Aus den elliptischen Koordi- 
naien }i', h" eines Punktes folgen seine rechtwinMigen durch 

■ 3 a"a"' ,g _ b"b'" 

^ - a'-6'' ^ ~ b^-a'' 
Aus den obigen Summen oder dnreh Addition dieser 
Ausdrücke folgen aber 

a;'ä -i- y'^ = a'^ + a'" - c= = a"' + h'' ^ a'^ + i'" 
als das Quadrat des der Ellipse und der Hyperbel gemein- 
samen Halbmessers CP. Dagegen ist das Quadrat des zu 
demselben konjugierten Halbmessers der Ellipse aus ß^ = 

a'a+ i,'a_ (a'S4. j"*)=, b"'-i"^ oder a'^ ~ a"\ 
während für die der Hyperbel der Wert mit dem entgegen- 
. Vorzeichen zu nehmen ist. 



B. l) Neigungswinkel i|f zwischen den Tangentea P'X\ Fi 
aus einem Puiitt P an eine Ellipse und der Tangento in P an 
die konfokale Ellipse. 

Nach § 247 ist ij; = -|- gi = -|- 2'Pi, also ist der Winkel des 
Tangenten paarea zu bestimmen (§ 181,2). Sind «', a" die halben 
Hauptachsen der konfokalen Kurven durch P, so ist 
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Ut' - (o" - a') (o"" - <.') -c?b'~ t'i" - a's'' 
und a" < a < a' für ein reelles Tangeiitenpaar. Also nach § 181,3 

somit sin i(; = T/— ,,_ „ gi eos i; 

MaE hat aucli a'^ cos* tJ; 4- a"* sin* ifi = a*. 

2) Wenn die Fokalabstände PF, PF' auf den Tangenten 
PT, Pt von P aus atgeta-agen werden, so ist die Entfernung 
zwischen den Endpunkten gleich der großen Achse. 

Denn die Fokalabstände sind «' 4- «", a' — a" und in dorn 
Dreieck mit der dritten Seite 2 m ergibt sich trigonometrisch für 
tan ^ 95 genau der obige Wert. 

3) Werden von P aus Tangenten an awei feste konfokale 
Ellipsen gezogen, so ist das Sinnsverhältnis der Neigungswinkel 
tff, Tff' derselben ^^^^Ti. die Tangente der durch P gehenden kon- 
fokalen Ellipse konstant, wenn P diese Ellipse durehläuft. 

Denn sind a^, a^ die Halbachsen der inneren Ellipsen, so ist 



^ = 1/4^ 



von a" unabhängig, also für Punkte der Ellipse a' konstant. 

4) Die Abstände p' bez. p" der Ellipsen- bez. Hyperbel- 
tangente in P ¥0m Zentrum sind 



denn sie folgen aus den zu CX' konjugierten Halbmessern nach 
§184,2) 

5) Nimmt man die Tangenten von zwei koufokalen Kegel 
schnitten «', n' im Schnittpunkt P als Ach-ien 5o gibt et zwei 
konfokale Kegelschnitte mit j^nen Tangenten als Achsen welche 
jene in f berühren und seilst die Halbachsenpiai e a' a' b h' 

Dieser ^atz ist nui dei Ausdruck dei Analogie zwischen 
den "Werten für p'^ p '" in 4J und denen des Textes fui » ; y^ 
während p', p" wirklich die auf die Tangenten -ils 4. hsen be 
zogenen Koordinaten von t sind 

6) Wie in i? 115 B Jolgt hier ä\Q m kollineiren Ebenen 
den Kegelschnitten mit den Brennpunkten S S* m lei un 
gestrichenen die Kegelschnitte mit den Brennpunkten S , fe* in 
der gestrichenen Ebene entspiechen udei denen der kontokalen 
Schar 5, '^* die dei Schar s S*', nimlich den Ellipsen der 
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eiaen die Hyperbeln der anderen. In der Tat geht die Gleichung 
des Kegelschnittes der Schar SS* mit der Halbachse l 

£! . J''_- = l 

durch die Substitution 

d. h. mit ll' =hl)' in 

.*L' + _^'_. = 1 

Die elliptischen Koordinaten entsprechender Punkte der kollinearen 
Ebenen haben konstantes Produkt. Durch diese konfokalen Kegel- 
schnitte werden die kollinearen Ebenen in entsprechende krumm- 
linige ßechtecke geteilt.^^*) 

Alle die Hauptergebnisse über die metrischen { 
der kollinearen Ebenen aias der Beziehung auf die e 
rechtwinkligen Koordinatensysteme gehen in großer Analogie auf 
die kollinearen Bäume über; selbst in betreff der Konstruktion 
jenei einzigen entsprechenden Systeme rechtwinkliger Cartesischer 
Koordmatpn (wie für die Ebenen in § 99,3); nur mit dem Unter- 
st biede, daß kollineare Räume nicht wie kollineare Ebenen immer, 
Bondtrn nur unter gewissen Bedingungen zur zentrischeu Kolli- 
neation TerPinigt werden können. 

7) Die Exzentrizitäten der entsprechenden Kegelschnitte der 
beiden konfokalen Systeme sind reziprok oder die Asymptoten 
der Hyperbel bilden denselben Winkel wie die Eokalstrahlen nach 
den Endpunkten der kleinen Achse der Ellipse. 

8) Im Falle der involutorischen .Kollineation durchschneiden 
sich entsprechende Kegelschnitte in den Ecken eines Rechtecks, 
von welchem zwei Seiten dvireh die Brennpunkte gehen. 

249. Konfokale Parabeln. Da Parabeln als Ellipsen 
oder Hyperbeln mit einem unendlich fernen Brennpunkt auf- 
gefaßt werden können (§ 222), so Bind honfoJiale Parabeln 
solche, welche denselben 3remvpmüd tmd dieselbe Achse besitäen. 
Die allgemeinen Sätze über konfokale Zentralkegelsclmitte 
übertragen sich mit jener Modifikation auf konfokale Parabeln. 

Die Gleichung für den Brennpunkt als Nullpunkt lautet 
1/^ — 2px — p^—0, 
mit wiEkürlichem Hauptparameter p. Die Parabeln verlaufen, 
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je naelidem ^ posiÜT oder negativ ist, im positiTen oder im 
negativen Sinn der a:-Aehae. Durch jeden Funkt der Ebme 
gehen zwei Farahdn von geffebenem 'Brennpunkt und gegebener 
Achse, welche sich rechtwinklig schneiden. Denn durch Ein- 
setzung von x' I y' entstellt eine quadratische Gleichung mit 
den Wurzeln p, p', für welche Summe und Produkt sind 

P+p'=~ ^^, pp' = — «/^. 
Die zweite Bedingung zeigt, daß die Tangenten der zu p 
und 'if gehörigen Paraheln orthogonal sind. In konfokalen 
Parabeln mit reellen Schnittpunkten sind die Evennstrahlen 
der Seheitel \p und \p' entgegengesetzt gerichtet. 

B. Die Tangentenpaare aus P an konfokale ParalDeln hahen 
diesellieu Winkelhalbierenden wie der Brennstratl und die Achsen- 
parallele von P. 

Man prüfe die Gültigkeit der Sätze § 248, S, 5 für Paraheln. 
Weleho Bedeutung erhalt B. 6? 

250. Konfokale Kurven zweiter KlaBse. Neben der vor- 
stehenden ist die Behandlung in Linienkoordinaten angezeigt. 
Nach § 181 ist die Tangentialgleichimg hon fokaler Zentral- 
hegelschniUe ^^2 _ /;) |2 + (b^ - Ä) ij^ = 1 

oder 0=^^ -I- h^^' - 1 = Ä; (1^ + ij^), 

und man erhält leicht wie in § 210 die der Jconfokalen 
Parabeln aus (p + ic*)! = 1, «/'| = — ßij als 2| =p(l^+ if). 

Da diese Gleichungen die Konstante k bez. p nur linear 
enthalten, so berührt unter den konfokalen Kegelschnitten 
nur je einer eine gegebene Gerade ^ | ^. Durdi die Brent^ 
punkte imd eine Tangente ist daher eim, Kegelschnitt eindeutig 
bestimmt, nicht aber durch die Brennpunkte und einen Punkt. 
(Vgl. § 248 Anm.) 

Die Diskussion der Gleichungen für die Werte der Kon- 
stanten liefert eine bemerkenswerte neue Anschauung der 
Gi"enzfäUe k — b^, k = a^, j> = 0. Dieselben liefern nämlich 

cT-l = 0, c^ij^4-l=0; 1 = 0, 
d. h. zerfallende Gleichmtgen von Ptmktepanren. Das erste bez. 
zweite Punktepaar wird von den reellen bez. imaginären Brenn- 
punkten gebildet ; endlich 1^0 steht für - 1^ -f ^ = 
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(§ 15), oder sowohl für | == als 1 : | == 0, die Gleichimgen 
der Pnnkte oojO und 0|0, die Brennpunkte der Parabel. 
Das heißt: alle Strahlen durch den einen oder den ajideren 
Brennpunkt eines Paares sind Tangenten einer konfokalen 
Kurve zweiter Klasse S&tmt gelten die Paare äe}~ Brennpunkte 
sdbst als Grenzfoi men, das reelle als die zwischen konfokalen 
Ellipsen und Hypeibeln, positiv oder negativ gerichteten kon- 
fokalen Parabeln, das imaginaie als die zwischen Hyperbeln 
und imaginären Kegelschnitten. Dabei werden aber die Kegel- 
schnitte ausdrücklich nur als Kurven zweiter Klasse betrachtet, 
während in § 246 die Achsen selbst als degenerierte Kurven 
zweiter Ordnung auftraten. 

Den beiden an fc und li oder p und p' gehörigen Kurven- 
gleichungen genügen nur solche Wertepaare von 1 1 jj gleich- 
zeitig, welche auch ihre Differenz befriedigen, nämhch |^ -f- ij^= 0, 
Diese Gleichung stellt aber das Paar der absoluten Richtungen 
dar (§ 58). AUe Jconfohalen Kurven zweiter Klasse berühren 
vier feste Tangenten der abst^ten Ri^iungen. Wirklich ist 
dies nach § 195 geradezu die Definition der gemeinsamen 
Brennpunkte. 
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Dreizehntes Kapitel. 

Die Methode des llnendlichkleinen. 



251, Die Differentialröehnung erlaubt auf sehr einfache 
Weise, die Tangenten der Kurven, die GröBe ihrer Fachen 
und die Länge ihrer Bögen ku bestimmen. Obgleich wir von 
ihrer Symbolik und ihren Grundbegriffen in diesem Werke 
weiterhin mehrfachen Gebrauch machen werden, wollen wir 
doch einige der angedeuteten Fragen, insofern sie sich eben 
nur auf Kegelschnitte beziehen, hier ohne ihre direkte Ver- 
mittelung behandeln, um eine Idee von der Methode zu geben, 
nach der solche Fragen vor der Entdeckung der Differential- 
und Integralrechnung behandelt wurden. 

Wir geben damit zugleich ihren analytischen Begriffen 
die geometrische Basis. Und die geometrische Methode, welche 
wir erläutern, besitzt in bezug auf manche Fragen vor der 
Änalysis den Vorzug der Einfachheit und Kürze; sie hat 
noch in neuester Zeit zu einzelnen schönen Ergebnissen ge- 
föhrt (vgl. §266), welche durch Anwendung der Integi-al- 
rechnnng auf die K^ktlfikation der Kegelschnitte nicht ge- 
funden worden waren. 

Wenn ein Polygon von gleichen Seiten einer Kurve 
eingeschrieben ist, so nähert sich augenscheinlich der Inhalt 
und Umfang des Polygons um so mehr der Gleichheit mit 
dem Inhalt und Umfang der Kurve, je größer die Zahl der 
Seiten des Polygons und je kleiner damit jede einzelne Seite 
desselben wird; gleichzeitig nähert sich jede Seite des Poly- 
gons mehr und mehr dem Zusammenfallen mit der Tangente 
der Kurve in dem Punkte, in welchem sie dieselbe schneidet. 
Wenn die Zahl der Seiten unendlich groß und die Länge 
jeder einzelnen Seite unendlich klein geworden ist, so fällt 
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das Polygon mit der Kurve zusammenj und die Tangente 
derselben in jedem ihrer Punlite wird mit der Verbindungs- 
geraden zweier unendlicli benachbarten Punkte in ilir identisch. 

Ebenso nähert sich Inhalt und Umfang eines umgeschrie- 
benen Polygons dem Inhalt und Umfang der Kurve um so 
mehr, je größer die Zahl seiner Seiten und je kleiner jede 
einzelne Seite wird; gleichzeitig nähert sich der Schnitt- 
punkt zweier benachbarter Seiten mehr und mehr dem Be- 
rührungspunkt einer jeden derselben. Man kann daher zur 
Untersuchung des Inhalts und Umfangs einer Kurve für 
dieselbe ein eingeschriebenes oder umgeschriebenes Polygon 
substituieren, dessen Seitenzahl unendlich groß und dessen 
Seiten unendlich klein sind, und jede Tangente der Kurve 
als die Verbindungsgerade zweier unendlich nahen Punkte 
der Kurve und jeden P mkt der Kurve als den Schnittpunkt 
zweier unendlich nihen Tangenten derselben betrachten 

252. Bei'?!. 1 -^f UicIHmig d r Tan lenfe in e mm P uilt 
des Kreiscb m he-Ummen 

Wir denken uns ein em geschriebenes regil'u-es Polygon 
Auf jedes der gleichseitigen Dreiecle m welche es duich die 
nach seinen Ecken gehenden Radien 
zerlegt wiid lißt sich dann die Be 
merkung anwenden, daß der Basis- 
winkel OSA um die Hälfte des Win- 
kels an der Spitze kleiner ist als ein 
rechter ^Vinkel Wenn alsdann die 
Zahl dei Seiten des Polygon? als un 
endlich groß gedacht wiid, so daß 
jede einzelne unendlich klein sein 
muß iso wird dei Winkel an der Spitze jedes dieser Diei 
ecke kleiner als jedei angehbaie Wmkel ün langmte äe/, 
Kreises hidei dalier mit dem Badms dcö Be> iihruii^spunMes 
einen t echten WinJel Es bietet sich h'iufig die Gelegenheit 
zur Anwendung eines Prinzips dai, welches hierin mit ent 
halten ist, namhch, daß die fjleicManqe^t Sdienkel eines itn- 
endlick Uemen Wtnleh zu der Yeihndungbgefiaäen iki& End 
Itmltf lecliiuinlhg ^tnd 
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Beisp. 2. Die Umfange sueier Kuisi 'flehen in demselben 
Verhältnis wie ihre Ba^dien 

Wenn reguläre Polygone von gleichei YiiKahl der Seiten 
in beide Kreise eingeschueben werden, so ergibt sieh aus der 
Äbnlichkeit der Dreiecke des einen mit denen des anderen, 
daß ihre Basen ab und AB m dem Aeihiltnis der Radien 
beider Kreise stehen, und daraus daß die Umfange beider 
Polygone als die Snmmen sokher Seiten folglich auch, wenn 
die Seitenzahl unendlich gioß gedacht wird, die Kreisperi- 
pherien in demselben Verhältnis «tehen 

Beisp. 3, Der Inhalt eineb Kietses ibf dem Frodiikt aus 
dem Halbmesser in den halben Umfang desselben gleich. 

Denn der Inhalt jedes der Dreiecke OAS ist das Pro- 
dukt aus der Hälfte seiner Basis in die vom Zentrum auf 
dieselbe gefällte Senkrechte; somit ist, der Inhalt jedes der 
betrachteten regulären Polygone gleich dem mit der senk- 
rechten Entfernung einer Seite desselben multiplizierten halben 
Umfang. Mit der Vermehrung ihrer Zahl nähert sieh ohne 
Ende der Umfang des Polygons der Peripherie des Kreises und 
jene senkrechte Entfernung einer beite dem Halbmesser des 
Kreises, so daß die Differenz beidei klemei als ]ede angeb- 
bare Größe gemacht werden kann Demnach ist dis aus- 
gesprochene Resultat richtig. Da dei Kreisumfang gleich 2xq 
ist, so wird der Inhalt eines Kreises durch ?rp^ ausgedruckt. 

253. Beisp. 1. Die Eicht inq de) Tatii nte m (umn FunU 
der Ellipse su bestimmen. 

Man bezeichne durch i- ul l P zwei mendli h lihe 
Paukte der Kurve, so daß mau 
hat FF + FF' = FF' -|- F'F'. 
Nimmt man dann FB=FF und 
F'R' = F'F', so ist F'E = FM'. 
Die beiden Dreiecke FRF' und 
FM'F' besitzen die gemeinschaft- 
liche Basis FF', die gleichen Katheten F'H und FB' und 
nach dem Prinzip des § 252 die rechten Winkel FFF' und 
FB'F'; infolgedessen ist -^ FF'R = ^ F'FF'. Unter der 
Voraussetzung, welche wir gemacht haben, daß die Punkte 
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P und P' Tinendlich nahe sind,- ist ^ TPF== ^ PP'F, weil 
ihre Differenz unter jeden angebbaren Winkel herab gebracht 
werden kann; demnach hat man -^ TFF= ^ T'FF'i die 
Brennstrahlen des Berührungspunktes machen gleiche Winkel 
mit der Tangente und bestimmen sie dadurch (§ 201). 

Beisp. 2. Man soll die Rkhkmg der Tangente in än&in 
Pimkt der Hyperbel hesUmmen. 

Wir haben bei der nämlichen Konstruktion wie vorher 
F'P'-F'P^FF'-FF, oder P'E = F'E'. 
Demnach ist ^PP'Ü = -^PP'B', oder: die Tangente ist die 
innere Halbierungslinie des Win- 
kels der Brennstrahlen von P'. 

Beisp. 3. In derselben Art 
bestimmen wir die Jiichtung der 
Tangente in eimem Punkt der 
Parabel; denn wir haben 
FP = PJV und FP' ^ P'N' ■ 

alsoP'E=^P'S oder -^ N'P'P = ^ FP'P. 
Die Tangente halbiert den Winkel FPN, den der Brennstrahl 
des Berührungspunktes mit dem durch ihn 
gezogenen Durchmesser der Parabel bildet. 

254. Beisp, 1. Man soll den Inhalt des 
parabolischen SeMors FVP hesUmmen. 

Weil PS = PR und PN^^ FP ist, so 
ist die Fläche des Dreiecks FPR die Hälfte 
des Parallelogramms PSN'N. Wenn wir eine 
Anzahl von Punkten P', P" usw. zwischen 
V und P nehmen; so wird die Summe aUer der entsprechen- 
den Pai-allelogramme PSN'N usw. der Gleichheit mit dem 
Inhalt der Fläche D VPN um so mehr genähert, je näher die 
einzelnen Punkte P einander sind; ebenso die Summe aller 
Dreiecke FPli der Gleichheit mit dem Inhalt der Fläche des 
Sektors VFP. Demnach ist der Inhalt des Sektors PFY 
die Hälfte von D VPN und somit ein Drittel des Vierecks 
DFPN. 

Beisp. 2. Man hestimme dem Inhalt des durch eine be- 
li^ge Gerade abgescJmittenen Segments einer Pa/rahel. 
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Xm. Die Methode des Ünendlichklcinea, 255. 




Man zieht den Durclimesser der Parabel, welcher diese 
Gerade halbiert; dann ist in der Figur das Parallelogramm 
PRB' dem Parallelogramm PMM' flächengleich, wie aus 
ihrer Beziehung zu dem Parallelogramm TM' F'li' und seiner 
/ Diagonale Tl" hervorgeht. Die Seite 
TM ist aber durch die Kurve in V 
halbiert (§ 218), und das Parallelo- 
gramm FNN' ist demnach die Hälfte 
von PMM'. Wenn wir daher eine 
Anzahl von Punkten P, P', P", usw. 
in der Kurve wählen, so ist die Summe 
der Flächen aller Parallelogramme wie PMM' doppelt so 
groß, wie die Summe aller Parallelogramme wie PNN\ 
demnach zuletzt der Inhalt der Fläche V'PM das Doppelte 
von dem Inhalt der Fläche VPN. Der Inhalt des para- 
bolischen Segments V'PM steht also zu dem Inhalt des 
Parallelogramms V'NPM in dem Verhältnis von 2 : 3. 

255. Beisp. 1. Der Inhalt einer Ellipse ist dem eines 
Kreises gleich, dessen Halbmesser das geofnetriscke Mittel 
zwischen den Halbachsen der Ellipse ist. 

Denn, teilt man die Ellipse und den Über ihrer großen 
Achse als Durchmesser beschriebenen Kreis durch Parallelen 
zur kleinen Achse in sehmale Plächenstreifen, so steht wegen 
der Relationen mh : md — ni'b' : m'd' =h la das Viereck 
mbb'm' zu dem Viereck mdd'm' auch 
in dem Verhältnis b : a, demnach die 
Summe aller Vierecke der einen Reihe, 
d. h. das der Ellipse eingeschriebene 
-^■* Polygon GBib'b"Ä, zu dem ent- 
sprechenden dem Kreis eingeschrie- 
benehPolygon(7Di^(i' d"Am dem näm- 
lichen Verhältnis. Diese Proportionalität besteht für jede 
Anzahl der Seiten, welche man den beiden Polygonen geben 
kann; lassen wir demnach diese Anzahl unbegrenzt wachsen 
und gleichzeitig alle einzelnen Seiten unbegrenzt abnehmen, 
so erkennen wir, daß der Inhalt der Ellipse zu dem des 
Kreises in dem Verhältnis h : a steht. Also wird der Inhalt 
der Ellipse durch den Ausdruck %ai bestimmt. 
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Mau beweist ebenso, daß die Flächen zweier Figuren, deren 
IfoiTespondierende Ordinaten zueinander in einem bestimmten 
Verhältnis stehen, immer das nämliche Verhältnis haben, 

Beisp. 2. I)er Durchmesser eiites Kegelschnittes halbiert ihn. 

Die Richtigkeit des Satzes erhellt sofort aus der Be- 
trachtung der Trapeze, in welche die dem Durchmesser ent- 
sprechenden Ordinaten die Fläche der Kurve zerlegen. Weil 
der Durchmesser alle ihm entsprechende Ordinaten halbiert, 
so halbiert er auch diese Trapeze und demnach die Kurve, 
■weil die Fläche derselben der Summe dieser Trapeze gleich 
ist, sobald man die Ordinaten als unendlich nahe voraussetzt. 

Beisp. 3. Die Flächen ähnlicher Figuren verhalten sidi 
wie die Quadrate der Längen sweier homologer Sehnen derselben. 
Denn je zwei Dreiecke, welche in zwei homologen festen 
Punkten 0, o je eine Ecke und homologe Sehneu PQ, pq 
zu Gegenseiten haben, sind ähnlich und verhalten sich, wie 
OP : op . Dies gilt unabhängig davon, wie sehr sieh die 
Sehnen PQ, pq den Tangenten nähern. Die unbegrenzte 
Zerlegung in homologe Sektoren von und o aus ergibt 
also stets auch für ihre Summe jenes konstante Verhältnis. 

256. Beisp. 1. Der Inhalt des Sektors einer Hyperiel, 
welcher difrck die Verbindwtgsgerade sweier ihrer Punkte mü dem 
Zentrum iegrenzt wird, ist dem In- i, 

halt des Segments gleich, welches durch // 

Pa/raUelen eu den Asymptoten von j 

denselben Punkten aus bestimmt wird. IL 

Denn wegen der Gleichheit der //ffl"\. 

Dreiecke PKC und QLG (§ 178) /;W^^^\ 
ist auch die Fläche PQC gleich Ml-jS^^—::::::^^.— 
der Fläche PöiX '^"^■^ ^ ^' ^'^ 

Beisp. 2. Zwd Mielige Segmmte FQLK und RSNM 
sind gleich, wenn IK:QL— BM : SN ist Dsim PK:QL 
-OL: OK, und nach §205 CL-MF, OK- NT; tllo 
Mm : SN - MI' : NT, tomii (JB p«v.llel zu PS. Hon sind 
die Sektoren FCQ und RCS einander gleicli, weil der PS und 
QU halbierende Durchmesser sowohl den hyperbolischen In- 
halt PQBS, als auch die Dreiecke PCS und QCP halbiert. 
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Setzen wir voraus, daß die Punkte Q und li zusammen- 
fallen, so sehen wir, daß jeder Inhalt PKNS halbiert werden 
kann, indem man die Ordinate QL verzeichnet, welche das geo- 
metrische Mittel zwischen den Ordinaten seiner Endpunkte ist. 

Und wenn Ordinaten bestimmt werden, deren Längen eine 
stetige geometrische Proportion bilden, so ist der von zwei 
benachbarten unter ihnen begrenzte Inhalt konstant. 

257. Wenn zwei Kegelschnitte afmlich, ah/^ich gelegen unä 
konzentrisch sind, so s^neiäet jede Tangmte des inneren von 
beiden ein Segment von konstanter Fläche von dem äußeren ab. 

In § 244, 2 ward bewiesen, daß eine solche Tangente 
im Berührungspunkt halbiert ist. Wenn wir demnach irgend 
zwei Tangenten dieser Art betrachten, 
so ist -^AQA'^-^BQB'; je näher 
wir den Punkt Q bei dem Punkt P ge- 
legen voraussetzen, desto näherkommen 
die Seiten AQ, A' Q der Grleiehheit 
mit den Seiten BQ, B'Q; daher werden die Dreiecke J. Ö^' 
und BQB' inhaltsgleich, wenn wir die beiden Tangenten als 
unendlich nahe betrachten. Dann ist die Fläche AVB der 
F^che A'VB' gleich; weil aber diese Fläche beim Übergang 
von einer Tangente zur nächstbenachbarten unverändert bleibt, 
so bleibt sie es für jede beliebige Lage der begrenzenden 
Tangente. 

Man kann in derselben Art den umgekehrten Satz be- 
weisen, daß die Tangente einer Kurve im Berührungspunkt 
halbiert werden muß, wenn sie in jeder ihrer Lagen eine 
konstante Flache von einer anderen Kurve abschneidet; auch 
gilt es allgemein für jede Kurve, daß der abgeschnittene 
Mächeninhalt konstant ist, wenn die Tangente in jeder ihrer 
Lagen im Berührungspunkt halbiert wird. 

Danach läßt sich die Aufgabe lösen: Man soU dwch 
einen gegebenen Pimkt im Inneren eines Kegelschnittes eine Gerade 
so ziehen, daß sie den Minimalinhalt von demselben absehneidet. 
Wäre verlangt, daß die gesuchte Gerade einen geg^enen 
Inhalt abschneide, so hätte man durch den Punkt zu einem 
bestimmten ähnlichen, ähnlich gelegenen, konzentrischen Kegel- 
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schnitt eine Tangente zn ziehen; mit dem abzuschneidenden 
Inhalt müßte die Entfernung zwischen beiden Kegelschnitten 
wachsen. Wenn dieser zweite innere Kegelschnitt durch den ge- 
gebenen Punkt selbst geht, so wird der abgeschnittene Inhalt am 
kleinsten. Weil dann die Gerade als Tangente der Kurve in dem 
gegebenen Punkt halbiert wird, so hat man die Gerade, welche 
den Minimalinhalt abschneiden soll, so durch den gegebenen 
Punkt zu ziehen, daß sie in ihm halbiert wird. So für jede Kurve. 

258, Durch analoge Betrachtungen können die beiden 
folgenden von Mac CuUagh herrührenden Satze bewiesen 
werden: 1) Wenn die Tangente AB einer Kurve im einer 
anderen Kwve einen Bogen AB von hmsttmter Länge abschneidet, 
so wird sie in ihrem Berührungspunkt P so gdeiU, daß ihre 
Ahschniüe AP und BP in dem umgekehien Verhältnis der 
Tangenten AT, BT der letzteren Kurve in A und B stehen. 
2) Wenn die Tangente AB von dner konstanten Länge ist, 
und wenn die vom Schnittpunkt T der in A und B an die 
mßere Kwve gesogenen Tangenien auf AB gefällte Senkrechte 
sie in M trifft, so ist stets AP ^ MB. 

Man kann die Beweise auch auf den Transversalensatz 
des §51,1 stützen. Im ersten Satz sind die beiden zwischen 
aufeinander folgenden Tangenten AB, AB' enthaltenen Bogen- 
teile gleich. Behandelt man .AB' als Transyersale des Dreiecks 
ABT, so ist AA'- TB'-BQ^AQ-BB'-TA' und, weil 
AA':=BB' ist, im Grenzübergang 

AQ:SQ = TB':TA' oder AP : BP = TB : TA. 

Beim zweiten denken wir das Dreieck QAA erstens durch 
TBB', zweitens durch TMM' geschnitten. Die Multiplikation 
der entsprechenden Trans versalenrelationen liefert wegen 

AB^A'B', AM.QM' -QB^A'M'-QM-QB'. 
Geht man zur Grenze über, so ist QM^ QM' zu setzen, 
weil MM' auf AB senkrecht ist, dagegen kann nicht eben- 
sowohl QB= QB' und AM = A'M' angenommen werden, 
solange die beiden Tangenten noch irgendwelchen kleinen 
Winkel einschheßen. Also ist aus AM ■ QB == A'M'- QB' 
und aus AM- QB = A'M'- QB' zu schließen, daß AM= QB', 
A'M'= QB, also auch AM ^ PB ist. 
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259. Die Normalen inverser Kurven (§ 138) in ents^edten- 
den Pm^den P, P' derselben schneiden sieh auf der Mittel- 
normale der Strecke PP'. 

Denn zwei Punkte P, Q und ihre inversen P', Q' bilden 
ein Kreisvierect (§ 138), also achneiden sich die Mittelnormalen 
von PF', QQ', PQ, P' Q' in einem Punkt C Nähert sich 
Q unbegrenzt an P, somit auch P' an Q', so gehen die 
Mittelnor malen von PQ, P' Q' in die Normalen der von P 
und P' gleichzeitig beschriebenen Kurven über und ihr Schnitt- 
punkt C bleibt wie behauptet auf der Mittelnormale von PP'. 

Da (J das Zentrum des in P und P' die Kurven be- 
rührenden Kreises ist, so sind die Winkel OFF' und CP'P 
entgegengesetzt gleich, also bilden auch die Tangenten in in- 
versen Funktm mit dein Inv^sionsstraM entgegengesetzt gleiche 
WirÜ!£l (§ 139). Auch der Schnittpunkt dieser Tangenten 
in P, P' liegt auf derselben Mittelnormale von PP'. 

260. Wir haben mehrmals (§§ 203, 226) von einem 
festen Punkt aus die Perpendikel OT auf die Tangenten 
FT einer Kurve gefällt und den Ort ihrer Fußpunkte T be- 
stimmt; derselbe heißt ihre FußpunMkurve für 0. 

Die Normale der Fußpanldliurve im Fmtld T halbiert OP. 

Sei in der Tangente vom Berührungspunkt P' der Fuß- 
punkt des Perpendikels 2" und Q der Schnittpunkt der Tan- 
genten in P und P'. Dann liegen T und T' auf dem über 
OQ als Durchmesser beschriebenen Kreis, also halbiert die 
Mittelnormale von TT' den Durchmesser in C. Nähert sich 
nun P' unbegrenzt P, so fäUt der Tangenten Schnittpunkt Q 
mit P zusammen, ebenso T' mit T und die Mittelnormale 
von TT' wird Normale der von P erzeugten Fußpunktkurve. 

261. Den Krümmungsradius in einem beliebigen FunU 
einer Ellipse zu bestimmen. 

Weil der Mittelpunkt des einem Dreieck umgeschrie- 
benen Kreises der Schnittpunkt der Mittelnormalen seiner 
Seiten ist, so ist das Zentrum des durch drei aufeinander- 
folgende Punkte einer Kurve gehenden Kreises der Schnitt- 
punkt zweier aufeinander folgenden Normalen der Kurve 
C§ 238). 
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Betrachten wir also zwei Dreiecke FPF' und FIP'F' und 
bezeichnen die Halbierimgshnien ihrer Winkel an der Spitze 
durch FN, P'N, so beweisen wir elementar- geometrisch, daß 
2 ^ PSF' = ^ PFF' + ^ PF'P'. 
Weil nun der Bogen eines Kreises dem Radius desselben 
und der Größe des Zentriwinkels 
proportional ist, so wird 

-^ PNF' durch PP' : PN 
gemessen, wenn wir den Bogen 
PP' als Bogen des Kreises vom 
Zentrum N betrachten. Ebenso 
wird für FR'^FP, ^FFF' durch PIi:FP gemessen, 
und wir erhalten app' pb p'B' 
~PN Fp "^ 'WP'' 
Wenn wir den Winkel PP' F durch Ö' bezeichnen, so ist 

PB = P'B' = FF' sin *, 
und, indem wir PN^q, FP = r und F'P = r' setzen, 

eBia* r ^ r' 
Also ist die FokalseJme der Krümmimg (2 p sin ö' §237, 3 f.) 
fm- einen Pwikt der FUli^e das Bo^die des harmoniscken 
Mittels swisckm seinen Brennstraklen. 

Wenn man für sin & den Wert h : V, für r + r* den 
Wert 2ffl und für rr' den Wert V^ einsetzt, erhält man den 
bekannten Ausdruck wieder 9 = 5'^: «6 (§234). 

Der Krümmungsradius der Hyperbel wird auf ganz ähn- 
liche Art ermittelt. Im Fall der Parabel ist r' unendlich 
groß und daher 2^ = 41 sin ■9'. 

262. Ein interessantes Ergebnis in l 
sehne der Krümmung eines Kegel- 
schnittes erhalten wir durch fol- 
gende Betrachtung.^^) Wir ziehen ^ 
in dem betrachteten Kegelschnitt . 
eine Sehne QR parallel zu der Tan- 
gente im Punkte P, beschreiben den 
durch die Punkte P, Q und H be- 
stimmten Kreis und Terlängem die 



auf die Fokal- 
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Fokalsehne PL des Kegelschnittes, bis sie demselben zum 
zweitenmal in C begegnet. Dann ist nach einer Eigenschaft 
des Kreises P8-SC= QS ■ SM, und nach einer im §198,2 
gegebenen Eigenschaft der Kegelschnitte 

FS-SL: QS-SR^PL:MN. 

Daher ist für jeden so beschriebenen Kreis SG:SL = MN'.PL. 
Da aber für den Krümniungskreis die Punkte S und P zu- 
sammenfallen, so ist für ihn speziell PC = MN, d.i. für 
einen hdiebig^^ Punkt eines KegelsdmiMes ist die Fokalsehne 
des Krümimtngsh'eises derjenigen Fohalsefme des KegelschniUes 
gleich, welche der Tangente jenes Punktes pwrallel ist (237,4). 
263, Der Krümmungsradius eines Zentralkegelschnittes 
kann auch wie folgt gefunden werden: 

Wenn Q ein dem Punkt P unendlich naher Punkt der 
Parallele zur Tangente der Kurve 
in P darstellt, welche die Normale 
von P in S schneidet; wenn man 
dann durch die Punkte P und Q 
einen Kreis beschreibt, welcher die 
Tangente PT in P berührt, so daß 
QS eine Ordinate des Kreises ist 
für den Durchmesser PS desselben, 
so ist das Rechteck aus diesem Durehmesser und dem Ab- 
schnitt PS gleich dem Quadrat über der Sehne PQ, oder 
der Krümmungsradius des Punktes P ist q = PQ -.2 PS. 
Aber für unendlich nahe Punkte wird PQ zur Tangente und 
PQ = BQ; und weil die Ellipse, unter der Voraussetzung, 
daß a' und V den Durchmesser CP des Punktes P und 
seinen fconjugierten bezeichnen, die Eigenschaft hat, daß 

b": a"^Q^:PR- RP'= QB':2a'- PE, 

80 ist ^ IIS pTj 

«'. QR- = 2b''- PR, demnach y = -^ . :J^ • 

Durch die Ähnlichkeit der Dreiecke PRS und CPT ist 
aber stets PR:PS = GF iCT ^a' :p, und daher endlich 
der Krümmungsradius Q^b'^-.p. 
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Es ist niclit schwer, zu beweisen, daß im Sdmit^imU 
sweier hmfokalen Kegelschnitte das Zmintm der Krümmimg 
des einen steis der .Pol seiner Tamgente in hemg auf den 
a/nderen ist. 

Endlicli: Für den umgeschriebenen Kreis eines Dreiecks 
aus zwei Tangenten eines Kegelschnittes und ilirer Berühmngs- 
eehne sind offenbar der Schnittpunkt der Tangenten und der 
der zugehörigen Normalen Endpunkte eines Durchmessers. 
Bei Annähernng der Berührungspunkte und der Tangenten 
des Kegelschnittes bis zum Zusammenfallen wird der Durch- 
messer des KreiseSj der dem Dreieck aus Tangenten und 
Berührungs sehne umgeschrieben ist, zum Krümmungsradius 
der Kurve. Wir kommen in § 289, 4 f. (Bd. 2) in anderer 
Art darauf anrück. 

264 Die Evolute wiiei Kuive wurde (§ 240) als Ort 
ihrer Krummungszentia definiert, das Krümmungs Zentrum G 
von P ist die Grenalage dp« Schnittpunktes der Normale 
von P mit dei unendlich benachbarten (§ 236). Also ist C 
der Berührungspunkt jenei Normale TG in der Evolute. 

Ziehen wir m aufeinander folgenden Punkten P, Pj, P^, Pg, . . . 
die NormalenPC, F^C^, F^G^, Pfi^, ... und nennen G, C^, C^> C^,... 
die Schnittpunkte der aufeinander folgenden Normalen, so sind 
beim Grenzübergang C, G.^^, Cg, Cg, . . . konsekutive Punkte 
der Evolute, also F^G = FC, P^C^^ P.,G^, P^C^= P^C^, 
P^Gs=P^Gs,... und CG^,CiG^,G^G^,... konsekutive Bogen- 
elemente der Evolute. Alsdann ist GC^^ P^^G^^ — PG, 
Ol Cg = P^Gi- P, G^, G^G^^ P^Gs- P2C2, . . . also schließ- 
hch auch durch Summierung aller dieser Elemente der Bogen 

CCi+CiCa + CaC,+ GC' = P'C'~PC, d.h, der Bogen 

der Evoluie ist gleich dem Unterschied der seinen End^imltten 



Umgekehrt können wir zu einer gegebenen Evolute die 
Kurve erzeugen, wenn einer ihrer Punkte P gegeben ist. 
Denken wir von P aus einen Faden gespannt, so daß er von 
G bis G' fest an der Evolute anliegt, und ihn, am Ende G' 
festgehalten, abgewickelt, so beschreibt der Endpunkt die 
Kurve PP^P^...P„. 
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äSSe, Dr. 0., weil. Professor am Kg!. Polytechnikum zu Mönchen, Vor- 
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Hochschule zu Darmatadt. [VIH u. 2öl S.] gr. 8. 1906. In 
Leinwand geb. " " — 
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aude, Dr. Otto, Professor an der Universität Rostock, analytische 
Geometrie des Punktes, der geraden Linie und der Ebene. 
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1905. In Leinwand geb. n. ^ 14. — 
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